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M. Rak, J. Krolo , S. Demirovic¢ Prethodno priopéenje

Elastomehanicka svojstva vlaknima armiranih polimernih kompozita

U clanku je opisan postupak odredivanja stanja naprezanja i deformacije kod uslojenih, viaknima
armiranih kompozita. Posebna paznja je posvecena elastomehanickim svojstvima kompozita od
poliesterske smole i staklenih vlakana. Prikazan je postupak odredivanja koeficijenata krutosti
kompozitnog presjeka preko odgovarajucih svojstava elementarnog sloja. Isti postupak je potkrijepljen
eksperimentalnim podacima elasticnih svojstava koji su dobiveni ispitivanjem elementarnog sloja.

M. Rak, J. Krolo, S. Demirovié¢ Preliminary note

Elastomechanical properties of fiber-reinforced polymer composites

The procedure for determining states of stress and strain in layered, fibber-reinforced composites is
described in the paper. A special attention is consecrated to the elastomechanical properties of
composites formed of polyester resins and glass fibers. The procedure for defining stiffness coefficient
of a composite cross section by means of appropriate properties of the elementary layer, is presented.
The procedure is additionally supported by experimental data about elastic properties as obtained
through elementary layer testing

M. Rak, J. Krolo , S. Demirovié Note préliminarie

Propriétés élastiques et mécaniques des matériaux composites de polymeres armés de fibres

Larticle décrit le procédé de détermination de I’état des contraintes et des déformations des composites
armés de fibres. Une attention particuliére a été consacrée aux propriétés élastiques et mécaniques des
composites en résine de polyester et de fibres de verre. On présente le procédé de détermination des
coefficients de rigidité d 'une section composite par le biais des propriétés correspondantes de la couche
élémentaire. Ce procédé est appuyé sur des données expérimentales des propriétés élastiques obtenues
par des essais de la couche élémentaire.

M. Rak, J. Krolo, S. Demirovié¢ Vorherige Mitteilung

Elastomechanische Eigenschaften faserbewehrter Polymerkomposita

Im Artikel ist ein Verfahren fiir die Bestimmung des Spannungs und Verformungszustands bei
geschichteten, mit Fasern bewerten Komposita beschrieben. Besondere Aufmerksamkeit widmete
man den elastomechanischen Eigenschaften von Komposita aus Polyesterharz und Glasfisern.
Dargestellt ist ein Verfahren der Bestimmung der Steifigkeitsbeiwerte des Kompositquerschnitts auf
Grund der entschprehenden Eingenschaffen der elementiren Schicht. Das selbe Verfahren ist
berkriiftigt durch experimentale Angaben iiber die elastischen FEigenschaften, die durch
Untersuchung der elementiiren Schicht gewonnen werden.

Autori: Dr. sc. Mladenko Rak, dipl. ing. grad.; mr. sc. Jo§ko Krolo, dipl. ing. grad., Sveuciliste u Zagrebu
Gradevinski fakultet; Sead Demirovié, dipl. ing. fiz., Kon¢ar VNA, Zagreb
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1 Opcenito

Veza izmedu naprezanja i deformacija ili generalizirani
Hookeov zakon za opcée anizotropno tijelo jest:

0;’/' = Cij km Efom (1)

U jednakosti (1), Cy; 1 je tenzor sastavljen od elasti¢nih
konstanti materijala kojih kod opéega anizotropnog tije-
la ima 81. Koriste¢i se svojstvom simetri¢nosti tenzora
naprezanja i deformacija broj elasti¢nih konstanti sma-
njuje se na 36. Isto tako dvostruki indeksi u sustavu kom-
ponenata naprezanja i deformacija Cesto se zamjenjuju
jednostrukim prema:

011= 01,00~ 0,,033= 03

02= 0,1= 04, O013= 031= 05, 053= 0= 0
ENT &, EnT & &3 &

26,=261=6& 263=28,= 6 263=28,=&

pa se jednakost (1) moze izraziti kao:

(2)

O 1Coi Cor Co3 Cou Cos Cop] &6
ii g,=Cp & k, m=(1,2,....... 6)

Kako u jednakosti (2) vrijedi Cy, = C, broj razli¢itih
konstanti je 21. Broj konstanti elasti¢nosti ¢e se i dalje
smanjivati u sluc¢aju postojanja ravnina elasticne simetrije.
U tom slucaju simetri¢nim koordinatama u odnosu pre-
ma ravnini simetrije elasticnosti odgovaraju jednaka na-
prezanja. Ako postoji jedna ravnina elasti¢ne simetrije uz
Cim = C,, broj konstanata elasticnosti se smanjuje na
13, a u slucaju triju i to medusobno okomitih ravnina
elastiCne simetrije, materijal je ortotropan te uz uvjet
Cin =C,i broj elasticnih konstanata je 9, pa je veza izmedu
naprezanja i deformacija:

g [Ci C, CG3 O 0 01 [&
0, Gy Cp Gy 0 0 0 &
O3 _ Gy Gy Gy 0 0 0 dgs (3)
ol o o o c, 0 o0]]le
ol o 0o 0o 0 s 0] ]e
o) L0 0 0 0 0 Gl le

Jednakost (3) opisuje Hookeov zakon ortogonalno-ani-
zotropnog tijela ili tzv. ortotropnog tijela. Koeficijenti
elasti¢nosti u jednakosti (3) imaju oblik:
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o o=1VaVa o 1-Vi3vs [ Cy = 1-vipVy
"TUEEN TP EEA E,E,\\

C, = Vor +VaiVor _ Vip #V3Vi5

Cpy = Var tVolVsy _ Vi3 #Viobos |

Cys = Vi #VioVs1 _ Va3 +Voilis |

Ciu =Gy Css= G35 Cos = G “)

gdje su: £, E,, E5 — moduli elasti¢nosti u smjeru 1, 2 i
3. zatim G,, G13, G35 — moduli posmika u ravninama 1-
2, 1-3,12-3 te Vi, Vi3, V3 Poissonovi koeficijenti u od-
govarajuéim smjerovima, dok je izraz za A:

_ 1V —VaVsy —VisVs) — 205\ VspVis
E\EyEy

A

Neki trosmjerno ortogonalno armirani polimeri s razli-
¢itim omjerom armiranja u ortogonalnim smjerovima
ponasaju se prema zakonu (3), a 9 razli¢itih konstanti
elasti¢nosti odreduje se eksperimentalno.

2 Zakon ponasanja slojevito armiranih kompozita

2.1 Klasicna teorija laminata

Kompozitni materijali obi¢no se pojavljuju u vise
slojeva od kojih je svaki sloj armiran vlaknima u
odredenom smjeru. Od takvih jednosmjerno armiranih
slojeva nastaje slojevita struktura kompozita. Kod nekih
kompozitnih materijala imamo puno slojeva s puno
razliCith smjerova armiranja. Medutim, u najces¢em su
slucaju dva osnovna sloja sa dva simetri¢na kuta koji se
ponavljaju u strukturi kompozita. Unutar svakoga
elementarnog sloja veza izmedu naprezanja i
deformacija definirana je zakonom (3). U najces¢em
slucaju kod slojevite strukture kompozita naprezanje
okomito na ravninu sloja je malo ili jednako nuli (g3 =
0) te se zanemaruje. Isto je i s posmi¢nim naprezanjima
izmedu slojeva 0y = Ty; = 0 te se 1 oni zanemaruju. Uz
oznaku 0, = Ty, stanje naprezanja u elementarnom sloju
jest:

o Oy O, O &

0550y On O &' )
T 0 0 Oul Vi
gdje su:
0, = k. __VnE _ Vak
L=vp,vy 1=vpVy 1=V0y
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E
Oy = 2

=———; Ou=Gp, (6)
1=V,

gdje oznaka (‘) pokazuje oznaku elementarnog sloja. U
slucaju jednosmjerno armiranog sloja mogu se uvesti
oznake:

E =E;> E=E; Vip =Vygs Vy =V G, =G,
gdje (II) znaci paralelno s vlakancima, a ([J) znaci oko-
mito na vlakna, odnosno smjer armiranja. Jednakost (5)
vrijedi za slucaj da se ortogonalne koordinatne osi X 1Y
poklapaju s osima simetrije elasti¢nosti ortotropnog ma-
terijala 1 1 2. U opéem slucaju te se osi ne poklapaju pa
se rabi odgovarajuca transformacija u obliku:

g ag', & £,
oy =[15o,+; ey t=[rlde, |
' Ty €'y 5;:y
cosa sifa 2simrcor
T=| sirfa cosa  —2cosasing (7)

—cosasin@ cosasing cos’ a—sin’

gdje je T - tenzor transformacije.
Elementarni sloj armiran pod proizvoljnim kutem a
prema osi X prikazan je na slici 1.

XA
[

o'xT .

\4

Slika 1. Elementarni sloj armiran pod kutom a prema osi X

Posredstvom tenzora transformacije, veza izmedu napreza-
nja i deformacija za slucaj na slici 1. jest:

o b=[T1dI | e,
T'yy Y xy

(¥
O On 0Ou E'y

0% 0O 0Oxn 'y
Oy Qpn OQul Vx
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gdje su:
0'1=0;,cos* a+2(0p, +2 Qyy)sin* acos’> a+Q,,sin* a
Q' =0y sin'a +2(0); +2 0y4)sin’a cos’ a
+ 0, cos*a
_ .2 2
O =(Q)+ Oy —40yy)sin"a cos™ a
+ 0O (sin® a +cos* a)
' — 2 2
0'44 = (01t 0y =20, ~204)sin“a cos” a
+ Oy (sin*a +cos*a)
[— : 3
0'14 = (011 = Q12 =20yy)sina cos” a
+ (01 = 0y +2Qy)sin’ @ cosa
¢ .3
02 = (011 =01y =2 Qyy)sin”a cosa
+(Q1y =05y +20y,)sina cos’ a

U slucaju kompozitnog elementa s viSeslojnom struktu-
rom imamo viSe elementarnih slojeva armiranih u razli-
¢itim smjerovima pod razli¢itim kutovima. Takav uslo-
jeni element prikazan je na slici 2.

(€))

a) viSeslojni kompozitni element

X . I\
JC
hi2 /A. x ’
hi2 Ty
[ —_
M- N | g
IVIXV \‘i_/‘ B
\ B M,
iV
yx )
N y Uy N T A N y
<« | >
o
NL y
M,
< ’®
o

@)
4_‘

(t'xy)1

k

Slika 2. Prikaz komponenata naprezanja kod viSeslojnog
elementa
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L0
! T
y() 2
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\\ s>43w0
AN

N
UG AT
0x

Slika 3. Opce deformirano stanje kompozita
1z slike slijedi:

w, W
u=u0—zBa—°,v:v0—zGaQ (10)
0x 0y
gdje su g 1 wy pomaci sredi$nje ravnine u smjeru x i y.
Na temelju poznatih relacija:
g = v, Ou OV
TooaxT T ay’ Y ay ox

S pomoc¢u (11) i (10) imamo deformacije sloja na uda-
ljenosti z od sredi$nje ravnine.

(11

g'x g'xo k'x0
', = €0 rtzEE, (12)
g'xy nyo k'xyO
gdje je
9%w,
k. A’
vx — azwo
k o [ =" 5 (13)
Kool | %
” e )
Ox dy

1z jednadzbi ravnoteze sila i momenata (slike 2.a, 3.14.)
imamo:

Ny| 2 (o M| +2 (0
N, =£ Oy dzi {1 M, =L gy zdz (14)
No) = Txr)y wl T Txrlg
ZA | k-ti sloj
A A |
h 7 AT Az
2 i z z
h v k-1 k
hA |
2 |
A, A 1
|

Slika 4. Presjek kroz slojeve kompozita
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Prelaskom s integralne forme na sumaciju po slojevima
1 koriste¢i se relacijama (5) do (9) nakon sumacije imamo:

Ay A, Ay || Exo
Nyt =4 Ay Ay |y Evo

Ny, Ay Ay Ay | |Vavo
- . Vo (15)

M| 1By B Bul[éx| [Pn Do Dullkx|. (16)
My = BIZ B22 B24 £YO + DIZ D22 DZ4 kYO
MX)’ BM B24 B44 yXYO DM D24 D44 kXYO

gdje su:

A" = i(Q'y)k (Zk _Zk—l);B"ij = i(Q'ij)k (le _213—1)

k=1 k=1
oy =3oy), (2 -224) (17)

Ovi izrazi predstavljaju elemente krutosti popre¢nog
presjeka slojevitog kompozita.

2.2 Slucaj stanja naprezanja u ravnini
(bez prisutnosti momenta savijanja)

U najvecem broju slucajeva kompozita pretpostavlja se
da je struktura slojeva izbalansirana i simetricna u odno-
su prema srednjem sloju (teziSnom sloju). U slucaju rav-
ninskog naprezanja bez momenata za izbalansiranu i si-
metri¢nu strukturu kompozita imamo:

Ylox)  [0u On Qu
N, = I Oy dz=310% 0y Ou|U

h " ' J

5 Oy On Oul,

. v e (18)
Exo {An A, A || Exo

Az, Bl &yg ¢ =| 4y A A | Evo
Yxvo Ay Ay Ass | |Vivo

gdje su

Az, - debljina k-tog sloja

E'XO, EVYO, y'Xw - deformacije srediSnjeg sloja
Ay = i (Q'ij) k Az, - elementi krutosti uslojenog

- kompozita (19)
Isto tako ukupne sile koje djeluju na jedinicu Sirine

kompozitnog presjeka su:
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N,=F0,; N,=FI0,; N,=FI,;

Xy

(20)

gdijesu oy,o0y,, 1y, sumarna naprezanja svih slojeva
po jedinici duzine, a deformacije srednjeg sloja mogu se
izjednaciti s deformacijama ostalih slojeva (5(')' =&'y) pa
iz (18) 1 (20) slijedi sustav jednakosti:

" 1 " ' " 1 " 1
o, :F(An (' + A L&'y + Ay D/XYO)
! 1 ! ' ! ] ! ]
Uy:F(A21&X0+A22&YO+A24 D/XYO) (21)
" 1 " , " , "
Ty, :F(AM LE'yo + Ay [E'yg + Ay I:VXYO)

Gotovo najc¢esce imamo dva karakteristi¢na sloja koji se
uzastopno ispreplecu pod odredenim kutom. Tada jedna-
kost (19) izgleda:

4;=F0,) +FR0y), (22)
gdje su:
F, —dio povrsine presjeka sastavljen od sloja 1.,

F, —dio povrsine presjeka sastavljen od sloja 2.

A..
ili ako uvedemo odnos: 4, = le , tada imamo:

4, =m (0) +m,(0), (23)

F F.
diesu m=—L i m,=(1-m)=-2.
4] 1 F = ( ) 2

Izraz (23) predstavlja koeficijente krutosti poprecnog
presjeka od dvoslojnoga kompozitnog materijala.

Ako je kompozit sastavljen od dva osnovna sloja armi-
rana vlaknima pod kutom a i -a (slika 5.) te ako su broj
i debljina slojeva jednaki, §to je najcesci slucaj, tada vri-
jedi:

Q14(a) :_Qw—a)
.:§ s O =gy 24,

Slika 5. Primjer cijevi sa simetriénom i izbalansiranom struktu-
rom pod kutom + ¢ prema osi 1

U takvom slucaju izbalansiranih slojeva imamo vezu na-
prezanja i deformacija u obliku:

o =4,¢& + A&,
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O, =4y ) + Ay £ (25)

Tiy = Ay Vi

Odgovarajuca su elasticna svojstva materijala:

2
A2 - A12
E1:A11_Ai§ Ez _Azz T
2 1
4, 45
Vip =—3 Vy =——; G, =4y (26)
4y 4y

Njihove se vrijednosti odreduju na temelju poznavanja
elasti¢nih svojstava elementarnog sloja koja se odreduju
eksperimentalno ili kombinirano-eksperimentalno i ana-
liticki.

3 Eksperimentalno odredivanje elasti¢nih svojstava
elementarnog sloja kompozita

Eksperimentalno je odredivanje elasti¢nih svojstava ele-
mentarnog sloja najznacajnije za teorijsku analizu kom-
pozitnog materijala. Vaznost je to veca $to se za svaku
koli¢inu vlakana u jedinici povrsine kompozita elasticna
svojstva mijenjaju. Stoga je potrebno za svaku matricu
(polimeriziranu smolu) i za svaki postotak vlakana u
matrici odrediti odgovarajuca svojstva i za sve takve
kombinacije odrediti odgovarajuce dijagrame. Iz tih se
dijagrama ocitavaju elasticna svojstva osnovnog sloja
(En, En Vip Vari G gp)a na temelju tih osnovnih vrijed-
nosti racunaju se elasti€na svojstva kompozita koji je
sastavljen od viSe slojeva amiranih u zadanim smjero-
vima. Ovdje su pokazane metode odredivanja elasti¢nih
svojstava elementarnog sloja za jednu kombinaciju stak-
lenih vlakana prema ukupnom kompozitu.

Ispitivanje modula elasticnosti i Poissonovih koeficije-
nata u smjeru vlakana i okomito na njih obavljeno je na
standardni nacin trakama izrezanim iz osnovnog sloja u
smjeru vlakana i okomito na vlakna ojac¢anih na krajevi-
ma. S pomocu elektrootpornih traka duljine 20 mm, pos-
tavljenih u sredini uzorka u smjeru i okomito na vlakna,
mjerene su deformacije pri poznatom uzduznom optere-
¢enju (slike 6.a 1 6.b). Rezultati mjerenja modula elasti-
¢nosti 1 Poissonovih koeficijenata prikazani su na slika-
ma 7. i 8. Ispitivanje modula posmika obavljeno je na
jednom kvadratnom uzorku izradenom od osnovnog slo-
ja dimenzija 80 x 80 mm. Uzorak za ispitivanje modula
posmika umetnut je u Celi¢ni kruti okvir s Cetiri zgloba
prema slici 6.c. Desna duza stranica krutog okvira bila
je pri¢vrscena za nepomicnu vertikalu, a na lijevu je dje-
lovala vertikalna sila /" tako da je realiziran Cisti posmik
na zalijepljenom uzorku izmedu tih stranica. Rezultat
mjerenja modula posmika osnovnog sloja prikazan je na
slici 9.
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A 1= T wpa)
a) b) o) A
© 10
q 4 ° To]
a=80mm 08 1 o7
£ £ “I
£ 06 |
i 041 6,=1ga=1117 MPa
e e o i |
= #t=1,8 mm #t=1,8 mm 9 o]
Fl 02 1
a 0 _
Slika 6. a) Odredivanje modula elasti¢nosti i Poissonova koeficije- © V= 80
nta u smjeru vlakana (Ey i Vup), b) odredivanje modula v e >
elasti¢nosti i Poissonova koeficijenta okomito na vlakna 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

(Egi vip) i ¢) odredivanje modula posmika Gyg= Gou
Slika 9. Dijagram posmi¢no naprezanje — posmi¢na deformacija

za odredivanje Gy g, odnosno Gy

/ 4 Primjer odredivanja elasti¢nih svojstava

Odabran je kompozit sastavljen od dva sloja jednakih
debljina simetri¢an i izbalansiran pod kutom o =+ 22° i
o = - 22° u ravninskom stanju naprezanja bez momenata

Naprezarjje (MPa) { okomito ra viakna

y = -19,425x

K . savijanja.
s . U skladu s izrazima (6) te dijagramima 5, 6 1 7 imamo
\ Y= 287aax | koeficijente elasti¢nosti:
XK E, = E,=2,8742 Gpa = 2,87 x 10° MPa 3
V | = Vpy = 2874719425 = 0,15 ] Q — EII - 8’3537 EIIO - 8 96 []]O3MPa
0.1 “00 01 0,‘2 u,‘a 0‘,4 u,‘s 06 " 1 - V]ID |],D]1 1 - 0’45 HD,lS ,
Relativna deformacija (%)
Slika 7. Dijagram naprezanja u smjeru vlakana i deformacija u Q - Vou II‘11 — 0,1508,3537 ao’ =134 0100° MPa
smjeru i okomito na vlakna za odredivanje E;; i Vig 12 1- Vung |];D” 1- ()’45 |:(])7] 5 ’
€- okomito na viakna $ €11~ U smjeru vlakana Q _ ED _ 2,8742 1o 30800 MPa
46— 22 T - -
] 1-v,; W, 1-04500,15
g ) " 0,4 =Gy =1,11700° MPa
5 \o 1 Transformacijom elasti¢nih svojstava pod kutom o = + 22°
§ \2 i ia=-22°prema (9) dobivamo:
S | y=-18660 ] p ), = [8,96 [eos *22°+ 21,34 +2 0,117 )
g \w § [Bin 2 22° kos 22°+ 3,08 [Gin * 22°|00°
g lia y = 83537x
s \: , = 7,545 00° MPa
o501 E = E,= 83537 Gpa=8,35x10 *MPa L, ,
] | Var Ve <0 ©'), =|(8.96 +3,08 — 401,117 ) in 222° Ckos 2 22°
60 ‘ ‘ | | 4 P 3
03 02 0L 00 0l 02 03 04 05 *+1,34 sin " 22° + cos * 22 )] ao
=1,9300° MPa

Relativna deformacija (%o)

©'%), = [8,96 Gin *22°+ 201,34 +20,117 )
Slika 8. Dijagram naprezanja okomitih na vlakna i deformacija .2 ° ° 4 ° 3
okomitih na vlakna i u smjeru vlakana za odredivanje [8in = 22° [éos 22°+ 3,08 [eos ~ 22 ]DO
Folton =3,3100° MPa
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(0), =1(896-1,34 —20,117 )@Ein 22° [bos * 22°
+(1,34-3,08+20117)S8in’ 22° Eos22°] o’
=1,6300° MPa
'), =[(8.96 - 1,34 =2 0,117 ) (3in > 22° [eos 22°
+(1,34-3,08+20,117)Ein22° [dos’ 22°] 1o’
=0,4100° MPa
( ' )a = [(8,96 +3,08-20,34-20,117) Bin* 22° [dos® 22°
+1,117 Osin* 22° + cos * 22°)]D103
=1,707 00° MPa

(©,). =(0,)., =7.545 00° MPa ;
(0,)., =(0",)., =1,9300°MPa ;

)
)-
(Q'zz)a ( 2)+a =3,3100°MPa ;
)
)

]
44

(e}

(s (0'.,)., =1,707 00° MPa ;

(Q'M a = _(Q'14)+,, =-1,6300°MPa ;
(©4,)., =-(0",)., =-0,4100° MPa ;

Dalje se odrede koeficijenti krutosti kompozitnog pres-
jeka prema izrazu (23) pa dobivamo:

a

4, =05(0",), +0.50',)., =(0',), =7,545 00° MPa
4, =05(0',), +0,5(0',), =(0',), =1,9300° MPa
n = 0,5(Q'22 )a + OsS(szz) a = ( 2)a =3,3100° MPa
w=05(0'), +0,5(0',)., =(0'.), =1,707 00° MPa
4, = O’S(Q'M )a - 0,5(Q 14 )a =0

SN
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4,, = 095(Q'24 )a _O»S(Q'm )n =0

Na kraju se odrede elasti¢na svojstva kompozita prema
izrazu (26).

2
E, =17,545- 1’931 =6,4200° MPa ;
2
E,=331- 193" _ 2,81600° MPa
1
v, =293 20583; v, = 1%~ 256
3,31 7,545

G,, =G, =1,11700° MPa

5 Zakljucak

Napravljena je teorijska i eksperimentalna analiza stanja
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merizirane matrice poliesterske smole armirane sa stakle-
nim vlaknima. Potrebno je istaknuti vrlo Cest slucaj iz-
balansiranog i simetri¢nog kompozita u stanju ravninskog
naprezanja bez prisutnosti momenata savijanja. Za taj je
slu¢aj prikazan primjer odredivanja koeficijenata krutosti i
elasti¢nih svojstava na temelju eksperimentalnih podata-
ka osnovnog sloja kompozita. Objavljivanje ovog rada
je inicirano naglim prodorom novih kompozitnih mate-
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