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M. Rak, N. Bjelajac Izvorni znanstveni rad

Otkrivanje oStecenja konstrukcija mjerenjem dinamickih karakteristika

U ovom clanku su opisana tri pristupa u analizi oStecenja na konstrukcijama s pomocu izmjerenih
modalnih karakteristika. Prikazana je veza izmedu promjene strukturnih karakteristika konstrukcije
(krutost i masa) i modalnih karakteristika koji sadrze vlastite frekvencije i vlastite vektore. Napravljeni
su posebni kompjutorski programi DTI i DT2 s pomocu kojih se na temelju izmjerenih vlastitih
frekvencija prije i nakon ostecenja odreduju mjesta i velicine ostecenja doticne konstrukcije.

M. Rak, N. Bjelajac Original scientific paper

Detecting structural damage through dynamic characteristic measurement

Three approaches to the analysis of structural damage, based on measurement of modal characteristics,
are presented in the paper. The relationship between the change of structural parameters (rigidity and
mass) and modal characteristics containing the structure's frequencies and vectors, is presented.
Special computer programs, DT1 and DT2, were developed to enable determination of the location and
extent of structural damage based on measurement of the structure's frequencies prior to and afier the
damage.

M. Rak, N. Bjelajac

Détection des détériorations des constructions par la mesure des caractéristiques
dynamiques

Ouvrage scientifique original

L’article décrit trois approches de [’'analyse des détériorations des constructions a [’aide des
caracteéristiques modales mesurées. On décrit le lien entre le changement des caractéristiques
structurales de la construction (rigidité et masse) et les caractéristiques modales qui comprennent leurs
propres fréquences et vecteurs. Des logiciels spécifiques DT et DT2 ont été mis au point qui permettent
la localisation et I'étendue des détériorations d’une construction en fonction des fréquences propres
mesurées avant et apres |'endommagement.
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OTKpblTﬂe nospemeﬂnﬁ KOHCprKHHﬁ H3MEPECHUEM TUHAMHUYECCKUX XaPAKTCPUCTUK

B amou cmamve onucamvl mpu nooxooa 6 auanusze NoSpetcOeHull Ha KOHCMPYKYUAX € HOMOWbIO
UBMEPEHHBIX MOOWIbHBIX Xapakmepucmuk. Ilokazamma cés3b Medcdy USMEHEHUeM CMpYKNYPHbIX
XApaKmepucmuk KOHCMPYKYUU (HCECMKOCMb U Macca) U MOOQILHbIX XAPaKMepucmux, coOcmeenHvie
yacmomul u cobcmeennvie 6ekmopbl. Bvipabomanwl cheyuanvnvie komnx)mepeivie npoepammvl DT7 u
DT2 ¢ nomowpio KOMOPwIX HA OCMIOBAHUU USMEPEHHBIX CODCMEHHBIX YACMO2 00 U NOCIe NOBPEHCOCHUS,
Onpedensmes Mecma H 6eIUtUHbL NOBPENCOEHUs. OaHZION KOHCIMPYKYUU.

M. Rak, N. Bjelajac

Entdeckung von Konstruktionsbeschidigungen durch Messung der dynamischen

Kennzeichen

In diesem Artikel sind drei Zutritte zur Analyse der Beschddigungen an Konstruktionen mit Hilfe von
gemessenen Modalkennzeichen beschrieben. Dargestellt ist die Beziehung zwischen der Anderung der
Strukturkennzeichen der Konstruktion (Steifigkeit und Masse) und der Modalkennzeichen die die
Eigenfrequenzen und Eigenvektoren enthalten. Es wurden besonders Komputerprogramme DTI und
DT?2 ausgearbeitet mit deren Hilfe man auf Grund der gemessenen Eigenfrequenzen vor und nach der
Beschidigung die Stellen und Gréssen der Beschdidigung der Konstruktion bestimmt.
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Otkrivanje oSte¢enja konstrukcija

M. Rak, N. Bjelajac

1 Uvod

Dinamicke karakteristike (vlastiti vektori, vlastite frek-
vencije i prigusenja) gradevinskih i ostalih vrsta kons-
trukcija vrlo su vazni ¢imbenici u analizi ponaSanja kon-
strukcija pod dinamic¢kim opterecenjem. Tijekom posljed-
njeg desetljeca, paralelno s brzim razvojem mjerne tehnike,
sve se viSe namecée potreba eksperimentalnog odre-
divanja relevantnih dinamickih karakteristika. Posebno
se to odnosi na vrlo slozene konstrukcije s nelinearnim
ponasanjem. Poznato je da se permanentnim pracenjem
stanja dinamickih karakteristika dobiva dobra informa-
cija o trenutnom stanju konstrukcije u eksploataciji. Mo-
guce je naime na temelju razlike stanja dinamickih ka-
rakteristika izmedu dvaju razdoblja odrediti promjene
krutosti konstrukcije odnosno ocijeniti eventualna oste-
¢enja koja su u meduvremenu nastala.

Osim eksperimentalnog pracenja dinamickog ponasanja
realnih konstrukcija, odnosno prototipova, vrlo se ¢esto
u smislu bazi¢nih istrazivanja rade modelska ispitivanja,
a onda na bazi teorije o sli¢nosti ili tzv. modelske anali-
ze rade zakljucci za prototipove konstrukcija. Prednost
ovih istrazivanja jest u tome S§to se u laboratoriju mogu
stvoriti bitno bolji uvjeti za izvodenje pokusa, angazirati
bolja oprema, a kao najvaznije, i veliki broj uzoraka koji
omogucavaju kvalitetnije zakljucke.

Otkrivanje mjesta i veliCine oSte¢enja u inZenjerskim
konstrukcijama veoma je vazno u pracenju trajnosti
konstrukcija tijekom eksploatacije. Jedna od istaknutih
metoda u podrucju bezrazornih ispitivanja jest mjerenje
vlastitih frekvencija. Prednost je ove metode u tome $to
se do podataka o vlastitim frekvencijama moze doci
mjerenjem dinamickog odgovora u samo jednoj tocki
konstrukcije. Vaznost izmjerenih frekvencija sustava
jest u tome $to je njihova promjena usko povezana s
promjenom klju¢nih fizikalnih karakteristika sustava
kao §to su krutost, masa i priguSenje. Kod gradevinskih
konstrukcija promjena vlastitih frekvencija i vlastitih
vektora pojavljuje kao posljedica pojave pukotina ili
korozije gradiva.

Baruch 1978. 1 1982. te Lapierre i Ostiguy 1990. koriste
se metodom optimalizacije pri odredivanju promjena
strukturnih karakteristika fizickog sustava.

Collins 1974., Stetson 1975., Stetson i Palma 1976., Teylor
1977., Chen i Garba 1980., Haff 1984., Kim 1983. te Kuo i
Wada 1987. koriste se metodom perturbacije prvoga
reda pri odredivanju veze izmedu promjena modalnih
karakteristika i strukturnih karakteristika.

Stubbs i Osegueda (1987. — 1995.) u svojim radovima
pokazuju da je identifikacija mjesta i veliCine oStecenja
pojednostavljena uz uporabu mjerenih modalnih frekven-
cija i modalnih oblika. U tom su smislu razvili i odrede-
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ne algoritme, medutim postoje teSkoc¢e u to¢nom odredi-
vanju modalnih oblika.

2 Primjena perturbacija prvoga reda u analizi
oStecenja

Pretpostavlja se nepriguseni dinamicki sustav vlastitih

vrijednosti sa n stupnjeva slobode u modalnom obliku

(K =AM )p; =0 (1)

gdje su:

M(,, xn) - matrica masa sustava

Knxn) - matrica krutosti sustava

A - vlastite vrijednosti sustava

@i - modalni vektori sustava

Modalni vektori mogu se normalizirati tako da je
0iMy; =3, 2)
gdje je &; - Kroneckerov simbol.

Navedene jednadzbe opisuju vezu izmedu dinamickih
karakteristika 4; i ¢ te strukturalnih karakteristika K i
M. Ostecenje izvorne konstrukcije uzrokovat ¢e prom-
jene u matrici krutosti sustava za iznos ¢ K. U dinamici
konstrukcija se inate moze uzeti da je promjena mase
jednaka nuli, tj. da nema promjene mase tijekom vreme-
na. Promjena krutosti sustava neminovno ¢e uzrokovati
promjenu vlastitih vrijednosti o4; i promjenu vlastitih
vektora o¢,. Perturbacijom jednadzbe (1) dobivamo jed-
nadzbu vlastitih vrijednosti oStecene konstrukcije u ob-
liku:

[K + 6K = (4 + 54, )M+ 5¢;,)=0 3)

Daljnja transformacija jednadzbe (3) vodi na izraz u
obliku:

(K = 2,M g, + (6K =62, g, )
+(K = 4,M )og, + (6K —6/,M )og, = 0 4

U jednadzbi (4) prvi dio jest problem vlastitih vrijednos-
ti, 1 taj dio je nula, te ako odbacimo elemente viSega reda
nakon razvoja dobivamo

0Kg; —04:Mep; = _(K - iiM)a% (5)
Navedenu jednadzbu pomnozimo s gol-T i dobivamo:

b1 OKg; ~ 549 Mg, = (K — 4M )54, (©)
Koristeé¢i se uvjetom ortonormiranosti (2) i ¢injenicom

daje ¢! (K —4M)=0", dobivamo vezu promjene vlas-
titih vrijednosti prema promjeni matrice krutosti

5/15:¢;T5K¢i @)
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1z jednadzbe se vidi da je u ovom slucaju, uz zanemari-
vanje promjene mase i priguSenja, promjena vlastitih
vrijednosti linearno proporcionalna s promjenom krutosti.
Sada treba izraziti promjenu vlastitih vrijednosti u odno-
su prema promjeni krutosti lokalnih konstruktivnih ele-
menata. Pokazano je da se ukupna promjena krutosti
sustava dade izraziti kao suma promjene krutosti pojedi-

nih elemenata sustava. Ako je K f doprinos j-tog eleme-

nta u totalnoj matrici krutosti konstrukcije, tada krutost
oStecene konstrukcije moze biti napisana kao

(K+6K)=>"KS(1+0k,) (8)
j=1
gdje je - n, broj elemenata konstrukcije, Jdk; - promjena

krutosti elementa j. U formulaciji kona¢nih elemenata to
su konacni elementi u numerickom modelu konstrukcije.
Medutim 6K mozZe biti napisana kao

0K =) Kok, ©)
j=1

U formulaciji (9) sacuvana je simetrija matrice krutosti i
spojni niz elemenata. Na kraju promjena globalne mat-
rice krutosti ovisi o promjeni matrica krutosti pojedinih
elemenata, pa uvrStavanjem (9) u (7) dobivamo sustav
simultanih linearnih jednadzbi u obliku

5, = Zeq)iTKj(oi&kj,, (i=12,..m) (10)
Jj=1

ili u matri¢nom obliku
Dok =04 (11)

gdje je D - matrica elemenata d;; u obliku:
_ Tye
dij =9; K_j(”i (12)

ok - vektor nepoznatih promjena krutosti Jk;

04 - vektor promjena vlastitih vrijednosti 64,

m - broj modova uporabljenih u analizi.

Ako elemente vektora JdA izmjerimo, a elemente d; od-

.....

sustava (11) vodi do promjena krutosti pojedinih eleme-
nata, odnosno do mjesta i razine oStecenja konstrukcije.
U slu¢aju m = n, sustav je odreden i vodi k jedinstvenom
rjesenju u obliku

Sk=D"'6) (13)
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2.1 Uvodenje problema optimalizacije

U slucaju kad je broj izmjerenih podataka m veéi od
broja elemenata u sustavu m > n, sustav je preodreden, a
rjeSenje se trazi metodom najmanjih kvadrata. Medutim
kako je broj izmjerenih modalnih karakteristika najcesce
manji od broja elemenata, dakle m< n,., takav sustav
moze biti rijeSen samo uvodenjem nekog od pogodnih
kriterija optimalizacije. NajéeS¢e uporabljeni kriterij
optimalizacije preko metode najmanjih kvadrata ima
op¢i oblik:

1
minJ = ¢! ok +—6kT Qdk

¢ ok+2 k0 (14)
uzl luvjet : Dok =64

gdje su: ¢ - dani vektor, O - dana pozitivno definitna
matrica, $to ¢e se opisati kasnije. Sustav (14) ima rjese-
nje u obliku koji je dobiven primjenom Lagrangeovih
multiplikatora (Luenberger 1984.), a koje izgleda.

_ _ 1 _
Sk=-0 1[I—DT(DQ IDTT DO 1:|c s
+07'" (Do D" 52

Kako se navedeni kriterij najmanjih kvadrata nije poka-
zao sukladan s prirodom opisanog problema trazili su se
drugi, prikladniji kriteriji optimalizacije. Kao najpovolj-
niji kriterij optimalizacije pokazao se kriterij minimiza-
cije razlike vlastitih vektora oSte¢enog i neoSte¢enog
sustava.

2.1.1 Minimizacija razlike vlastitih vektora ostecenog i
neostec¢enog sustava

U ovom se kriteriju polazi od dobre pretpostavke da tre-

ba minimizirati razliku vlastitih vektora oSte¢enog i neoste-

¢enog sustava. Primjenom perturbacija I reda, problem

vlastitih vrijednosti o$tecenog sustava jest:

(K +0K )p, — (% + 04 Mo, =, (16)

1

gdje je r; - vektor razlike (residual). Pojednostavljenjem
izraza (16) dobiva se sljedeci oblik.

1; = 0Kg; —04;Mg, (17)
Sada se trazi minimizaranje kvadrata razlike u obliku.

I =#"r = 0T 6K 6Ky, —204,0] KMy, a8)
+0270] Mg,

Zadnji konstantni ¢lan se iskljucuje iz optimalizacije, a

primjenom izraza (9) i sumacijom po mjerenim promje-

nama vlastitih vrijednosti m dobiva se izraz:

J= i"r,."z = k™ Qok +26k" ¢ (19)
i=1
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gdje je Q - matrica elemenata u obliku.

m
T
g, =) i KiKp, (20)
k=1
Matrica Q mora biti simetricna i pozitivno definitna, a ¢
je vektor elementa u obliku.

m
G = _ZMHWZK:?M% (e2))
k=1

Primjenom kriterija (19) koji je slican kriteriju (14) mo-
ze se dobiti optimalno rjeSenje u obliku (15). Pokazalo
se medutim da treba i dodatni kriterij koji opisuje svojstvo
promjene krutosti elementa. To svojstvo se o€ituje u to-
me da je promjena krutosti uvijek nula ili negativna. Prema
tome nastaje novi skup uvjetnih nejednakosti u obliku

0k <0 (22)

Problem optimalizacije je sada prosiren na sljede¢i nacin:
minJ = %5kTQ5k +0kTc

Dok =64

uz uvjete
0k<0

(23)
Zadani sustav svodi se na problem nelinearnoga kvad-
ratnog programiranja s uvjetima jednakosti i nejedna-
kosti. Buduéi da je Q simetri¢na i pozitivno definitna
matrica, problem je striktno konveksni. RjeSenje nave-
denoga problema optimalizacije moze se dobiti s pomo-
¢u neke od stabilnih metoda konveksnoga kvadratnog
programiranja.

3 Primjena matrica osjetljivosti u analizi oStecenja

Drugi pristup analizi promjene dinamickih karakteristi-
ka u odnosu prema strukturnim parametrima razvijao se
preko matrica osjetljivosti (sensitivity matrices). U ovom
pristupu izvodi se sustav linearnih algebarskih jednadzbi
s ostecenjima elemenata kao nepoznanicama i matricom
osjetljivosti kao glavnom matricom sustava. Nezgoda je
u tome $to matrica osjetljivosti uglavnom nije ni kvad-
ratna ni simetri¢na. Stoga se rjeSenje takvog sustava do-
biva kao optimalno rjeSenje pseudoinverzijom matrice
osjetljivosti. Prema koncepciji modalne analize za sus-
tave s n stupnjeva slobode dobiva se n jednadzbi tipa:

d=—1 (i=12,..n) (24)

A; je i-ta vlastita vrijednost sustava, a M; i K; su
modalne matrice masa i krutosti u obliku.

K, = €0iTK€0z' (25)
M; = %TM(PI‘
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Indeks ‘T ‘oznacava transponirane vrijednosti.
Sada uzmemo prvu varijaciju jednadzbe (24) i dobivamo:

o

l

A, Ko M,

l 7 1

oK, oM, 26

gdje su: d4;,0K;,0M; prve varijacije vlastitih vrijednosti,

modalne krutosti i modalne mase. Primjenom jednadzbi
(25) dobivamo

OK; = 9] 0K o, +2¢] Kdp,

(27)
oM, =] SMp+ 2p] Mg,

gdje je dp; prva varijacija i-tog vlastitog vektora.
Supstitucijom (27) u (26) s pojednostavljenjem dobivamo

di; _¢idKe; o My,

i K; M,

1 l l

(28)

Uzimanjem prvog ¢lana Taylorova razvoja prvog dijela
na desnoj strani jednadzbe (28) dobivamo

T B
H—TL &Y f.0k.+0 29
X, ,§=1 Jij0k; (29)
gdje je

ok, - prva varijacija j-tog parametra krutosti

B - broj karakteristika krutosti u problemu
Ji - je osjetljivost i-te modalne krutosti u odnosu
prema j-tom parametrom krutosti

O - je ostatak Tajlorova razvoja koji se dalje
zanemaruje.

Sli¢no je i s drugim ¢lanom u jednadzbi (28). Na isti na-
¢in se dobiva

T N
oMo .
% &Y ggom,;+0 (30)
i j=1
gdje je

om; - prva varijacija u j-tom parametru mase

N - ukupan broj karakteristika mase
g; - osjetljivost i-te modalne mase na j-ti parametar
mase.

Ako sada uzmemo da je:

oA, Ok, .,
Zi_T’ai_ k. ip; =

1

31

om;
m;

tada kombinacijom jednadzbi (28) do (30) dobivamo
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B N
2= Sikja; = 3 gymib (32)
= =

U navedenoj su jednadzbi z; ¢; 1 & pojedinacne promje-
ne i-te vlastite vrijednosti te karakteristika krutosti i ma-
se. Dalje, ako uvedemo da je F; = f;k;iGy; = g;5; , jed-

nadzba (32) postaje

B
z= ) Fya; =Y G, (33)

zz[zl,zz, ........ ,ZQ]T

T (34)
ﬁ:[ﬂlsﬂzs """ SﬂN]T
gdje je

QO — broj frekvencija. Sustav od Q - jednadzbi predstav-
ljen u obliku (32) mozemo pisati u matriénom obliku

Z=Fa-Gp (35)
gdje je

F - matrica komponenata Fj;

G - matrica komponenata Gj;.

To su matrice osjetljivosti na definirane promjene krutosti i
mase u zavisnosti od promjene vlastitih vrijednosti. One
su, kao $to je pokazano, teorijski odredene. Ako znamo
vektor z, mozemo odrediti pojedinacne promjene krutosti
ili mase.

Jednadzba (35) znacajna je formulacija u primjeni bez-
razornih metoda ispitivanja gdje se redukcija nekog pa-
rametra krutosti moze uporabiti kao mjera oSteCenja
pojedinacnog elementa 0 < o < 1. Uz pretpostavku da je
pf odredeno ili se moze procijeniti, tada za sve lokacije i
iznose ostecenja imamo izraz

a=F*(z+Gp) (36)

gdje je F" generalizirana inverzija, jer matrica osjetlji-
vosti najéesce nije ni simetri¢na ni kvadratna. U slucaju
kad imamo i prigusenje, tada se (36) prosiruje u obliku

a=F"(z+GB+Dy) (37)
gdje je

D - matrica osjetljivosti vezana za modalna prigusenja
y - vektor pojedinacnih promjena prigusenja

(+) - je oznaka za pseudoinverziju matrice osjetljivosti F.
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3 Odredivanje matrice osjetljivosti oStecenja

Poznato je da u dinamici konstrukcija uglavnom nema
promjena mase za gibanja konstrukcije, a najces¢e ni
tijekom eksploatacije. S druge strane, priguSenje zbog
njegove vrlo kompleksne prirode i tesko¢a oko njegova
odredivanja takoder najces¢e zanemarujemo. Stoga Ce-
mo ovdje promatrati samo matricu osjetljivosti koja je
vezana za promjenu krutosti ovisno o promjeni modal-
nih vlastitih vrijednosti

z, =F,a; (38)
Ovdje se F,; matrica osjetljivosti definira kao promjena
n-te modalne krutosti pri jediniénom osteéenju na loka-
ciji j. Koeficijenti matrice F,, mogu biti odredeni nume-
ricki ili analiticki. Numeri¢ko se odredivanje provodi u
Cetiri koraka, i to:

1. odreduju se modalne frekvencije neostecenog susta-

2. uvodimo poznate iznose oSteCenja ¢; u lokaciji j i
odredujemo vlastite frekvencije (a)f;n =12.,....,Q
ostecene konstrukcije.

3. racunamo promjene u modalnim krutostima

2
w
_ n
z, = [—2— 1j .
Wyo

4. ractunamo elemente j-tog stupca matrice osjetlji-

R S V4
vosti oStecenja kao F,; =—*
a

J

Numericki se postupak najbolje provodi metodom ko-
nacnih elemenata i to je moguce za velike sustave. Za
manje i jednostavnije zadace kao $to su npr. Stapovi i
ploce s jednostavnim rubnim uvjetima elemente matrice
osjetljivosti mozemo odrediti i analiticki

4 Pristup analizi oStecenja preko matrice
fleksibilnosti

Neki istrazivaéi u posljednje vrijeme usmjeravaju paz-
nju na moguce odredivanje oSteCenja sustava primjenom
matrice fleksibilnosti. Primjenom modalne analize uz
uvjete normalizacije vlastitih vektora u odnosu prema
masi sustava imamo:

M=0"Mo
_ (39)
K = ®" K@ = diag(w?)

U okviru navedene teorije moguée je matrice krutosti
sustava K i fleksibilnosti F izraziti kao:
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n
K=M®KD"M = M(Za)f(pi(p?]M i

i*1

—_ = 1
F=aK'0" =Y —pq! (40)

i=1 @i
n - broj stupnjeva slobode sustava
M - matrica masa
K - matrica krutosti
@i - vlastiti vektori

w; - vlastite frekvencije.

1z jednadZbe (40) se vidi da doprinos krutosti raste pri
porastu frekvencije. S druge strane doprinos matrici
fleksibilnosti pada kad frekvencija raste. To ide, kao $to
se vidi, s kvadratom. Poznato je da na konstrukcijama
mozemo pouzdano mjeriti samo nekoliko najnizih frek-
vencija, §to ogranicava uspjeSan pristup otkrivanju de-
fekata s pomocéu matrica krutosti. Zbog toga se krenulo
u istrazivanja putem matrice fleksibilnosti. Iz jednadzbe
(40) vidi se da matrica fleksibilnosti naglo pada s poras-
tom frekvencije Sto potkrepljuje pravac istrazivanja. No
na zalost promjene u matrici fleksibilnosti nisu lokalizi-
rane na podrucje ili mjesto oStecenja te se ne moze direk-
tno izraziti veliina i mjesto oStec¢enja samom matricom
fleksibilnosti. Da bi medutim izrazili iznos i mjesto oste-
¢enja s pomoc¢u matrice fleksibilnosti dovodimo u relaciju
promjene matrice fleksibilnosti u odnosu prema prom-
jeni matrice krutosti.

Neka su K i F| poCetne matrice krutosti i fleksibilnosti
neoStecene strukture, a K i F, su matrice krutosti i flek-
sibilnosti nakon ostecenja strukture, tada se moze pisati

F, =F, + AF (42)

1z prirodne zakonitosti je poznato da krutost pada a flek-
sibilnost raste s porastom ostecenja. AK i AF su pro-
mjene krutosti odnosno fleksibilnosti. Na temelju veze
matrica imamo

KyFy =1 (43)
Izraz (43) se s pomocu izraza (41) i (42) moze pisati

(Ky = AKXF, + 4F)=1 (44)
Razvojem navedene jednadzbe dobivamo nov oblik:
K\F, — AKF, + (K| — AK)AF = [ (45)
1z jednadzbe (41) i (45) iuz K,;F; = I imamo

K,AF = AKF, (46)
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Mnozenjem obiju strana sa Ky i uzK, = F; "' dobivamo
K,AFK, = AK (47)

Ovdje je prikazana promjena matrice krutosti u zavisnosti
od promjene matrice fleksibilnosti. Mi medutim trebamo
izraziti promjenu matrice fleksibilnosti preko promjene
matrice krutosti, zato jednadzbu (46) mnozimo sa F, i
uz (43) dobivamo:

AF = F, AKF, (48)
Oblik izvedenog sustava ovisi o broju uporabljenih mo-
dalnih oblika. Rjesenje ovisi o oblicima matrica F i F
ali sustav daje dobru bazu jer se matrice F; i F, mogu

dobro procijeniti na temelju nekoliko nizih frekvencija.
Sustav se moze pisati:

N
AF = FZ[ZaiK,- jF] i (49)

i=1

N

AF =) o, F> K F (50)
i=1

gdje je K; -matrica krutosti i-tog elementa prije ostece-

nja, a o; je redukcija krutosti i-tog elementa i predstavlja

ostecenje i-tog elementa. Sustav (50) mozemo pisati u
matri¢nom obliku:

Ax=b (51)
gdje je

1| R (R )RR

- (FZKlFi)izn (F2K2Fi )nn """" (FZKn}?l)nn
X! = (al o 2SN ,an) (53)
BT = (011150 f1250--0 fon) (54)

gdje su Jfj elementi matrice AF.

Rjesenje sustava se uglavnom dobiva kao i u dosad
navedenim slucajevima generalnom inverzijom ili
pseudoinverzijom matrice sustava, dakle:

x=Ab, 4% = A" (44"} (55)

gdje je (+) oznaka za pseudoinverziju matrice sustava.

5 Programi “DT1” i “DT2” za otkrivanje oStecenja
na konstrukcijama

U skladu s teorijom iz poglavlja 2. napravljen je racu-
nalni program pod nazivom “DT1”. Program je napisan
u FORTRAN-u, a napravljen je radi pronalaska oStece-
nja na jednostavnijim $tapnim konstrukcijama; koncipi-
ran je po metodi kona¢nih elemenata za Stapne sustave a
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sastoji se od tri glavna segmenta. U prvom segmentu
racunaju se vlastite vrijednosti sustava i spremaju u da-
toteku. U drugom segmentu rac¢unaju se matrice pojedi-
nih elemenata u obliku matrice sustava, koeficijenti mat-
rice sustava jednadzbi i koeficijenti matrice i vektora u
funkciji cilja. Trec¢i segment programa jest matematicki
optimalizator koji rjeSava problem zadanoga kvadratnog
programiranja konveksnog tipa.

Osim programa “DT1” napravljen je i dodatni program
pod nazivom “DT2” kojega je zadaca racunati vlastite
vrijednosti oSteenog sustava pri teorijskim simulacija-
ma.

Program “DT2” otprilike odgovara I segmentu progra-
ma “DT1” u nesto modificiranom obliku. Ovaj je prog-
ram napravljen u svrhu posluzivanja programa “DT1”
vlastitim vrijednostima oSte¢enog sustava. U slucaju
izmjerenih vrijednosti vlastitih frekvencija ovaj se prog-
ram ne rabi ve¢ samo “DT1” koji tada uzima mjerene
vrijednosti d4, (k= 1, m) iz datoteke. Medutim u sluca-

ju teorijske simulacije oSte¢enja pojedinih elemenata ili
grupe elemenata sluzi program “DT2” koji racuna frek-
vencije 1 vektore oSte¢enog sustava i sprema ih u datote-
ku. Aktiviranjem programa “DT1” podaci oStecenog
sustava se preuzimaju iz datoteke te racunaju razlike
vlastitih vrijednosti i ostali parametri tretirani u progra-
mu “DT1”. Dakle u tom se sluéaju prvo pokrene program
“DT2”. Ostecenja u programu “DT2” simuliraju se reduk-
cijom krutosti pojedinog elementa ili grupe elemenata.
Shema rada programa “DT1” prikazana je na slici 1.

I
UCITAVANJE ULAZNIH PODATAKA PROGRAMA
(IZMJERENE FREKVENCUE)
RIESAVANJE STANDARDNIH VLASTITIH VRIJEDNOSTI
NEPRIGUSENOG SUSTAVA

(K —iM)p=0

1.segment

2.segment

|
RIESAVANIJE ODGOVARAJUCIH MATRICA I VEKTORA
K;,6%,50,c
|

RJESAVANJE PROBLEMA OPTIMALIZACUE

min f= %Bk' Q8k+38k"c

3.segment
S8k =&

Sk<0

ISPISIVANJE: Bk = (16k,,6k2, ..... 8k.)
STOP “DTL"

Slika 1. Shema rada programa “DT1”

6 Numericki primjeri
6.1 Primjer 1. — Otkrivanje iniciranih ostecenja

U ovom primjeru napravljena je analiza otkrivanja na-
mjerno iniciranih oSte¢enja na pojedinim elementima
slobodno oslonjene betonske gredice na temelju izmje-
renih vlastitih frekvencija prije i nakon izazvanog oste-
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¢enja. Ovim se primjerom potvrduje teorija iznesena u
tocki 2. ovoga rada. Eksperimenti su obavljeni na beton-
skim gredicama dimenzija 8 x 10 x 125 cm, armiranih s
4 ¢ 6 mm, modula elasti¢nosti Eb = 3,4 10* MPa i gus-
toce p=2,4 10° N/mm’ (slika 2.). Gredica je bila podi

446 mm
D Tocm

8cm

| 10x 12.5¢cm l

12]3|4|5]6[7]8[9](10

Slika 2. Armiranobetonska gredica

jeljena na 10 jednakih elemenata, a na isti je nacin treti-
rana numericki, metodom konaénih elemenata. Primje-
nom sinusnog pobudivaca oscilacija i preciznog akcele-
rometra izmjerene su prve tri vlastite frekvencije neoste-
¢ene gredice. Nakon toga je inicirano oSteCenje gredice
na dijelu elemenata 5 i 6 elektricnom kutnom brusilicom
tako da je savojna krutost smanjena 27%. Sada su ponov-
no s pomocu pobudivaca i akcelerometra izmjerene prve
tri vlastite frekvencije ovako ostecene gredice. Postupak
se ponavljao nakon oste¢ivanja gredice na dijelu eleme-
nata 4 do 7 i elemenata 3 do 8. Izmjerene vrijednosti
vlastitih frekvencija prema spomenutom scenariju prika-
zane su u tablici 1. Koriste¢i se racunalnim programom
“ DT2” odredene su teorijske vrijednosti vlastitih frek-
vencija potpuno sukladno uvjetima u eksperimentu.
Rezultati tih teorijskih vrijednosti vlastitih frekvencija
prikazani su u tablici 2. Rabeéi racunalne programe
“DT1” i “DT2” detektirani su lokacija i iznos oste¢enja
s prilicnim postotkom to¢nosti. Rezultati ove analize
prikazani su na slici 3.

Tablica 1. Izmjerene vlastite frekvencije betonske
gredice (Hz)

. Frekvencije
(.)bhk. neoétec’enje Ostecenje = 27%
titranja .
gredice
Elementi |Elementi |Elementi
(5 -6) 4-7) (3-8)
1 105,47 98,88 95,21 92,77
2 437,50 429,69 416,02 393,07
3 1066,41 1025,40 [1021,50 |987,55
Tablica 2. Teorijske vlastite frekvencije betonske
gredice (Hz)
. Frekvencije
Qbhk. neoétec’eng: Ostecenje = 27%
titranja .
gredice
Elementi [Elementi |Elementi
(5-6) 4-7) (3-8)
1 112,32 105,04 (100,06 (97,25
449,33 44532  |425,62 400,70
3 1011,41 965,10 960,60 924,50
637
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(@)
smanjena krutost elemenata 5 i 6 za 27%

100

90

80
= 70
=X
< 60
=
o 50
5 40
3
2 30
b7
S 20

10

o

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
[ - inicira konaéni elementi grede

o
- eksperimentalno
rijski

(b)

smanjena krutost elemenata 4 - 7 za 27 %

stanju kad gredica nije bila oStecena. Kao i u prethod-
nom primjeru za dobru procjenu lokacije i veli¢ine oste-
¢enja bile su dovoljne prve tri vlastite frekvencije. Rezultati
analize prikazani su u tablici 3. i na slici 5.

Tablica 3. Izmjerene vlastite frekvencije armiranobeton-
ske gredice

ostecenje u (%)

1 2 3 5 9 10
initiated konac¢ni elementi grede
rimental
- theoretical
©
smanjena krutost elemenata 3 - 8 za 27%

100

90

80
= 70
B
< 60
=
5 S0
§ 40
S 30
Z
S 20

10

3 4 5 6 7 8 ° 10

kona&ni elementi grede

Slika 3. Teorijska, eksperimentalna i inicirana o$tecenja:
a) elementi (5-6), b) elementi (4-7), c¢) elementi (3-8)

6.2 Primjer 2. - Otkrivanje ostecenja nastalih
udarnim opterecenjem

U ovom je primjeru napravljena analiza otkrivanja
oSteCenja na armiranobetonskim gredicama nakon
djelovanja udarnog opterecenja. Udarno optereéenje
izazvano je padanjem utega tezine 10 kg na sredinu
raspona gredica s razli¢itih visina (5,10,20 i 30 cm).
Dimenzije armiranobetonskih gredica i ostali podaci
sukladni su podacima iz prethodnog primjera, a prikaz
izvodenja pokusa vidi se na slici 4. Za svaki novi pokus
uporabljena je nova gredica. Nakon svakog pokusa
obavljeno je mjerenje vlastitih frekvencija da bi se
registrirale njihove promjene u odnosu prema pocetnom

G=10kg
D_I, 6¢ 6 mm
h=5,10,20,30cm
123|456 7]|8]9]!t0 DI“’“

= 8cm

! 10x 12.5 cm |

T T
Slika 4. Djelovanje udarnim optere¢enjem na gredicu
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Oblik | Frekvencije
titranja | neoStecene h [cm]
gredice
5 10 20 30
1 109,18 105,47 101,56 (95,70 (91,80
2 449,28 443,40 |437,50 |425,78 |408,20
3 1038,44 1021,48]1005,86(986,33 (945,31
(@)

visina padanja udarne mase h = 5cm

90
.
§ 40
2 30
° 20
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
konacni elementi grede
(b)
visina padanja udarne mase h = 10 cm
10 W/////// //// ////
. V konac¢ni elementi grc,dc,
©
visina padanja udarne mase h = 20 cm
.
T 60
s 50
T /// 7
10
° 1 2 4 ~ 5 % E) 10
konacni elementi grede
(D
visina padanja udarne mase h = 30 cm
100
920
80
s 70
T 60
8 50
5 40
S 20

1 2 3 4 5 6 9 10
konacni elementi grede
Slika 5. Dijagrami oStecenja gredica udarnim opterecenjem:
a)h=5cm,b)h=10 cm, ¢) h=20 cm,d) h=30 cm
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5  Zakljudak

Opisana metoda je jedna od novijih metoda bezrazornog
ispitivanja stanja konstrukcija. Postupak se temelji na
minimalnom broju izmjerenih dinamickih karakteristika
neke konstrukcije. Naime dovoljno je na temelju jedno-
ga to¢nog mjerenja na konstrukciji putem preciznih in-
strumenata dobiti podatke o nekoliko prvih vlastitih
frekvencija, da bi se moglo ustanoviti stanje konstrukci-
je. Ova, jos uvijek nedovoljno istrazena metoda odreduje
stanje konstrukcije tijekom eksploatacije na temelju raz-
like izmjerenih vlastitih vrijednosti izmedu dva kontrol-
na razdoblja vremena. Najbolje je naravno stanje dinamic-
kih karakteristika snimiti neposredno prije eksploatacije
konstrukcije kako bi se u svakoj iducoj kontroli stanja
konstrukcije mogla znati razlika u odnosu prema pocet-
nom neoste¢enom stanju. Stoga je potrebno stvarati ba-
zu podataka dinamickih karakteristika novih konstrukci-
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ja da bi se opisanim postupkom moglo kontrolirati stanje
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