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J. Radnié, A. Harapin, D. Matesan Izvorni znanstveni rad

Staticka i dinamicka analiza betonskih ljusaka — element ljuske i modeli

Opisan je model i odgovarajuci softver za staticku i dinamic¢ku analizu betonskih ploca i ljusaka. Model
simulira materijalnu i geometrijsku nelinearnost. Pokazano je da je moguce ukljuciti dominantne
nelinearne efekte armiranog betona (betona i armature). U ovom radu koji ¢ini prvi dio jedne cjeline,
opisan je usvojeni element ljuske, modeli materijala za beton i armaturu, te model geometrije. U
drugom radu koji slijedi bit ¢e prikazana numericka analiza, ilustrirana primjerima.

J. Radni¢, A. Harapin, D. Matesan Original scientific paper

Static and dynamic analysis of concrete shells - shell element and models

The model and the corresponding software for the static and dynamic analysis of concrete plates and
shells is described. The model simulates the material and geometrical nonlinearity. It is demonstrated
that dominant nonlinear effects of the reinforced concrete (concrete and reinforcing bars) can be taken
into account. This paper, which is the first portion of a more extensive analysis, describes the adopted
shell element, material models for concrete and reinforcing bars, and the geometry model. In the
second paper, which is to follow shortly, the authors will describe numerical analysis illustrated with
appropriate examples.

J. Radni¢, A. Harapin, D. Matesan Ouvrage scientifique original

Analyse statique et dynamique des coques en béton — élément de la coque et modéles

L article décrit le modéle et le logiciel adapté a I’analyse statique et dynamique des dalles et des coques
en béton. Le modéle simule la non-linéarité matérielle et géométrique. Il est démontré que les effets
dominants non-linéaires du béton armé (béton et armature) peuvent étre inclus. Cet article est la
premiere partie d’'un ensemble et il traite de |’élément retenu de la coque, des modeles des matériaux
pour le béton et I’armature, ainsi que du modele de la géométrie. Un deuxieme article qui suit décrira
l’analyse numérique, illustrée par des exemples.

1O. Paonuu, A. Xapanun, /[. Mamewan Opueunanvharo Hayunaro paboma

CraTHYeCKUid U JINHAMHYECCKUH aHAJIN3 0ETOHHBIX 000JI0Y€eK - JIEMEHT 000JI04YKH U MOJIeJIH

B pabome onucanvi modenv u cogpmeep ons cmamuuecko2o u OUHAMUYECKO20 AHAIU308 OEMOHHBIX
naum u o6onouex. Modenb 60Cnpou3800Um MAmMepUaIbHyIo U 2e0MemMpUudecKyio HeIUHEHOCb.
Tlokazarno, 4mo 803MOHICHO GKAIOUUMb OOMUHAHINHbLE HelUHeliHble 3¢hdexmbl dcere3obemona (bemona
u apmamypsi). B moil pabome, a81ar0weiicsa yacmvio 00H020 Yen020, ONUCAHb NPUHATNBIIL dT1eMeHm
000710UKU, MOOENU MAMEPUANOs Olisi OEMOHA U apMAmypsl U 2eoMmempuieckas mooens. B opyeou
pabome, komopas crnedyem, 6yOem ONUCAH YUCTIEHHbI AHAU3, ULTIOCIMPUPOBAHHDBL Ul NPUMEPAMUL.

J. Radnié, A. Harapin, D. Matesan Wissenschaftlicher Originalbeitrag

Statische und dynamische Analyse von Betonschalen — Schalenelement und Modelle

Beschrieben ist ein Modell und das entsprechende Software fiir die statische und dynamische Analyse
von Betonplatten und-schalen. Das Modell simuliert materielle und geometrische Unlinearitdit. Es
wurde gezeigt dass es moglich ist dominante unlineare Effekte des Stahlbetons (Beton und Bewehrung)
einzuschliessen. In diesem Artikel, dem ersten Teil einer Gesamtheit, beschreibt man das angenommene
Schalenelement, Modelle fiir Beton und Bewehrung und das Modell der Geometrie. Im folgenden Artikel
wird die numerische Analyse beschrieben und mit Beispielen illustriert werden.

Autori: Prof. dr. sc. Jure Radni¢, dipl. ing. grad.; doc. dr. sc. Alen Harapin, dipl. ing. grad., Gradevinski fakultet
Sveucilista u Splitu; mr. sc. Domagoj MateSan, dipl. ing. grad., Institut gradevinarstva Hrvatske, PC Split
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1 Uvod

Ljuske, kao vrlo racionalne konstrukcije, odavno se
upotrebljavaju u visokogradnji i niskogradnji. Simulacija
realnog ponasanja betonskih ljusaka, a osobito u sluca-
jevima visokih razina naprezanja i dinamickog (udarnog)
opterecenja, jo§ uvijek je slozen zadatak. Pritom treba
obuhvatiti ne samo materijalnu, ve¢ i geometrijsku neli-
nearnost konstrukcije.

Opcenito, mehanicko ponasanje betona vrlo je slozeno.
Ono prije svega ovisi o vrsti, intenzitetu i uvjetima na-
prezanja i optere¢enja. Dominantno nelinearno ponasa-
nje betona jest zbog pojave i razvoja pukotina u vlaku, i
to kod vrlo niskih razina opterec¢enja. Modeliranje vlacne i
posmicne krutosti ispucanog betona jo§ uvijek je u fazi
intenzivnog istrazivanja. Simuliranje popustanja betona
u tlaku, a osobito neposredno prije i nakon dosezanja
tlane Cvrstoce (podrucje tzv. tlatnog omeksanja) tako-
der je jos uvijek izuzetno sloZena zadaca. Utjecaj brzine
nanosenja opterecenja, odnosno utjecaj brzine deformacije
na mehani¢ke karakteristike betona i Celika veoma je
znacajan kod os$trih dinamickih (udarnih) opterecenja.
Ako se tomu pridodaju nelinearnosti zbog proklizavanja
armature u odnosu prema okolnom betonu i nelinearno
ponaSanje armature, oéito je da modeliranje realnog
ponasanja betonskih ljusaka u uvjetima kratkotrajnoga
statickog 1 dinamickog optereéenja zahtijeva osobitu
pozornost.

Kako su ljuske vrlo tanke konstrukcije, utjecaj promjene
geometrije pod optere¢enjem moze biti posebno znacajno
za stabilnost sustava. Promjena geometrije konstrukcije
moze pridonositi njezinu omeksanju ili pak ojacanju,
ovisno o tipu nosivog sklopa.

Formulacija efikasnoga konacnog elementa ljuske jos
uvijek nije potpuno rijeSena. Naime, jo§ uvijek nije raz-
vijen takav element koji precizno opisuje stvarno ponasa-
nje konstrukcije i nema nikakvih drugih nedostataka.
Degenerirani element ljuske temeljen na trodimenzionalnoj
teoriji kontinuuma danas ima, nedvojbeno, najvecu
primjenu.

U ovom radu prikazan je jedan numericki model za sta-
ticku i dinamicku analizu betonskih ljusaka (nearmiranih,
klasicno armiranih i prednapetih). Model je relativno
jednostavan, a u isto vrijeme obuhvac¢a dominantne neli-
nearne efekte ponasanja armiranobetonskih konstrukcija
kao §to su:

e utjecaj brzine deformacije na mehanicke karakteris-
tike betona i Celika kod dinamickih opterecenja

e puzanje betona u tlaku
e nastajanje i razvoj pukotina betona u vlaku

e otvaranje i zatvaranje pukotina

696

e vlacna krutost ispucanog betona
e posmicna krutost ispucanog betona

e nelinearno ponasanje armature.

Usvojeni degenerirani konacni element ljuske eliminira
negativne utjecaje tzv. posmicnog i membranskog
"lockinga". Uporabljeni su 8-Cvorni i 9-Cvorni elementi
zakrivljene ljuske, s uslojenim modelom materijala po
debljini ljuske. Svojstva betona mogu se razlikovati za
svaki sloj po debljini ljuske. Armatura se modelira kao
posebna lamela odgovarajuée debljine, s ¢vrstoom i
kruto§¢u samo u smjeru pruzanja Sipki. Primijenjen je
model tzv. raspodijeljenih pukotina, pretpostavljajuci
kontinuitet konstrukcije i nakon pojave pukotina. Pret-
postavljena je potpuna kompatibilnost pomaka armature
i okolnog betona, bez moguénosti proklizavanja armature.

Utjecaj promjene geometrije konstrukcije ukljucen je
preko tzv. pomi¢nog Lagrangeova koordinatnog sustava. U
svakom iterativnom koraku trazenja rjeSenja, azuriraju
se koordinate ¢vorova sustava te uspostavlja nova veza
pomak-deformacija na deformiranoj konstrukeiji.

U inZenjerskoj praksi ljuskama se obi¢no nazivaju samo
zakrivljene tanke konstrukcije, dok se ostale ravne tanke
konstrukcije nazivaju ploCama. Naime, u plo¢ama se
pojavljuju samo savojna djelovanja, dok se u ljuskama
pojavljuju savojna i membranska djelovanja. Kako teorija
ljusaka kao poseban pojednostavljeni slucaj ukljucuje
teoriju ploca (nema zakrivljenosti elementa i membran-
skih sila), ocito je da se izlozeni model moze primijeniti
za analizu ploca i ljusaka. U ovom se radu, ako to nije
posebno rasclanjeno, pod ljuskama uvijek podrazumije-
vati i plocCe.

2 Usvojeni element ljuske

Usvojeni element ljuske poblize je opisan u [32], [40], a
u nastavku ¢e se samo ukratko izloziti.

2.1 Formulacija klasicnog elementa degenerirane
ljuske

U vecini slucajeva analiticko rjeSenje problema kontinu-
uma nije moguée. Stoga je potrebno problem rijesiti nu-
mericki, tj. izvrsiti njegovu diskretizaciju. Postoji neko-
liko tehnika rjeSavanja diskretiziranog modela kontinu-
uma. Danas se najvise primjenjuje metoda konacnih ele-
menata (MKE) koja se zasniva na varijacijskim princi-
pima (ili principima virtualnog rada), a pokazala se kao
najprikladnija tehnika diskretizacije kontinuuma. Svoju
Siroku primjenu MKE je upravo dozivjela u analizi plo-
¢a 1 ljusaka. Ovdje je razmatrana metoda pomaka te je
stoga uporabljen funkcional ukupne potencijalne energi-
je za definiranje kona¢nog elementa ljuske.
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Obicno se rabe tri nacina diskretizacije ljusaka s pomocu:
e ravnih “plocastih” elemenata

e clemenata formuliranih na temelju teorije zakrivlje-
nih ljusaka

e degeneriranih izoparametrijskih elemenata.

U posljednje je vrijeme najpopularniji Ahmadov degene-
rirani izoparametrijski element ljuske kod kojeg postoji
nezavisna interpolacija rotacija i translacijskih pomaka
[2]. Kod ovog elementa primijenjena je Mindlinova
teorija ploc¢a. Usvojena je pretpostavka da normala na
srednju plohu trodimenzionalnog elementa ostaje ravna
i nakon deformiranja, kako bi se izbjegle numericke
teSkoce vezane za velike omjere krutosti po debljini
elementa. Takoder je zanemarena energija deformacije
od naprezanja okomitih na lokalnu x -y’ plohu, te usvo-
jeno da je normalna komponenta naprezanja jednaka
nuli zbog pojednostavljenja konstitutivnih jednadzbi.
Usvajanjem izoparametrijskog opisa geometrije, element
se moze uporabiti za opis tankih i debelih ljusaka razli-
¢itih slozenih oblika i geometrije.

2.1.1 Koordinatni sustavi

U formulaciji degeneriranog elementa ljuske primjenju-
ju se Cetiri koordinatna sustava (slika 1.).

AL

xu

¢ d) ¢

T
e

Vi
=Tl -
jareanje =g 7 o

vor k

v
O

Ploha 1} = konsianta

Slika 1. Koordinatni sustavi

a) Globalni Cartesijev koordinatni sustav primjenjuje
se za definiranje koordinata i pomaka ¢vorova.

b) Prirodni (krivolinijski) koordinatni sustav rabi se za
definiranje baznih funkcija N;. Srednja ploha elementa
ljuske definirana je s pomoc¢u & i 7 koordinata.
Smjer ¢ je samo priblizno okomit na srednju plohu
ljuske, a varira od +1 do —1 po debljini elementa.
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d)

Lokalni Cartesijev koordinatni sustav definira lokalna
naprezanja i deformacije u nekoj tocki unutar ele-
menta ljuske. Pri tome je uzeto da je smjer z’ okomit
na plohu ¢ = konstanta. Smjer z” definira vektor Vj,

koji se dobiva kao vektorski produkt vektora tangen-
cijalni sa smjerovima &£i 77, tj.

ox/o& | | ox/on
Vi =Exm=|0y/0& |x| dy/on (1
0z/0¢ oz/on

Vektor V|, koji je u smjeru x’, uzima se da se po-

dudara s tangentom u smjeru &, odnosno

T
f_g_|Ox Oy Oz
V‘_‘t’{aé’a(:’aé} @

Vektor V; u smjeru y’ definiran je s pomocu vek-
torskog produkta vektora V3 i Vi, tj.

V2 =VixVy ©)
Lokalni koordinatni sustav varira uzduz ljuske pa
je korisno odrediti matricu kosinusa smjerova 0
koja omogucéuje transformaciju izmedu lokalnog i
globalnog koordinatnog sustava, koja je definirana
sa

0=[Vi, V,, V] (4)
gdje su Vi, V, i V; jedini¢ni vektori uzduz x’, y’ i
z’ osi, a koji su okomiti na vektore V|, V; i V5.

Cvorni Cartesijev koordinatni sustav lokalni je Car-
tesijev koordinatni sustav pridruzen u svakoj ¢vor-
noj tocki elementa ljuske, s ishodistem u srednjoj

plohi ljuske. Vektor V3k je zadan ¢vornim koordina-
tama na gornjoj i donjoj plohi ljuske, tako da je za
cvor k

ATy N e

(i=1,2,3) (%)
gdje je
Axlk = xilfgomje _xi]fdor;/e (l =12, 3) (6)

Vektor Vlk je okomit na V3k i paralelan s global-
nom x, z ravninom, tako da je

Vi =iV i v ()
Ako je Vf u smjeru y, tada je

Vi = Vi |VE i ®)
gdje su i i j jedini¢ni vektori uzduz x i y smjera.
Vektor Vzk je okomit na ravninu definiranu s Vlk

i Vi, 4.
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Vi = vExv) /‘Vf x V{“ 9)

Vektor V5§ definira smjer “normale” u &voru £,
koja nije nuzno okomita na srednju plohu u k. Vektori
Vlk i Vzk definiraju rotacije aé‘ i alk .

2.1.2 Geometrija elementa

Za slucaj degeneriranog elementa ljuske, svaki ¢vor ima
pet stupnjeva slobode: tri translacijska pomaka u smjeru
globalnih osi i dvije rotacije oko osi u ravnini srednje

plohe. Koordinate to¢ke na vektoru V5 mogu se izraziti

s pomocu
xf:ﬁ+%h@'a=hz3) (10)
Potom je
5= SN e = SN End < T e

an
Bazne funkcije 8-¢vornog
degeneriranog konacnog
elementa ljuske

1
N; :Z(l+§i§)(l+77i77)’
’(§i§+77i’7_1)
zai=1,3,5,7

V=Sl

2
zai=2,4,6,8
Bazne funkcije 9-&vornog
SIS . .
SIS degeneriranog kona¢nog
IS :
e %! elementa ljuske
IS

3
X
&

8
6

&
Y

g 1
QI"—» Ni:Z§U(§+§i)(77+77i)
| zai=1,3,5,7

N; :%(5"‘6&1‘)(1_772)‘F
%(ﬂ‘”ﬂ)(l_fz)
zai=2,4,6,8

N =(-n2Ni-&2)

zai=9

Slika 2. Bazne funkcije

698

Alternativno se za odredivanje geometrije u svakoj tocki
Cesto rabe globalne koordinate tocaka na gornjoj i
donjoj plohi ljuske (sliku 1.) to jest.

= 1+ 1-
X = ZNk(g’ U{Té’xt{fgomje +Té/xik,danjei| (12)
k=1

U navedenim izrazima x; oznacava Cartesijeve koordi-
nate u nekoj tocki elementa; x[k su Cartesijeve koordi-
nate u ¢vornoj tocki k; n* je debljina ljuske u ¢ smjeru
u ¢vornoj tocki k; V3I§ je i-ta komponenta jedini¢nog
vektora okomitog na srednju plohu; N k (5,77) je dvo-

dimenzionalna interpolacijska funkcija u pripadaju¢em
¢voru ki ¢ =udaljenost od srednje plohe (slika 2.).

2.1.3 Polje pomaka

Pomaci u nekoj tocki elementa ljuske odredeni su trima
Cartesijevim komponentama ¢vornih pomaka srednje

plohe u(])‘[ i dvjema rotacijama ¢vornog vektora V3k oko

ortogonalnog smjera okomitog na njega. Pomaci ulk po

debljini ljuske u svakoj ¢vornoj tocki su

k k
Oox; ox,
Z/llk = ué‘i + x; Gfl, (8_1’ + 0)]:,2 a—i
X1 X2

—ul + S0t -Vial)

(13)

Prema [2], dobiva se

T S
k=1

> N G+ SN b el -viat o)
1 k=1

k

SR okt (=123
1

=~
Il

i
K [k ok ok ok ok
d :[”01s“02’”o3»(11»a2]r (15)

gdje je u{; pomak k-te ¢vorne tocke u Cartesijevim ko-

ordinatama, a o i a4 su rotacije oko V5 i V[ [2], [3].

Pri tome je
Hflr = alk

. . (16)
ex' = —0!2

2

Ocito jest da usvojena funkcija pomaka u (14) vrijedi
samo za male rotacije.
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Kao sto je prije spomenuto, u metodi konacnih elemena-
ta V3k nije nuzno okomit na srednju plohu ljuske. Prema

tome, uvedena je odredena aproksimacija protivno pret-
postavci o ravnoj normali.

2.1.4 Polje deformacija
Razmatrane komponente deformacija su

e | [ oufox
e | ae
1 e | L oufov +ovox
g=|  |=|" || MY (17)
A I e
’ Voo | | Ou'[0z"+ow'[ox
|7y | | ov'/oz" +ow'/oy' |

gdje je € vektor deformacija u ravnini (definiran u
lokalnim koordinatama), €, je vektor popre¢nih posmic-

.. .. r .
nih deformacija, a u', v' i w' su komponente pomaka

u lokalnom sustavu X .

U lokalnom Cartesijevu koordinatnom sustavu gdje rav-
nina x'— )" tangira srednju plohu ljuske, 8}- se moze
podijeliti na dva dijela: jedan za membransko djelova-
nje, €, , a drugi za savojno djelovanje, €, , tako da je

& =&y +8 (18)
gdje je

g = o (19)

— (20)

J 20, . 00,
a.)}/ 6x(
Globalne derivacije pomaka u, v i w transformiraju se u

lokalne derivacije lokalnih pomaka u', v' i w' standar-
dnim operacijama

0
Il
N

o o owl o v ow
6x'l ax: ax'/ ox Ox Ox
v _gr|Ou & v g @)
o' o dy 0y 0y
o o) v ow
|0z o7 o7 ] |0z 0z Oz |
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gdje je O matrica transformacije oblika
or v ox]
ox' oy o7
0= a_y a_y Q (22)
ox' oy o7
x & &
| ox" oy' 0z

Globalne derivacije pomaka u, v, i w dane su sa

Ou/ox ov/ox Ow/ox oulo& ov/ioéE ow/oé
duldy oviey owldy|=3"oulon ovion ow/don|(23)
Ou/dz oOv/oz owloz oul/og ov/iog owlog

gdje je J Jacobijeva matrica
ox/0& 0oylo& 0z/0&

J=|0x/0n 0y/on oz/on (24)
0x/0¢ oylds 0z/10¢

U (23) derivacije pomaka u krivolinijskim koordinatama
dobiju se iz (14), dok se Jacobijeva matrica dobije iz (11).

Matrica deformacije B, koja povezuje komponente defor-
macije u lokalnom sustavu s ¢vornim nepoznanicama
elementa, moze se konstruirati kao

£'=) B, (25)
k=1

gdje su €' i d; definirani u (17) i (15), a B je matrica s
pet redaka i brojem stupaca koji je jednak broju ¢vornih
varijabli elementa.

Izraz (25) moze se napisati u parcijalnom obliku

1 | 2B
R B
p . (26)
& Z Bsidz
k=1

gdje su aff deformacije u ravnini, a €, popre¢ne posmi¢ne

deformacije koje su definirane izrazom (17).

2.1.5 Naprezanja

Za op¢i anizotropni materijal, rabe se konstitutivne jed-
nadzbe oblika

gdje su C elasticni koeficijenti, a 0’ naprezanja koja

moraju zadovoljiti ravnotezu na elementu.

Za slucaj ortotropnog materijala koji ima tri medusobno
okomite osi elasticne simetrije, od kojih su dvije (1, 2)
tangencijalne na materijalnu lamelu i treca (3) okomita
na nju, dobiva se
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1

€ :_(0'1“/120'2“/130'3)
E,
1
& :—(02 — V2103 —v2303)
E, (28)
1
&3 :_(0'3 —V310] _V320'2)
E;

Y12=712/ Gy 713=713/ G35 Y23 =73/ Gy3

gdje su E;, £, 1 E5 moduli elasti¢nosti u materijalnim
smjerovima 1, 2 i 3, v; je Poissonov koeficijent za pop-
re¢ne deformacije u i-smjeru od naprezanja u j-smjeru, a
G2, G131 Gy sumoduli smika u 1-2, 1-3 1 2-3 ravnina-
ma. Zbog reciproéne veze v, /E; =v,/E;, ostaje samo

devet nezavisnih elasti¢nih konstanta za ortotropni elas-
ti¢ni medij. Usvajajuéi da postoji ravninsko stanje nap-
rezanja u srednjoj ravnini i da su promjene debljine ljus-
ke tijekom deformiranja zanemarive, (28) se reducira na
standardni izraz

6,3 =Dg 53 29
gdje su
G123~ [Ulsazaflza'[lsafzs]T
* . (30)
€103 = [517527712#13,723]
D, D, 0 0 0]
D=| 0 0 D; 0 O 3D
0 0 0 D, 0
| 0 0 0 0 D]
Dy, =Eyviy 1A, Dy=Gyy, A=1-vpvy (32)

Dy =K,Gi3, Ds=K,Gy;

K; i K, su korekcijski faktori za posmik u 1-3 i 2-3
ravninama koji ¢e se odrediti kasnije.

Opéenito, glavne osi anizotropije 1 i 2 ne podudaraju se
s osima x i y, ve¢ su rotirane za neki kut @. Konstitutiv-
na veza (29) mora se transformirati prije odredivanja
matrice krutosti elementa, prema

61,2,3 = chcx,y,z (33)
81,2,3 = Qgsx,y,z (34)
gdje su

Cxyz= [O-X’Gy’TXy’TXZ’TyZ]T
(35)

8)c,y,z = [gxagyayxyayxzayyz]’r
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a matrice transformacije naprezanja i deformacija Q 1

Q. dobivene su s pomocu izraza

i c? s? 2cs 0 0_
s? 2 —2cs 0 0
Q.= —¢cs ¢ *=s* 0 0
0 0 0 c s
0 0 0 -5 c
- _' (36)
c? s? cs 0 0
s? c? —cs 0 0
Q, =|-2cs 2cs -5 0 0
0 0 0 c s
| 0 0 0 -5 c|

gdje je c=cosw, s=sinw. Uvrstenjem (33)-(35) u

(29), 1 ako se oznaci (96 )_1 = Q! dobiva se

G,y:=Dg, . (37)
gdje je
D=-(0,)'pQ,. = = Q'DO,

D, Dy Dy 0 0]

Ba B Dy 00 @

=|D; Dy; D; 0 0
0 0 0 D, Dy
0 0 0 Dy D

Prethodne konstitutivne jednadzbe zapisane u parcijal-
nom obliku su

Oy
Gl G,V’ 8'
’ / Tx')/ ’ /
o =| - |= =D/ - (39)
G, o
Ty
L7

gdje su c}(aff) naprezanja (deformacije) u srednjoj rav-
nini, a o, (sg) popre¢na posmicna naprezanja (deforma-
cije) definirani u lokalnim koordinatama. Dalje je
D, 0
D'=| — + - (40)
0 D!

N

Za izotropan materijal jest

A+2G A 0

_ . [KkG 0

A+2G 0| D, = (41)
0 KG

0 0 G
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Za slucaj homogenoga poprecnog presjeka, uzima se da
korekeijski faktor K iznosi %. Za heterogeni poprecni

presjek korekcijski faktor K ¢e se dati poslije. G je mo-
dul smika, E je modul elasti¢nosti, v je Poissonov koe-

ficijent i A je Lameova konstanta [/T = VE/ (l—v2 )] .
2.1.6 Krutosti

Za staticke se probleme ukupna potencijalna energija
sustava moze napisati kao

r=Y 7, (42)

gdje je 77, potencijalna energija pojedinog elementa.

Pri tome je

7. =1d;| [B'DBdv |, -

Ue

o |—
Q

d;| [B}D,B,dv|d, (43)
U,

e

d

~

+1d!| [B]D,B,dv|d, -

L
2

_Ue

gdje je matrica elasti¢nosti D podijeljena u ravninski dio
Dy i poprecni posmicni dio Dy. Nakon diskretizacije ko-
nac¢nim elementima i trazenja minimuma od 7 u odnosu
prema ¢vornim varijablama d, dobiju se sljedece jednadzbe

K;d; =1, (44)
u kojima matrica krutosti K;; povezuje ¢vorove i i j, a

sadrzi doprinose ravninske i popre¢ne posmicne energi-
je deformacije

e _ T
= J B;D B ;dv

(45)
KC

sij

si

UU

T
[BD,B,dv
UU

gdje se rabi integracijsko pravilo s dvije tocke po
debljini ljuske te puna integracija u &-7 plohi. Zatim je

dv=dx'dy'dz' =|J|d&dndS (46)

gdje je |J | determinanta Jacobijeve matrice.

Ako su osi lokalnoga koordinatnog sustava paralelne s
osima globalnoga koordinatnog sustava u svim tockama
srednje plohe ljuske, tada su izrazi za element ljuske isti
kao i za Mindlinov element ploce.
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2.1.7 Nedostaci elementa Mindlinove ploce i klasi¢nog
elementa degenerirane ljuske

Mindlinov element ploce i degenerirani element ljuske
dobro opisuju debele ploce i ljuske. Medutim, za tanke
ploce i ljuske pri upotrebi pune integracije za izracuna-
vanje matrice krutosti ¢esto dolazi do povecanja posmicne
i membranske krutosti, koja se nazivaju posmicnim i
membranskim “lockingom”. Naime, ako se usvoji da
odnos debljina/raspon tezi nuli, posmicne deformacije
ne mogu teziti nuli iako bi trebale prema teoriji tankih
ploca. Sli¢no tome, kod ljusaka cija je debljina vrlo ma-
la, membranska krutost dominira u odnosu prema ukup-
noj krutosti. Ovo ima za posljedicu povecanje krutosti —
ukrucenje ("locking") od posmi¢nih deformacija (pos-
micni "locking"), odnosno membranskih deformacija
(membranski "locking").

Primjenom reducirane ili selektivne integracije pokusalo
se ispraviti ovaj nedostatak. Medutim, takve tehnike ni-
su uvijek uspjesne u svladavanju "locking" problema, a
dobiveni rezultati jo§ uvijek mogu davati prevelike kru-
tosti (osobito kod problema s upetim rubovima i grubom
mrezom konaénih elemenata). Kod problema s pretezito
slobodnim rubovima, mogu se formirati mehanizmi ili
nul-energetski modovi. Takvi se mehanizmi mogu Siriti
od elementa do elementa, uzrokujuci nepostojanje rjese-
nja ili jo$ opasnije slucajeve dobivanja pogresnih rjeSe-
nja neposredno pred nastajanje mehanizama.

2.2 Formulacija usvojenog elementa degenerirane
ljuske

Buduéi da reducirana i selektivna integracija stvaraju

nulte energetske modove, razli¢iti su autori pokusali

razviti razli¢ite alternativne pristupe izbjegavanja prob-

lema “locking-a” [4], [S], [9], [12], [13], [14], [25], [27]. U

ovom je radu uporabljeni pristup sa zamjenjujuc¢im po-

ljem posmika koji su izvorno uveli Bathe i Dvorkin [4],

[9] te poslije poopéio Huang [21], [24].

Element degenerirane ljuske razvijen je upotrebom:

e pretpostavljenih popreénih posmicnih deformacija
izrazenih u prirodnom koordinatnom sustavu [22]

e pretpostavljenih membranskih deformacija izrazenih
u ortogonalnom krivolinijskom koordinatnom susta-
vu [21].

Ovaj element nema problema “lockinga” i nastajanja me-

hanizama. Element je detaljno opisan u [24], a u nastavku

je sazeti prikaz nacina rjeSavanja problema "lockinga".

2.2.1 Eliminacija posmi¢nog "lockinga"
Kao $to je prethodno navedeno, komponente posmicne
deformacije 7. 1 7, definirane su u prirodnom koor-

dinatnom sustavu (5, n,g). Uvedene su odgovarajuce

701



Analiza betonskih ljusaka

J. Radni¢ i drugi

bazne funkcije i definiran polozaj integracijskih tocaka
za opis pretpostavljenog polja posmi¢nih deformacija.
Na slici 3. prikazano je polje pretpostavljenih posmicnih
deformacija i pripadajuci polozaj integracijskih tocaka
za 9- ¢vorni Lagrangeov element.

n

[ 77
| .".......,’.H
¥ | 77777~
& i AT T 7 777
1077777

n n

a a L b b

e (3.1) 21 o (LD

g g S
ey 0 aen EJAL 0
¥

*(3.2) *22 *(1.2)

Ve Ve

b) polozaj integracijskih to¢aka

Slika 3. Modificirani 9-¢vorni Lagrangeov element za eliminiranje
posmi¢nog "lockinga"

2.2.2 Eliminacija membranskog "lockinga"

Za eliminiranje membranskog "lockinga" uveden je orto-
gonalni koordinatni sustav (r,s,7) kod kojeg se (r,s,0)
ploha podudara sa srednjom plohom elementa ljuske, a
os ¢ je okomita na tu plohu (slika 4.). Komponente mem-
branske deformacije izraZzene su u ovom koordinatnom
sustavu. Uvedene su bazne funkcije za definiranje pret-
postavljenog polja komponenata membranskih deforma-
cija &,_4 1 &,_, , koje su analogne onima za definira-
nje polja posmika. Osnovna je razlika u tome $to su pos-
miéne deformacije definirane u (5,77,.{ ) sustavu, a mem-

branske deformacije u (r,s,) sustavu. Rabi se isti polo-
zaj integracijskih to¢aka za definiranje polja posmika i
polja membranskih deformacija.
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Tangentna ravnina na
srednju plohu ljuske

Slika 4. Definicija ortogonalnog krivolinijskog koordinatnog sus-
tava (r, s, t)

Tablica 1. Modifikacije deformacija elementa ljuske za
eliminiranje posmi¢nog 1 membranskog

"lockinga"
Deformacije
U globalnom
koordinatnom | &; = %(u, jTu j,i): Bd
sustavu
r—s—1(r,) E-n-¢(&)
koordinatni ot o’
sustav Yap = a0 7.8 i
. o 0&” o&
Transformacija . o ox’ .
u =g,
Mok gl T
€n €y ’Ys
Em—rr -
150) Ve
Inteolaija za
m-—ss 77
1 =(v) ng
7€,
Zamjenjujuce Ef =e,te, ¥
deformacije s
Transformacija [ _ ok orl| _,  8&* 8t _
Epog =———— Eg1i =— )
,u sus’tav ’ Sy ' ol i e’ ox’
X —-y'-z
g, | |B =
=/ |=|_/|d=Bd
Puna € Bs
Integraciyja K- IETDEdU
1%
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U tablici 1. prikazana je modifikacija deformacija za 9-
¢vorni Lagrangeov element, pri ¢emu g, oznacava

membranske, €, savojne a y, posmi¢ne deformacije.

2.3 Uslojeni model po debljini ljuske

Da bi se moglo pratiti nelinearno ponasanje materijala
po debljini ljuske, obi¢no se rabi tzv. uslojeni model.
Naime, ljuska je po debljini podijeljena u vise slojeva
(lamela), koji mogu biti razlicite debljine (slika 5.). Pri-
rodna koordinata, koja se mijenja od —1 do 1, smjestena
je u sredini svake lamele. Komponente deformacija i
naprezanja, te doprinosi krutosti, racunaju se u sredini
svake lamele.

h Lamele
)

h Zl i ITCIM i
A
A -1.0

Slika 5. Uslojeni model po debljini ljuske

Naprezanja

Integral volumena moze se rastaviti preko povrSine
srednje plohe ljuske i preko debljine (%). Dakle, krutost
se moze napisati kao

K=[B"DBdv=] ( hjZBTDde]dS (47)
v S\-h/2

Koriste¢i se izoparametrijskim preslikavanjem, slijedi

—1-1\ -1

+1+1( +1
K= j j{ j B'DB|J(£,7.0))| dg} dédn

(48)
2Ah,

+1+1
- J‘J‘(iB}DJBJ‘P(&’LQHTJ d&dn

—1-1\j=1

gdje je ‘J (f, n,¢ J)‘ determinanta Jacobijeve matrice

za lamelu j, Ah ; Je debljina j-te lamele i L ukupni broj
lamela.

Prema usvojenoj formulaciji kona¢nog elementa, B mat-
rica se interpolira nakon §to se izracuna matrica krutosti

K. Kako su posmi¢ne deformacije uzete konstante po
debljini ljuske, nije potrebno interpolirati matricu veze

posmi¢na deformacija-pomak, B, , u svakoj lameli. Stoga

je B, usvojena konstantnom po debljini.
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Kako je usvojena pretpostavka konstantnih posmicnih
deformacija po debljini ljuske, a ne stvarna paraboli¢na
raspodjela, potrebno je uvesti koeficijente K; i K, koji
kompenziraju pogreske nastale zbog nepostojanja kon-
tinuiteta posmi¢nog naprezanja. Odredivanje ovih koefi-
cijenata moze se, primjerice naci u [10]. Za izotropne

materijale vrijedi K} =K, = 2.

3 Model materijala

3.1 Model betona

Jos uvijek ne postoje opéeprihvacene konstitutivne jed-
nadzbe koje bi opisivale svu slozenost ponasanja betona
u razli¢itim stanjima naprezanja, pri cemu se one domi-
nantno odnose na uvjete statickog opterec¢enja i samo
manjim dijelom na uvjete dinamickog opterecenja. Pred-
lozeni su razni modeli za opisivanje veze naprezanje-de-
formacija pod viSeosnim naprezanjem i razli¢itim uvjetima
opterecenja. Svaki od njih ima odredene prednosti i ne-
dostatke, ovisno o razmatranom problemu. Primjena
pojednostavljenih modela, koji jo§ uvijek dobro opisuju
najvaznija svojstva materijala za promatrana stanja, sva-
kako je pozeljna s proracunskog stajalista jer omoguca-
va opsezniji proracun. Pojednostavljeni modeli, koji se
temelje na manjem broju uobicajenih parametara betona,
svakako su prioritetni u $irim prakti¢nim aplikacijama
(gdje nije moguce koristiti se slozenim modelima teme-
ljenim na veé¢em broju laboratorijski utvrdenih parame-
tara).

Ovdje je primijenjen u osnovi vrlo jednostavan model
betona, namijenjen svakodnevnim prakti¢nim potreba-
ma, koji se temelji na osnovnim parametrima betona (jed-
noosna tla¢na i vlacna ¢vrstoca, modul elasti¢nosti i Po-
issonov koeficijent), koje je ionako potrebno poznavati
za druge potrebe.

Za ukljucivanje utjecaja dinamickog opterecenja na me-
hanicke karakteristike betona, uvedena je ovisnost kla-
sitne jednoosne tlacne Cvrstoce f, vlacne ¢vrstoce f)' i

modula elasti¢nosti betona £, o brzini deformacije &.

Usvojena je ovisnost dinamickih i statickih parametara
sukladno [38], odnosno prema

Sl = fc’[1+0.08 1og10(1+105§)] sl f (49)
1 =ﬁ[1+0.0810g10(1+105§)]; = f (50)

E,=E, [1 +0.05 1og120(1+ 105,.«8)] ; Ey>E, (51

U navedenim izrazima, koji su jedinstveni za sve betone,
foq oznacuje jednoosnu dinamicku tlaénu &vrstocu, f,,

jednoosnu dinamicku vla¢nu ¢évrstoéu i E,; dinamicki
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modul elasti¢nosti betona; f;, f; i E, oznacavaju odgo-

varajuce vrijednosti parametara za jednoosno staticko
opterecenje, dok je & brzina ekvivalentne deformacije
definirana sa

s {Plg+ )+ 8, +98§z+78§z]/3% (52)

U numeri¢kom postupku u svakoj iteraciji svakoga vre-
menskog inkrementa, izraCunava se brzina ekvivalentne
deformacije u svakoj integracijskoj tocki svake lamele
betona i utvrduju teku¢i dinamicki parametri betona. Za
izraCunane tekuce vrijednosti parametara betona, uvodi
se konstitutivni model betona kao za stati¢ko opterece-
nje [32], [40].

Grani¢na (slomna) deformacija betona i Poissonov koe-
ficijent uzeti su fiksni, odnosno neovisni o brzini defor-
macije. Nije racunano sa smanjenjem cvrstoc¢e betona
pri ponovljenom (ciklickom) opterecenju.

Graficka prezentacija usvojenog modela betona prikaza-
na je na slici 6. Pritom treba imati na umu da f/,, £/,

E_, odnosno veze o —¢ (plohe te¢enja) nisu fiksne,
ve¢ se permanentno mijenjaju ovisno o tekuéoj brzini
ekvivalentne deformacije &. U nastavku ¢emo se odvo-

jeno opisati modeliranje betona u vlaku te odvojeno u
tlaku.

Naprezanje X
Pucanje
il |
~<_ Vlak
En S~o
n
Tlak " Eug Deformacije
/"
o
Opterecenje - :{/
Rasterecenje Vi
"
Drobljenje q #
== — Model vlaéne krutosti
YA
g
/} M odel deformacijskog ojacanja
.
______ 7}' - Model potpune plasti¢nosti
+ fed

Jednodimenzionalna prezentacija

1

Jea
02 4 viak
7/
7
4

T T —
1.0 /0.6 /02 - 02 o,
/ 7

/ Ploha 700 S
/ pocetnog /\ e
tecenja /)\' -

!
I .
L
\

Ploha tecenja
(Model potpune
lasti¢nosti

/s -
> —

e ———="7
//‘/Ploha optereenja / 1.0

7 Tlak

Dvodimenzionalna prezentacija

Slika 6. Grafi¢ki prikaz modela betona
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3.1.1 Modeliranje betona u vlaku

Graficka interpretacija modela betona u vlaku poblize je
prikazana na slici 7. Pretpostavljeno je linearno-elastic-
no ponasanje betona sve dok se ne dosegne njegova te-

kuc¢a dinamicka vlacna ¢vrstoéa f;,. Uzima se da puko-

tine u betonu nastaju samo u ravninama okomitim na
srednju ravninu ljuske. Zapravo, ra¢una se da se svaka
lamela betona po visini ljuske nalazi u stanju ravninskog
naprezanja i razvoj pukotina prati se za to stanje [32].
Pretpostavlja se da i nakon pucanja beton ostaje kontinu-
um. Naime, uporabljen je model tzv. distribuiranih pukoti-
na. Rac¢unano je da se nakon prve pojave pukotina njezin
polozaj i smjer viSe ne mijenjaju za ostale promjene optere-
¢enja. Primijenjen je, dakle, model tzv. fiksnih ortogo-
nalnih pukotina.

Nakon pojave pukotina beton postaje anizotropan, a
smjer pukotine odreduje glavne smjerove anizotropije.
Modelirano je djelomicno i potpuno zatvaranje pukotina
u rasterecenju i ponovno otvaranje prije nastalih pukoti-
na pri ponovnom opterecenju. Moguée stanje pukotina
prikazano je na slici 8.

Vla¢no
naprezanje

S
Bt 0.5<8,<0.7

g/.\ =

. . _
hgu o 5 < ars < 15’ gz'/ - Afld/o—ul

y/ Eor & &, Vlacna
b deformacija

Slika 7. Model betona u vlaku

Nema pukotina Otvorena druga

pukotina

Otvorena prva Obje pukotine
pukotina zatvorene

Prva pukotina Obje pukotine
zatvorena otvorene

Slika 8. Shematski prikaz mogu¢ih slu¢ajeva otvaranja i zatvaranja
pukotina (pukotine su okomite na ravninu ljuske)

Doprinos krutosti neispucanog betona izmedu pukotina
simuliran je postupnim smanjenjem komponente vlac¢nog
naprezanja okomito na ravninu pukotine, a sukladno sli-
ci 7. Na slici je takoder ilustrirano ponaSanje pri optere-
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¢enju i rasterecenju. Pretpostavljeno je da opterecenje,
rasterecenje 1 ponovno opterecenje slijede linearno pona-
Sanje s fiktivnim modulima elasticnosti E; , koji su defi-

nirani s

Ei = ﬂtsftél(l_gi /gts)/gi; Eor S8 S & (53)

gdje su B, i ¢, parametri vlatne krutosti betona, a ¢,

najveca registrirana vrijednost vlacne deformacije oko-
mite na ravninu pukotine u promatranoj tocki. Ukoliko
& premasi vrijednost ¢, , usvojeno je o=0. Ako je pu-
kotina zatvorena, tj. kad je deformacija okomita na rav-
ninu pukotine negativna, tlacna naprezanja preko ravni-
ne pukotine mogu se prenositi kao i u slu¢aju homoge-
nog betona. Nakon ponovnog otvaranja prethodno zat-
vorene pukotine uzima se u obzir prethodno smanjena
vla¢na krutost, odnosno pri ponovnom opterecenju £,
se uzima prema slici 7.

Dakle, naprezanje okomito na ravninu pukotine o-l* (i/ili

* . . .« .
o, ) dobiva se prema navedenoj slici s

*
oy =Bufull-e, /&) za & <&, <&

X
o, =0;¢6,/¢ 7a &, X & (54)

gdje je &, tekuca vlatna deformacija u promatranoj
tocki okomito na ravninu pukotine.

Grani¢na vla¢na deformacija okomita na ravninu puko-
tine iznad koje nema doprinosa vlacne krutosti betona

moze se izraziti s

Eps = QysEey

(35)

gdje je ¢, = f,/E,, deformacija kod prve raCunske po-
jave pukotine, ¢, odabrani koeficijent, a E_; pocetni
dinamicki modul elasticnosti betona u vlaku. Kako nema
nacina njegova to¢nog odredivanja, ostaje jedina mogué-
nost da se ¢, odredi na temelju iskustva. MoZe se svrsi-
shodno primijeniti da je: 5<a, <20, odnosno da &, bu-

de izmedu 0,5 9/, 12 9, [11].

Vrijednost koeficijenta S, treba uzeti u granicama
0.5< B, <0.7, ovisno o postotku armiranja presjeka.

U prakti¢nim slucajevima moze se opcéenito racunati s
B, =06 [11].

Posmicna krutost ispucanog betona simulirana je sukladno
slici 9. Naime, usvojen je takav model pri kojem se mo-
dul smika puknutog betona uzima u funkciji deformaci-
je okomito na ravninu pukotine.

Za beton koji ima jednu pukotinu u lokalnom smjeru 1
vrijedi:
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G,=Gl-¢/ey); G,=0z ¢ 26,
Gi3 =Gy (56)
Gy =2G

gdje je G modul smika homogenog betona
(G =E.y/20+V)]-

Za beton koji ima jednu pukotinu u smjeru 2 vrijedi

G, = G(l—sz/gsh); G,=02za & >¢y

Gy =Gy, (57)
G;=2G

Za beton koji ima pukotinu u oba smjera jest
Gl2 = G(l ~ Emax /‘c"sh) > G12 =0 za Emax 2 Esh
Gj; = G(l—g1 /6‘Sh); G;=0 za g >¢, (58)

Gy=Gl-¢&/6,); Gyu=0 za g2¢,
Ako je pukotina zatvorena, modul smika u tom smjeru
uzima se kao kod neispucanog betona.

Grani¢na deformacija okomito na ravninu pukotine
iznad koje nema racunskog prijenosa posmika moze se
izraziti kao

Esh = Usp€, (59)

cr

gdje je a, trazeni koeficijent. Ova fiktivna deformaci-

ja odgovara Sirini pukotine kod koje nema zahvacanja
agregata u posmiku i trenja izmedu ravnina pukotina, te
utjecaja zaklinjenja armature. Budu¢i da nema nacina
tonog odredivanja koeficijenta o, , 1 ovdje ostaje sa-
mo moguénost da se on odredi na temelju iskustva. Za
vrijednost koeficijenta «, moze se usvojiti 10 < a,, < 40

[37] odnosno da vrijednost £, bude od oko 1 Ko id 9.

(GIZ’GIJ’GZJ)/
G

14

Egp = Aoy
10<a, <40

Ep 1,6,

Slika 9. Model redukcije modula smika puknutog betona

3.1.2 Modeliranje betona u tlaku

Modeliranje betona u tlaku graficki je prikazano na slici
6. Za opis tlatnog ponasanja betona koristena je teorija
plasti¢nosti, za koju je potrebno definirati: uvjet teenja,
pravilo ojacanja i pravilo tecenja, te uvjet drobljenja.
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(i) Uvjet teCenja

U izloZenom modelu ploc¢a i ljusaka ukljuéen je utjecaj
popre¢nog posmika, pa je nuzno koristiti se troosnim
uvjetom tecenja oblika

f(llan):[“[1+ﬁ(3J2)]l/2:0'0 (60)

gdje su /;, J, prve dvije invarijante naprezanja, & i
parametri materijala, a o, ekvivalentno efektivno napre-

zanje (uzeto kao tlacno naprezanje dobiveno jednoosnim
testom). Ako se svede na glavna naprezanja, (60) se mo-
ze napisati u obliku

(Z(O'l +0, +63)+
2 2 2 2 (61)

Kako stanje naprezanja u debelim plocama i ljuskama
odgovara priblizno dvoosnom stanju (jer je naprezanje
okomito na srednju plohu o, zanemarivo), logi¢na je

upotreba dvoosnog testa za definiranje konstanti « i 3.
Ovdje je primijenjen jednoosni tlacni test i dvoosni tlac-
ni test pod jednakim tla¢nim naprezanjima (o} = o, ) za
definiranje ovih parametara. Za prakti¢ne se potrebe moze
uzeti da je odnos izmedu dvoosne granice tecenja (Cvrsto-

¢e) f., ijednoosne granice teCenja (staticke &vrstoce) f

Jep =1,16(d01,20) /¢ (62)

Ako se primijeni Kupferov rezultat [30], f,, =116f,
tada se iz (61) dobiva
oa=0,3550

B =1355 (63)

Izraz (60) napisan preko komponenata naprezanja tada
ima oblik

o) {0,35500(@ to,)+

172
1,355[((7)2r + O'i - Uxa},)—i- 3(1)%}) + Tiz + TZZX )]} -0

(64)

Za model s potpuno plasticnim ponasanjem, o, je uzet
kao graniéno naprezanje f. iz jednoosnoga statiCkog
tlatnog testa. Elasticno ponasanje se obi¢no uzima do
oko 30% naprezanja f.. Idue plohe optereCenja

f (a): 00()() funkcije su parametra ojacanja y defini-

ranog s pomocu pravila ojacanja. Kada efektivno napre-
zanje, definirano funkcijom tecenja, dosegne granicno

naprezanje fc' , pretpostavlja se potpuno plasticno pona-

Sanje sve dok se ne dosegne ploha sloma (dok se ne za-
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dovolji uvjet drobljenja). U rasterecenju je primijenjeno
linearno ponasanje s pocetnim modulom elasti¢nosti be-
tona.

Radi ukljucivanja utjecaja brzine deformacije pri dina-
mickom opterecenju, f, treba zamijeniti sa f, .

(i1) Pravilo tecenja

Primijenjeno je tzv. pridruzeno pravilo tecenja, odnosno
usvojena je okomitost vektora plastine deformacije na
plohu tecenja. Inkrement plasticne deformacije tada je
odreden s

def = dﬂm (65)

Oj

gdje je d1 konstanta proporcionalnosti koja odreduje
veli¢inu inkrementa plasticne deformacije, a gradijent
of (0) =0oy; definira smjer koji je okomit na plohu tece-
nja. Funkcija naprezanja f (a) jest uvjet tecenja ili funk-
cija idu¢eg opterec¢enja u modelu s deformacijskim oja-
canjem. Formulacija elasto-plasticne konstitutivne mat-
rice D, moZe se primjerice naci u [32].

(iii)  Pravilo ojacanja

Pravilo ojacanja definira kretanje uzastopnih ploha tece-
nja (ploha opterecenja) za plasticnog deformiranja. Kon-
cept efektivnog naprezanja i efektivne plasticne defor-
macije omogucéuje ekstrapolaciju jednostavnoga jedno-

osnog testa u viseosno stanje, $to je uéinjeno s pomocu
“Madridske parabole” [11]

0=Ey —%ﬂez (66)

€o

gdje je E, pocetni modul elasticnosti, ¢ ukupna defor-
macija, a ¢, deformacija pri maksimalnom naprezanju
fi . Ako se elasti¢na deformacija izrazi s ¢, =c/E|, te
ovo uvrsti u (66), dobiva se

[ 2 .
o =—Eye, +42E5¢e0e), ;

gdje je e

03f <o<f (67)

», komponenta plastiéne deformacije, a

gy =2f)/E, za uobiajene betone. Za uvjete dinamic-

kog opterecenja, f, treba zamijenitis f,.
(iv) Uvjet drobljenja

Uvjet drobljenja u tlaku definiran je preko invarijanta
deformacija, i to analogno izrazu (59) s

ol + p(3J}) =&’ (68)
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gdje su [ 1' i J, invarijante deformacija, a &, je
grani¢na ukupna deformacija dobivena ekstrapolacijom
rezultata jednoosnog testa. Ako se parametri o i £ odre-
de na isti na¢in kao i kod uvjeta tecenja, uvjet drobljenja
izrazen preko komponenata deformacija ima oblik

0.355¢, (e, +¢,)
+ 1.355[(85 + ei —EE, )+ O.75(y§y + yiz + yzzx )]: g2

u

(69)

Kada ¢, dosegne vrijednost grani¢ne deformacije, uzi-

ma se da beton viSe nema nikakve ¢vrstoce ni krutosti u
promatranoj tocki.

3.2 Model armature

Nacin modeliranja armature graficki je prikazan na slici
10., a usvojena veza naprezanje-deformacija za celik na
slici 11.

(b) Ekvivalentna lamela armature

armaturne Sipke

lokalna os
elementa

srednja ravnina

(a) Pruzanje armaturnih $ipki

Slika 10. Modeliranje armature

Armaturne su Sipke modelirane kao zasebne celicne la-
mele ekvivalentne (normalizirane) debljine (Aag") i na

odgovarajucoj (normaliziranoj) udaljenosti (g“a ) od srednje

ravnine ljuske. Naprezanja se mogu javljati samo u
smjeru pruzanja Sipki. Ra¢unano je s punom kompatibil-
no$¢u pomaka betona i armature.

Ponasanje Celika (slika 10.) opisano je s bilinearnom
vezom naprezanje-deformacija i to jednako u tlaku i vla-
ku. U uvjetima dinamickog opterecenja, tekuc¢a dinamicka
¢vrstoca celika f,; uzeta je oblika

St = L1+ 0.00610g8 (1 +10° &) £z (0)
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gdje f,; oznacava tekucu dinamicku, a f, staticku ra-

¢unsku ¢vrstocu Celika. Nije uzeta ovisnost modula elas-
tiénosti i grani¢ne deformacije Celika o brzini deforma-
cije. U rastereCenju je uzeto linearno ponasanje s pocet-
nim modulom elasti¢nosti. Lom Sipki nastaje kada defor-
macija u pravcu njihova pruzanja prekoraci graniénu vri-
jednost ¢, .

Saa p—
! E, ¢ ¢
— dinamicko optereéenje
—- staticko optercéenje

>
&

e 1=/
,,,,,,,,,,,,,, A/ -1

Slika 11. Veza naprezanje-deformacija za betonski ¢elik

4 Model geometrije

Osim materijalne nelinearnosti, u model proracuna be-
tonskih ljusaka ukljucena je i geometrijska nelinearnost.
Konkretno, ukljucen je utjecaj pomaka konstrukcije kao
jedan od znacajnijih ¢imbenika geometrijske nelinear-
nosti (drugi ¢imbenik su velike deformacije koje ovdje
nisu razmatrane).

Utjecaj promjene geometrije osobito je izrazen kod tan-
kih ljusaka. Cak i pri relativno malim pomacima, ukljuée-
nje geometrijske nelinearnosti moze biti presudno za
to¢nost dobivenih rezultata. Neukljuéivanje utjecaja po-
maka konstrukcije moze rezultirati u neopravdano ukru-
¢enje ili omeksanje sustava, ovisno o problemu, odnosno
voditi krivim zaklju¢cima glede grani¢ne nosivosti i sigur-
nosti konstrukceije.

Za ukljucenje utjecaja velikih pomaka i velikih rotacija
obicno se rabi tzv. ukupna Lagrangeova formulacija, ili
pak tzv. azurirana Lagrangeova formulacija. Ukupna
Lagrangeova formulacija temelji se na pojednostavlje-
nim Von Karaman-ovim izrazima za deformacije. Ovaj
pristup, uz usvojeni element ljuske, nije prikladan za
proracun jer se ukupne posmiéne deformacije trebaju
interpolirati u svakoj iteraciji [7], [29]. Stoga je ovdje
uporabljena azurirana Lagrangeova formulacija ili tzv.
korotiraju¢e koordinate.

Prema usvojenom pristupu, jednadzbe ravnoteze stalno
se postavljaju i rjeSavaju na deformiranom sustavu.
Naime, u svakoj se iteraciji trazenja rjeSenja racunaju
nove koordinate ¢vorova sustava, tako da se
koordinatama ¢vorova iz prethodne iteracije dodaju
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izraCunani teku¢i prirasti pomaka cvorova. Ovim se
indirektno ukljucuje i promjena oblika elemenata, $to
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