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Numerički postupak pri statičkoj i dinamičkoj analizi betonskih ljusaka 
Rad je nastavak i čini cjelinu s radom [44] u kojem su opisani elementi ljuske za analizu i modeli za 
numerički postupak. Detaljnije je prikazan praktični postupak za provedbu proračuna. Opisan je 
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Numerical procedure in the static and dynamic analysis of concrete shells 

The paper is a continuation of, and forms a whole with, the paper [44] in which shell elements for 
analysis and models for numerical procedure, are described. A practical procedure for calculation is 
presented in more detail. A special computer program DALJ for nonlinear analysis of reinforced-
concrete palets and shells is also described. The calculation method is illustrated with two examples – 
using a parabolic cylindrical shell of variable thickness and reinforced-concrete fefrigeration towers in 
nuclear power plants. 
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Procédé numérique dans l'analyse statique et dynamique des coyues en béton 

Cet article fait suite à l'article [44], dont il fait partie intégrante et qui décrit les éléments de la coque 
pour l'analyse et les modèles pour le procédé numérique. On présente plus en détail le procédé pratique 
du calcul. On décrit le logiciel de calcul spécifique DALJ, destiné à l'analyse non-linéaire des dalles en 
béton armé et des coques. On présente la méthode de calcul sur deux exemples : une coque parabolique 
cylindrique d'épaisseur variable et des tours en béton armé de refroidissement des centrales nucléaires. 
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1 Provedba numeričke analize 

1.1 Jednadžba dinamičke ravnoteže 

Primjenom principa virtualnog rada, jednadžba dinamič-
ke ravnoteže konstrukcije može se napisati u sljedećem 
obliku: 

( ) ( ) ( ) ( ) 0=Γ−Ω′−−−Ω ∫ ∫∫
Ω ΓΩ t

ddd TTT tdddbdse s δµρδδ &&&  (1) 

U tom je izrazu δd vektor virtualnih pomaka, d& vektor 
brzina, a d&& vektor ubrzanja; δε je vektor pridruženih 
virtualnih deformacija; b je vektor volumnih, a t vektor 
površinskih sila; σ je vektor naprezanja (u lokalnom 
sustavu); ρs je gustoća, µ’ je parametar prigušenja, Ω je 
područje konstrukcije, a Γt područje konstrukcije izlože-
no djelovanju površinskih sila. Izraz (1) općenito vrijedi 
za slučaj materijalne i geometrijske nelinearnosti. 

U slučaju kada se vremenski utjecaji mogu zanemariti, 
izraz (1) svodi se na: 

( ) ( ) 0=Γ−Ω ∫∫
ΓΩ t

dd TT tdδδ se  (2) 

što je jednadžba statičke ravnoteže. 

Prostornom diskretizacijom konstrukcije te primjenom 
MKE, jednadžba dinamičke ravnoteže (1) s nepoznatim 
čvornim pomacima d može se napisati u poznatom 
obliku 

( ) fdRdCdM =++ &&&  (3) 

pri čemu je: 
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U prethodnoj je jednadžbi, M matrica masa konstrukcije, 
C matrica prigušenja konstrukcije, R(d) vektor unutar-
njih otpornih sila, a f vektor vanjskih čvornih sila. Ni su 
bazne funkcije pomaka, a B matrica veze naprezanja i 
deformacija. 

Vektor unutrašnjih sila R(d) može se napisati i u obliku 

( ) dRKd KdR ∂∂==        ;  (5) 

gdje je K matrica krutosti konstrukcije. 
Za realne konstrukcije veza deformacija-pomak opće-
nito je nelinearna, tj. 

( )dBBdB ==        ; ε  (6) 

što je tzv. geometrijska nelinearnost. Naime, zbog prom-
jene geometrije matrica B nije linearna, već ovisi o po-
macima sustava. Veza ε-d poznata je i pod nazivom mo-
del geometrije. 

Veza naprezanje-deformacija (σ-ε), kako je također op-
ćenito nelinearna i predstavlja tzv. materijalnu nelinear-
nost. Veza σ-ε se može napisati i u obliku 

( )dDDD ==        ;  εσ  (7) 

gdje je D matrica veze naprezanje-deformacija. Veza σ-
ε poznata je pod nazivom konstitutivni zakon ili model 
materijala. 

Za statičke se probleme izraz (3) svodi na 

( ) fdKdR ==  (8) 

1.2 Vremenska integracija jednadžbi gibanja 

Za vremensku integraciju jednadžbi gibanja (3) uporab-
ljen je Newmarkov implicitni algoritam koji je u itera-
tivnom obliku razvio Hughes [28, 26]. U n+1 vremen-
skom inkrementu jednadžba dinamičke ravnoteže (3) ima 
oblik 

( ) 1, +=+ nfddRdM 1+n1+n1+n
&&&  (9) 

Primjena navedenog algoritma [28] daje: 
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U navedenim izrazima 11 n+n+  i dd &  su pretpostavljene, a 

11 n+n+  i dd &  korigirane vrijednosti čvornih pomaka, odnos-
no njihovih derivacija. Parametri β i γ određuju stabil-
nost i točnost metode. Bezuvjetna stabilnost postiže se 
za 5,0≥γ  i ( )25,025,0 += γβ . Parametar γ odražava 
numeričko prigušenje u sustavu. Za 5,0=γ , nema pri-
gušenja. Newmarkova familija metoda, kao poseban 
slučaj (za određene vrijednosti parametara β i γ), uključuje 
mnoge poznate metode [26]. Jedna od najefikasnijih je 
metoda srednjeg ubrzanja (β = 0,25, γ = 0,5) koja je pri-
mijenjena i u ovome radu. 
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Tablica 1. Newmarkov implicitni algoritam iterativnog 
rješenja problema 

1. Za vremenski korak n + 1, staviti iteracijski 
korak i = 1 

2. Izračunati vektore pretpostavljenih pomaka, 
brzina i ubrzanja na početku vremenskog 
koraka s pomoću poznatih vrijednosti iz 
prethodnog vremenskog koraka: 
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− Ako kriterij konvergencije nije zadovo-
ljen, iteracijski postupak s korekcijom 
pomaka, brzina i ubrzanja se nastavlja 
(zamijeni se i s i+1, te ide na korak 
rješenja (3)). 

Uvrštenjem (10) u (9), jednadžba dinamičke ravnoteže u 
inkrementalno-iterativnom obliku svodi se na oblik 

( )iτ
∗∗ =∆ fdK i  (12) 

gdje su matrica efektivne “krutosti” ∗
τK  i vektor efektiv-

nog opterećenja ( )i∗f  dani sa 
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Rješenje jednadžbe (12) daje 
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Kriterij konvergencije iterativnog postupka dan je sa 

d
i
n+

i ε∆ ≤+1
1dd  (16) 

gdje je i∆d norma prirasta pomaka u i-toj iteraciji, 

1
1

+i
n+d  je norma tekućeg pomaka a dε  je dopustiva to-

jlerancija. 

Algoritam rješenja problema za svaki vremenski korak 
prikazan je u tablici 1. 

1.3 Rješenje svojstvene zadaće 

Rješenje svojstvene zadaće (određivanje svojstvenih 
vrijednosti i svojstvenih vektora konstrukcije) važno je 
za određivanje duljine vremenskog inkrementa ∆t kod 
vremenske integracije jednadžbi gibanja. U bezuvjetno 
stabilnom Newmarkovu implicitnom algoritmu, duljina 
vremenskog koraka ∆t određuje točnost rješenja. U nu-
meričkim analizama ∆t se najčešće odabire oko 1/100 
osnovnog perioda sustava. Stoga je, dakle, potrebno riješiti 
svojstvenu zadaću problema kako bi se odabrala optimalna 
duljina ∆t. Dulji ∆t ima za posljedicu kraće trajanje 
analize i redovito netočnije rezultate, dok kraći ∆t ima 
za posljedicu dulje trajanje analize i redovito točnije 
rezultate. 

Za rješenje svojstvene zadaće konstrukcije primijenjena 
je WYD metoda, a postupak rješenja detaljno je 
prikazan u [33, 43]. 

1.4 Matrica masa 
Ako se matrica masa računa prema izrazu (4), naziva se 
konzistentna matrica masa. Naime, proračun matrice 
masa M je konzistentan proračunu matrice krutosti K 
(rabe se iste interpolacijske funkcije i matrice su jedna-



Analiza betonskih ljusaka J. Radnić i drugi  

4 GRAĐEVINAR 53 (2001) 12, 000-000 

ke strukture). Dakle, takvim se pristupom ne dobiva di-
jagonalna matrica masa.  
Uporabljeni su različiti postupci formiranja dijagonalne 
matrice masa. Dijagonalna matrica M može se 
primjerice dobiti tako da se zbroje svi članovi pojedinog 
retka konzistentne matrice masa (row lumping). Često 
se rabi i postupak special lumping pri kojem se članovi 
dijagonalne matrice masa elementa dobivaju tako da se 
ukupna masa elementa raspodijeli proporcionalno 
dijagonalnim članovima konzistentne matrice masa. 
Ovaj je pristup primijenjen i u ovome radu. 
Za tipični čvor i, dijagonalni članovi mii dijagonalne 
matrice masa elementa pridružene pomacima u, v i w, 
izračunavaju se s pomoću 

∫=
eV

eiii dVm ρψ  (17) 

gdje je iψ  težinski koeficijent, ρ gustoća materijala, a 
Ve volumen elementa ploče/ljuske. Dijagonalni članovi 
rotacijske tromosti (pridruženi zaokretima) αiiI  i βiiI , 

vezani za vektore 0
2

0
1 kk v i v , također su uzeti u obzir jer 

mogu imati utjecaja kod debelih ploča/ljusaka [24]. Ro-
tacijske tromosti dane su sa 

∫==
eV

eiiiii dVII 2ζρψβα  (18) 

Težinski koeficijent iψ  iznosi 
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gdje je sumacija provedena preko svih lamela. Za element 
koji nije uslojen, rotacijska je tromost približno  
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Izraz (21) može se tumačiti kao rezultanta dijagonalne 
matrice mase 2iim  koncentrirane na svakom kraju vekto-
ra vi oko osi koja je na njega okomita. Dijagonalna ma-
trica masa ljuske za čvor i jest oblika 
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1.5 Konstrukcijsko prigušenje 
Prema (4), matrica prigušenja C definirana je na isti na-
čin i s istim interpolacijskim funkcijama kao i matrica 
masa M. Jedino se umjesto gustoće ρ u podintegralnom 
izrazu pojavljuje koeficijent prigušenja µ′ . Kako je struk-
tura ove matrice ista kao i struktura konzistentne matrice 
masa, ovako definirana matrica C naziva se konzistent-
nom matricom prigušenja. 
Kako se u MKE ne može formirati matrica prigušenja 
čitavog sustava C s pomoću matrice prigušenja pojedi-
nih elemenata, jer ih nije moguće iznaći, to C se određu-
je direktno za cijeli sustav na osnovi ukupne disipacije 
energije sustava u tijeku djelovanja pobude. Najčešće se 
primjenjuje Rayleighovo viskozno prigušenje, gdje se C 
izražava kao linearna kombinacija matrica M i K prema 

K+MC dβαd=  (23) 

U navedenom izrazu dα  i dβ  su konstante koje se odre-
đuju na osnovi koeficijenta prigušenja za bilo koja dva 
uzastopna nezavisna moda slobodnih oscilacija sustava. 

Matrica prigušenja C uvedena je u kontekstu primjene 
linearnih elastičnih analiza, radi obuhvaćanja prigušenja 
oscilacija zbog pojave nelinearnosti (disipacije energije) 
sustava. Pri provedbi nelinearnih dinamičkih analiza s 
modelima materijala koji uključuju unutrašnju disipaci-
ju energije, C bi trebala obuhvatiti samo onaj dio disipa-
cije energije (prigušenja) koji nije obuhvaćen modelima 
materijala. Stoga ostaje otvoreno pitanje koliko treba 
uključiti viskozno Rayleighovo prigušenje pri uključe-
nju nelinearnih modela materijala. 

1.6 Veličina inkrementa opterećenja kod statičkih 
analiza 

Kako numerički rezultati ovise o tzv. putu opterećivanja 
(slika 1.), te da bi mogli pratiti ponašanje konstrukcije 
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Slika 1. Grafički prikaz ovisnosti rješenja o tzv. putu opterećivanja 
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od niskih razina opterećenja pa sve do sloma, potrebno 
je vanjsko opterećenje podijeliti u više manjih inkreme-
nata koji se nanose sukcesivno. 
Veličina inkrementa opterećenja ne bi trebala premašiti 
vrijednost od oko 20-50% opterećenja koje izaziva prve 
pukotine [11]. Pri slabo armiranim konstrukcijama, treba 
redovito uzeti manje inkremente opterećenja na početku 
opterećivanja. 
Kad se konstrukcija približava graničnoj nosivosti/slo-
mu, potrebno je sukcesivno smanjivati veličinu inkremen-
ta, odnosno veličina inkremenata pred slom konstrukcije 
mora biti vrlo mala. 
Provedena su istraživanja utjecaja veličine inkrementa 
na dobivene rezultate u riješenim primjerima. Za uporabna 
stanja naprezanja konstrukcije nije uočen veći utjecaj 
veličine inkrementa opterećenja na dobivene rezultate 
(naprezanja i stanje pukotina), dok je za određivanje 
granične nosivosti konstrukcije bitno da inkrementi op-
terećenja pred slom budu dovoljno mali. 

1.7 Algoritam rješenja 

Primijenjena je inkementalno-iterativna metoda Newton-
Raphson. Matrica krutosti može se proračunavati u zah-
tijevanoj iteraciji, zahtijevanog inkrementa opterećenja 
(vremenskog inkrementa). S fizikalne točke gledišta, 
matricu krutosti povoljno je preračunavati pri značajni-
jim promjenama krutosti konstrukcije (pri nanošenju 
većih inkremenata opterećenja, pri pojavi pukotina i pred 
slom). Međutim, i dalje ostaje otvoreno pitanje, koje 
ovisi o pojedinom problemu, je li sa stajališta utroška 
proračunskog vremena za većinu praktičnih problema 
optimalno 
• češće ažurirati (preračunavati) matricu krutosti sma-

njujući broj iteracija unutar pojedinog inkrementa 
opterećenja (vremenskog inkrementa), ili 

• matricu krutosti preračunavati rjeđe (ili pak računati 
s matricom početne krutosti), uz povećani broj itera-
cija unutar pojedinog inkrementa opterećenja (vremen-
skog inkrementa). 

U određenim slučajevima rješenje neće biti moguće bez 
ažuriranja matrice krutosti. 
Kod problema s visokim utjecajem geometrijske neline-
arnosti, Newton-Raphsonova metoda može biti beskorisna. 
Provedena ograničena istraživanja  na riješenim primje-
rima pokazala su da  trajanje analize značajnije ne ovisi 
o izboru pojedine sheme Newton-Raphson. 

1.8 Kriterij konvergencije 

Za kontrolu konvergencije postupka obično se rabi kri-
terij neuravnoteženih čvornih sila ili kriterij prirasta po-
maka. U analizi armiranobetonskih konstrukcija kriterij 

neuravnoteženih sila nije prikladan jer neuravnotežene 
sile mogu formirati “ravnotežne grupe” [6] koje značajno 
ne utječu na ukupni odgovor konstrukcije. Stoga je po-
godniji kriterij konvergencije preko prirasta pomaka. Pri-
tom je prikladno odvojeno kontrolirati priraste translacija 
od prirasta rotacija. 

Tablica 2. Dijagram toka programa DALJ. 

Poziv rutine koja učitava ulazne podatake o 
geometriji i karakteristikama materijala 

1 

Poziv rutine učitava podatke vezane za 
vremensku integraciju 

2 

Poziv rutine koja izračunava D matricu ili epD  
matricu elasto-plastičnih anizotropnih parametara 

3 

Poziv rutine koja formira debljinu i lokalni 
ortogonalni koordinatni sustav u svakoj čvornoj 
točki 

4 

Poziv rutine koja izračunava usvojenu B 
matricu i sprema podatke u memoriju 5 

Poziv rutine koja učitava podatke o prethodnim 
čvornim silama, brzinama i ubrzanjima 6 

Poziv rutine koja izračunava prethodne čvorne 
sile, brzine i ubrzanja 7 

Poziv rutine koja učitava podatke o tekućem 
opterećenju 8 

Poziv rutine koja izračunava konzistentnu ili 
dijagonalnu matricu masa M 9 

Poziv rutine koja uvrštava rubne uvjete u solver 10 

 Početak petlje za svaki vremenski 
inkrement opterećenja 11 

 Poziv rutine koja izračunava podatke za 
tekući inkrement 

12 

  Početak petlje za svaku iteraciju 13 

   Poziv rutine za odabir algoritma 
rješenja 

14 

   
Poziv rutine za izračunavanje 
matrice efektivne krutosti ∗

τK   
(ako je potrebno) 

15 

   
Poziv rutine za iterativno rješavanje 
jednadžbe s faktorizacijom matrice 
efektivne krutosti, ako je potrebno 

16 

   Poziv rutine za izračunavanje 
rezidualnih sila 

17 

   Poziv rutine za provjeru 
konvergencije 

18 

   
 

Provjera konvergencije 
DA                           NE 

 

   Idi na korak  
21                     19 

Idi na 
slijedeću 
iteraciju 

20 

 Poziv rutine za ispis rješenja  21 
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Ovdje je primijenjen kriterij konvergencije preko priras-
ta pomaka, pri čemu je usvojen jedinstveni kriterij za 
komponente translacija i rotacija. 

Broj iteracija dominantno ovisi o odabranoj veličini do-
pustive tolerancije, odnosno o zahtijevanoj točnosti rje-
šenja. Stoga odabiru dopustive tolerancije treba posvetiti 
pažnju jer trajanje analize može biti dugo. To posebno 
vrijedi za probleme s velikim brojem nepoznanica i du-
bokim nelinearnim ponašanjem. U uobičajenim slučaje-
vima, dopustiva tolerancija od oko 0,1 do 1,0 % trebala 
bi biti dovoljna za postizanje  dostatne točnosti rješenja 
i relativno mali utrošak proračunskog vremena. U ma-
njem broju slučajeva može biti potreban i oštriji kriterij 
konvergencije. Ipak, u većini praktičnih slučajeva zado-
voljavajuće točni rezultati mogu se postići i uz toleran-
ciju od oko 1,0 do 2,5%. Blaže kriterije konvergencije, 
koji ne moraju značajnije utjecati na točnost dobivenih 
rezultata, treba rabiti kod problema s velikim brojem 
čvorova/nepoznanica i s izrazitim nelinearnim ponaša-
njem. Prosječno, ukupni broj iteracija između 10 i 15, 
uz dopustivu toleranciju od oko 0,5 %, može se smatrati 
zadovoljavajućim. 

2 Proračunski program DALJ 

DALJ je proračunski program (napisan u FORTRANU) 
namijenjen za nelinearnu statičku i dinamičku analizu 
armiranobetonskih ploča i ljusaka. On je dogradnja Huan-
gova programa BLAST [24], kojemu su dodane rutine 
za opis nelinearnog ponašanja betona i armature te obu-
hvaćanje utjecaja velikih pomaka. Tijek programa prikazan 
je u tablici 2 

3 Primjeri 
Za testiranje točnosti i pouzdanosti izloženog modela i 
razvijenog proračunskog programa te za ilustraciju ne-
kih mogućnosti njihove primjene, analizirana su dva 
primjera za koje postoje poznati rezultati. Pritom je u 
primjeru 1. izrađena statička analiza armiranobetonske 
parabolične ljuske, a u primjeru 2. statička i dinamička 
analiza armiranobetonskog tornja za hlađenje. 

3.1 Primjer 1. 
Analizirana je parabolična cilindrična ljuska promjenjive 
debljine, opterećena jednolikim raspodijeljenim optere-
ćenjem, koju je eksperimentalno ispitao Hedgren [20]. 
Ljuska je na krajevima oslonjena na dijafragmu, dok su 

22,86 

Slobodan rub 

Ležajna dijafragma 60
,9

6  
60

,9
6  

12
4,

91
 

106,68 
107,95 

Geometrija ljuske Mreža konačnih elemenata y

Poprečni 
presjek 

1,
27

 

12
,7

 

y'

3,
81

 

12,50 15,17 24,00 26,67 14,17 14,17
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5,08
7,62

8,84

11,16

14,13

14,13

x

Područja s različitim tipom armature [10] 

15 16 17 

14 
11 
7 

3

12 
8 
4 

13

109

21
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1,

27
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y'
/6

,8
2)
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Slika 2. Geometrijske karakteristike i diskretizacija ljuske [20] konačnim elementima za  
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preostala dva ruba slobodna. Geometrija ljuske, podaci 
o armaturi i diskretizacija konačnim elementima prika-
zani su na slici 2. Detaljniji podaci o geometriji i arma-
turi mogu se naći u [20]. Promatrana je samo četvrtina 
ljuske zbog simetrije problema. Ljuska je po visini simu-
lirana s 8 lamela betona. Armatura nejednoliko raspore-
đena, s većom koncentracijom uzduž slobodnog ruba. 
Ljuska je proračunata kao slobodno oslonjena na mjestu 
dijafragme, sa slobodnim pomakom u smjeru osi x i 
kutom zaokreta oko osi y. Usvojeni parametri materijala 
za numeričku analizu prikazani su u tablicama 3., 4. i 5. 
Opterećenje ljuske zadano je s pomoću odnosa promat-
ranog opterećenja (P) i projektnog opterećenja (Ppr = 
0,358 N/cm2). Neki rezultati proračuna prikazani su na 
slikama 3.do 6. 

Tablica 3. Parametri materijala za Primjer 1 

BETON 
Parametar Vrijednost 

Modul elastičnosti 2kN/cm 2069=cE  
Poissonov koeficijent 145.0=ν  
Granična tlačna čvrstoća 2kN/cm 02.3=′cf  

Granična vlačna čvrstoća 2kN/cm 48.0=′tf  

Deformacija drobljenja 0035.0=cuε  

Parametri vlačne krutosti 5.0=mε  

 002.0=tsε  

Parametar posmične krutosti 002.0=shε  

ČELIK 
Parametar Vrijednost 

Modul elastičnosti 2kN/cm 20000=aE  

Parametar ojačanja 2kN/cm 4000=′H  
Granična deformacija 01.0  

Granica tečenja 2kN/cm 29.25=yσ  
#3 

Granična čvrstoća 2kN/cm 42.36=af  

Granica tečenja 2kN/cm 91.21=yσ  
#4 

Granična čvrstoća 2kN/cm 49.34=af  

Granica tečenja 2kN/cm 66.30=yσ  
#9 

Granična čvrstoća 2kN/cm 00.42=af  

Iz slika se vidi je da se numerički rezultati dobiveni prog-
ramom DALJ gotovo podudaraju s eksperimentalnim 
rezultatima [20] te numeričkim rezultatima Figueirasa 
[11]. Valja pritom napomenuti da je ovdje izloženi mo-
del sličan modelu Figueirasa, s poboljšanjima koja se 
odnose na: 
• uključenje preciznijeg i efikasnijeg elementa degene-

rirane ljuske oslobođenog efekata posmičnog i mem-
branskog lockinga 

• adekvatniju simulaciju vlačne krutosti puknutog be-
tona  

• adekvatniju simulaciju posmične krutosti puknutog 
betona. 

Tablica 4. Ulazni podaci za armaturu 

RB Tip Površina (norm.) Udaljenost 
(norm.) Kut 

1 #3 4.83E-03 -5.00E-01 0 
2 #3 6.91E-03 -6.42E-01 0 
3 #4 6.02E-03 -7.95E-01 0 
4 #9 3.00E-02 -4.78E-01 0 
5 #9 2.85E-02 -4.78E-01 0 
6 #9 1.90E-02 -4.78E-01 0 
7 #3 4.83E-03 2.80E-01 0 
8 #3 3.50E-03 5.05E-01 0 
9 #3 2.50E-03 6.25E-01 0 
10 #9 2.96E-02 4.78E-01 0 
11 #9 2.85E-02 4.78E-01 0 
12 #9 1.90E-02 4.78E-01 0 
13 #3 5.52E-06 -3.08E-01 90 
14 #3 4.82E-06 -3.08E-01 90 
15 #3 5.80E-06 -3.08E-01 90 
16 #3 1.10E-05 -3.08E-01 90 
17 #3 9.64E-06 -3.08E-01 90 
18 #3 1.58E-05 -3.08E-01 90 
19 #3 8.60E-06 -5.20E-01 90 
20 #3 7.21E-06 -5.20E-01 90 
21 #3 4.40E-06 -5.20E-01 90 
22 #3 5.74E-06 -6.42E-01 90 
23 #3 5.02E-06 -6.42E-01 90 
24 #3 3.02E-06 -6.42E-01 90 
25 #4 1.84E-02 5.00E-01 90 
26 #4 1.61E-02 5.00E-01 90 
27 #4 6.20E-03 5.00E-01 90 
28 #4 9.20E-03 5.00E-01 90 
29 #4 8.05E-03 5.00E-01 90 
30 #4 7.20E-03 5.00E-01 90 
31 #4 1.40E-02 5.00E-01 90 
32 #4 1.23E-02 5.00E-01 90 
33 #4 1.10E-02 5.00E-01 90 
34 #4 1.05E-02 6.00E-01 90 
35 #4 9.20E-03 6.00E-01 90 
36 #4 8.20E-03 6.00E-01 90 
37 #4 6.80E-03 7.40E-01 90 
38 #4 6.00E-03 7.40E-01 90 
39 #4 5.40E-03 7.40E-01 90 
40 #4 5.11E-03 0.00E+00 45 
41 #4 1.21E-02 0.00E+00 45 
42 #4 4.20E-03 0.00E+00 45 
43 #4 6.30E-03 0.00E+00 45 
44 #4 4.20E-03 0.00E+00 45 
45 #4 6.30E-03 0.00E+00 45 
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Tablica 5. Raspored armature po elementima 

Element Tipovi armature 

1 1  7  13 25  
2 1  7  13 25  
3 1  7  13 25  
4 1  7  14 26  
5 1  7  15 27  
6 1  7  15 27  
7 1  7  13 25  
8 1  7  13 25  
9 1  7  13 25  

10 1  7  14 26  
11 1  7  15 27  
12 1  7  15 27  
13 1  7  13 28  
14 1  7  13 28  
15 1  7  13 28  
16 1  7  14 29  
17 1  7  15 30  
18 1  7  15 30  
19 1  7  16 31  
20 2  8  16 31  
21 2  8  16 31 40 
22 2  8  17 32 40 
23 2  8  18 33 41 
24 2  8  18 33 41 
25 2  8  19 34  
26 2  8  19 34 42 
27 2  8  19 34 42 
28 2  8  20 35 42 
29 2  8  21 36 43 
30 2  8  21 36 43 
31 3 4 9 10 22 37 44 
32 3 4 9 10 22 37 44 
33 3 5 9 11 22 37 44 
34 3 5 9 11 23 38 44 
35 3 6 9 12 24 39 45 
36 3 6 9 12 24 39 45 
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Slika 3. Progibi u sredini slobodnog ruba ljuske  

 
Slika 5. Granična naprezanja betona: donje lamele, smjer x 

 
Slika 6. Granična naprezanja betona: gornje lamele, smjer x 

3.2 Primjer 2. 
Armiranobetonski tornjevi za hlađenje u sklopu postro-
jenja nuklearnih elektrana pripadaju najvećim ikad izgra-
đenim građevinama. Kako ove građevine nije moguće 
ispitati eksperimentalno, za određivanje njihove sigurnosti 
obično se koriste samo numeričke analize.  
U ovom je primjeru analiziran armiranobetonski rashladni 
toranj Port Gibson, nuklearne elektrane Grand Gulf, SAD 
[1, 18]. Ovaj je toranj analiziran više puta za utjecaj 
kvazistatičkih opterećenja, s različitim numeričkim mo-
delima (neki rezultati se mogu pronaći u radovima [17, 
18, 31, 34, 35]). 

3.2.1 Geometrija tornja 
Osnovne geometrijske karakteristike tornja, preuzete iz 
[18], prikazane su na slici 7.  

Geometrija tornja iznad ždrijela opisana  je hiperbolom 
oblika 

06678,12787642,364174,1
098937,00026010,0 22

=+−+
+−−

rz
rrzz  (24) 

 
Slika 4. Progibi u sredini raspona ljuske 
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a ispod ždrijela hiperbolom oblika 

01904,166744638,494
7196,514208,186020,0 22

=+−
−++

r
zrrzz  (25) 

6.36 m

25.20 m

25.20 m

25.20 m

61.58 m

6.98 m
38.6 m

38.33 m ždrijelo

dno

kruna

58.12 m

12
0.

0 
m

30
.5

 m

104.7 cm
20.3 cm

20.3 cm

24.0 cm

28.7 cm

34.2 cm
76.2 cm  

Slika 7. Osnovna geometrija tornja za hlađenje Port Gibson 

gdje z označava visinu mjerenu od ždrijela, a r radijus 
tornja (izraženi u metrima). Na slici 7. definirana je prom-
jena debljine stijenke po visini tornja. Toranj je armiran 
horizontalnom i vertikalnom armaturom, uz unutrašnju i 
vanjsku stranu stijenke. 

3.2.2  Numerički model 

Usvojena prostorna diskretizacija tornja prikazana je na 
slici 8. Primijenjena je prilično gruba mreža 9-čvornih 
elemenata (samo 16 elemenata u smjeru paralela i 12 
elemenata u smjeru meridijana). Svaki se element sastoji 
od 6 slojeva betona i 4 sloja armature. Usvojeni parametri 
betona i čelika prikazani su u tablici 6. Položaj arma-
turnih šipki (relativni položaj usvojenih lamela armature 
prikazan je u tablici 7. Računano je da je toranj u bazi 
upet u temelj. Osim materijalne nelinearnosti, uključen 
je utjecaj i promjene geometrije tornja. 

ζ=−1
ζ=+1

ζi
6∗1/3

Dva sloja armature

Dva sloja armature

 
Slika 8. Prostorna diskretizacija tornja 

Tablica 7. Položaj slojeva armature 

Visina od 
ždrijela [m] 

Debljina tornja 
[cm] 

Pozicija šipke 
[ζi] 

30.50 
23.32 
-7.26 

-22.65 
-38.04 
-63.24 
-88.44 

-113.64 
-120.00 

101.7 
20.3 
20.3 
20.3 
20.3 
24.0 
28.7 
34.2 
76.2 

±0.820 
±0.820 
±0.532 
±0.532 
±0.500 
±0.529 
±0.590 
±0.678 
±0.812 

3.2.3  Statička analiza tornja 

Toranj je analiziran za opterećenje vlastitom težinom i 
horizontalnim opterećenjem vjetrom kao kvazistatičkim 
opterećenjem. Podaci o vjetrovnom opterećenju preuzeti 
su iz [31, 18]. Razdioba vjetrovnog opterećenja po poje-
dinoj paraleli (razdioba tlaka po opsegu) iskazana je for-
mulom 

∑
=

+−=
12

0

cos5,0
n

na θnAH  (26) 

gdje su nA  amplitude prikazane u tablici 8, a θ promat-
rani kut u horizontalnoj ravnini. 

Tablica 8. Amplitude vjetrovnog opterećenja 

n nA  n nA  n nA  n nA  

0

1

2

 0,38330 

-0,27918 

-0,61978 

 

3 

4 

5 

-0,50927 

-0,09167 

 0,11794 

 

6 

7 

8 

 0,03333 

-0,04474 

-0,00833 

9 

10

11

12

-0,00972 

-0,01356 

-0,00597 

-0,01667 

Razdioba opterećenja vjetrom u smjeru meridijana dana 
je sljedećim izrazom 

( ) ( ) 722 696,393281,3013,413 += zHmNp a  (27) 

gdje je z (m) udaljenost od dna tornja. 

Ukupno opterećenje na toranj može se iskazati kao 

vgu qχqq +=  (28) 

gdje je uq  ukupno opterećenje, gq  gravitacijsko opte-

rećenje; vq  vjetrovno opterećenje, a χ  faktor opterećenja.  

Toranj je analiziran za različite postotke armiranja ηa 
(0,2%, 0,4%, 0,6% i 0,8%) i različite faktore optereće-
nja χ . Neki dobiveni rezultati prikazani su na slikama 
9. do 11.  
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Slika 9. prikazuje utjecaj postotka armiranja na graničnu 
nosivost tornja. Dan je odnos horizontalnog pomaka vrha i 
faktora opterećenja u ovisnosti o postotku armiranja.  

0.0

0.5

1.0

1.5

2.0

0 50 100 150 200 250 300

µa=0.8%

µa 0.6%

µa 0.4%

µa 0.2%

horizontalni pomak vrha tornja (cm)

Numerički rezultati
T. Hara i ost. [18]fa

kt
or

 o
pt

er
eć

en
ja

 
Slika 9. Utjecaj postotka armiranja na graničnu nosivost tornja 

χ=1.50

χ=1.25

χ=1.40

χ=1.20

χ=1.30

 =1.10χ

 
Slika 10. Stanje pukotina u vanjskoj plohi tornja za postotak 

armiranja µa=0,8% 

 
Slika 11. Pomaci tornja za postotak armiranja µa = 0,8% i faktor 

opterećenja χ = 1,50 

Vidi se da granična nosivost tornja značajno ovisi o pos-
totku armature. Također se vidi da je ponašanje tornja 
praktički linearno sve do χ = 0,7. Nakon toga, pojavljuje 
se nelinearno ponašanje zbog pojave pukotina u betonu i 
pada krutosti. S porastom opterećenja dolazi do širenja 
pukotina i daljeg pada krutosti. Na slici 10. prikazano je 
stanje pukotina u vanjskom sloju betona za µa = 0,8% i 
različite faktore opterećenja χ. Prikaz pomaka konstruk-
cije za ηa = 0,8% i χ = 1,5 dan je na slici 11. 

Horizontalna naprezanja (σxx) u unutrašnjem sloju beto-
na za µa = 0,8% i χ = 1,5 prikazana su na slici 12.a, a 
pripadajuća vertikalna (σyy) na slici 12.b. Naprezanja 
horizontalne armature uz vanjsku stranu presjeka ljuske 
za µa = 0,8% i χ = 1,5 prikazana su na slici 12.c., a 
pripadajuća naprezanja vertikalne armature uz vanjsku 
stranu na slici 12.d. 

Uspoređujući dobivene rezultate pomaka i granične nosi-
vosti s onima prezentiranim u [18], može se uočiti njiho-
va velika podudarnost. 

 
Slika 12. a) Horizontalna (σxx) naprezanja unutrašnje plohe tor-

nja za postotak armiranja µa = 0,8% i faktor opterećenja  
χ = 1,5; b) Vertikalna (σyy) naprezanja unutrašnje plohe 
tornja za postotak armiranja µa = 0,8% i faktor optere-
ćenja χ = 1,5; c) Naprezanja horizontalne armature uz 
vanjsku plohu tornja za postotak armiranja µa = 0,8% i 
faktor opterećenja χ = 1,5; Naprezanja vertikalne arma-
ture uz vanjsku plohu tornja za postotak armiranja  
µ a= 0,8% i faktor opterećenja χ = 1,5 

[ ]MPa [ ]MPa
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(3.2.4 Dinamička analiza tornja 

Analiziran je toranj s  µa = 0,8%. Izračunane dinamičke 
karakteristike tornja za prva četiri oblika slobodnih osci-
lacija prikazane su na slici 13. 

Usvojeno je horizontalno harmonijsko ubrzanje podloge 
(slika 14.) radi jednostavne kvalitativne kontrole rezul-
tata. Maksimalna amplituda ubrzanja podloge uzeta je 
0,2 g. Frekvencija (period) pobude jednaka je frekvenciji 
(periodu) prvog svojstvenog oblika slobodnih oscilacija. 
Duljina vremenskog inkrementa uzeta je ∆t = 0,01 s 
(≈T1/100). Upotrijebljena je dijagonalna matrica masa. 
Usvojeno je 5% Rayleighova konstrukcijskog priguše-
nja. Nije uključen utjecaj brzine deformacije na meha-
ničke karakteristike betona i čelika. Toranj je najprije 
analiziran s linearno-elastičnim modelom materijala, a 
potom s opisanim nelinearnim modelom betona i armature. 

1. svojstveni oblik
T =1.092 s1

3. svojstveni oblik
T =0.864 s3

4. svojstveni oblik
T =0.780 s4

2. svojstveni oblik
T =0.925 s2

 
Slika 13. Dinamičke karakteristike tornja 

)tsin(g2.0d pω⋅=&&

d&& pT

t=7.64 s

t

0.2 g

0.2 g

)tsin(g2.0d pω⋅=&&

d&& pT

 

Slika 14. Harmonijsko ubrzanje podloge 

Horizontalni pomak vrha tornja prikazan je na slici 15. 
Za elastični model materijala uočljiva je pojava rezonan-
cije, što se očekivalo. Za nelinearni model materijala 
već se u početku pojavljuju značajne pukotine u betonu, 
što dovodi do pada krutosti i unutrašnjeg prigušenja. 
Konačno stanje pukotina na vanjskoj i unutrašnjoj plohi 
prikazano je na slici 17. Tečenje betona i armature regi-
strirano je u više ‘gauss’ točaka. Uočljivo je da pojava 
pukotina potpuno mijenja odgovor sustava na dinamič-
ku pobudu. Nakon prestanka djelovanja pobude, titranje 
tornja se brzo smiruje. 
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Slika 15. Horizontalni pomak vrha tornja 

Horizontalno ubrzanje krune tornja prikazano je na slici 
16. Vidi se da su slike 15 i 16 sličnog oblika, te se za 
ubrzanje tornja mogu izvesti analogni zaključci kao i za 
pomake. 
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Slika 16. Ubrzanje vrha tornja 

vanjska ploha unutrašnja ploha  
Slika 17. Konačno stanje pukotina na vanjskoj i unutrašnjoj  

plohi tornja 
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4 Zaključak 

Izloženi model za statičku i dinamičku analizu beton-
skih ljusaka uključuje dominantne materijalno i geomet-
rijski nelinearne efekte ponašanja ovih konstrukcija. 

Model se temelji na osnovnim parametrima betona i 
armature, a ponajprije je namijenjen praktičnim inže-
njerskim primjenama. Neki riješeni primjeri pokazuju 
zavidnu točnost i pouzdanost izloženog modela i razvi-
jenoga proračunskog programa DALJ. 
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