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Modeliranje opterecenja silosa

D. Lazarewt, J. Dvornik, K. Fresl

1 Uvod

Silosi su objekti kod kojih je postotak osteCenjai rusenja
vrlo velik u odnosu na vetinu konstrukcija u inzenjer-
skoj praksi — svake se godine u SAD-u i Kanadi oSteti
ili srusi vise od 1000 silosa za zrnati materijal [5].
Glavni je tome razlog nepostojanje zadovoljavajutega
matematickog modela gibanja zrnatih materijala u silo-
sima, %o je podjedica djedetih teSkota [7]: a) upro-
sieCivanje svojstava sadrzaja (kontinuum) utemeljeno na
statistickim zakonima mnostva ne moze se provesti jer je
termicka energija zrnd, nuzna za kaoticno gibanje, vrlo
mala; b) djelovanja su pri dodiru medu zrnima zbog tre-
njai plasticnih deformacija izrazito disipativne prirode;
c) trenje i kohezija u silosu pri razmjerno slabom gravi-
tacijskom optereCenju uzrokuju stvaranje tlactnih oblika
(lukova i svodova) koji onemogucuju jednoliko istjeca-
nje materijala; d) rezultati su eksperimenata nesigurni jer
mjerni uredgji remete gibanje materijala u podrucju mje-
renja. Problem je dodatno naglaSen €injenicom da omjer
pokretnog i stalnog tereta kod betonskih silosaiznosi oko
5, akod ¢elicnih priblizno 10, $to premaSuje uobicaene
vrijednosti u zgradarstvu ili mostogradnji.

Priblizna, relativno prihvatljiva rjeSenja diferencijalnih
jednadzbi (pongjprije Janssen—Koenenove jednadzbe i
njezinih inafica) postoje za stanje punjenjaili mirovanja
materijala u silosu. Naime, pri punjenju je masa u giba-
nju mala u odnosu na masu sadrZaja (giba se samo tanki
sloj pri povrSini slozaja), apojavaje svodova zanemariva,
te su dinamicki utjecaji slabi. Zbog toga principi meha-
nike kontinuuma bez uvazavanjainercijalnih silazadovo-
ljavaju.

Govorimo li, medutim, o stadiju praznjenja.ili o djelova-
nju potresa, ispravnije je napraviti analogiju izmedu zrna
i molekula u smislu termodinamickih i hidrodinamickih
teorija kontinuuma, koje imaju dobro definirane dife-
rencijalne jednadzbe gibanja. No, valja naglasiti da su
takvi pristupi utemeljeni na prosecnim svojstvima flu-
ida (5o je moguce zbog stohastictkog gibanja molekuld) i
elastitnim (nedisipativnim) djelovanjima medu moleku-
lama.

Doduse, ako zrnati materijal tece velikim brzinama, nje-
gova se fenomenolo3ka svojstva pribliZzavaju svojstvima
fluida. KinetiCka energija zrna tada, zbog malog broja
sudaramedu zrnima, dominiranad ostalim oblicimaener-
gije, posebice nad energetskim gubicima [8], te je ener-
gija zrna dovoljno velika za svladavanje energetskih ba-
rijera, tako da se tlacni oblici gotovo i ne stvargju. Takvo
je gibanje zrnatog materijala dobro opisano jednadZbama
utemeljenim u termodinami€kim i hidrodinamickim pris-
tupima (primjerice, razne inacice Navier—Stokesovih jed-
nadzbi), ai se nuzni uvjeti zanjihovu primjenu (materijal
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jedobro osuSeni nalazi se u silosu glatkih stijenki — po-
put pjeStanog sata— ili je vanjsko opteretenje dovoljno
veliko da osigura jednoliko istjecanje) rijetko ostvaruju
kod uobicajene uporabe silosa.

Naprotiv, uobicajeno stanje materijala unutar silosa obi-
ljezeno je ngjednolikim, razmjerno sporim teCenjem is-
prekidanim ¢estom pojavom svodova. Broj je sudara tes-
ticavelik, pasui energetski gubici znaCajni, Sto vodi do
nestabilnosti pri rjeSavanju prilagodenih jednadZbi meha-
nike fluida.

Autori propisa 0 opteretenju silosa nalaze se stoga
pred teSkom zadatom jer ne raspolazu znanstveno ute-
meljenim rjeSenjima, vet se morgju oslanjati na em-
pirijske obrasce, nepouzdane eksperimentalne rezultate
i iskustva u primjeni prethodnih propisa. Njihovi se
popravci poglavito temelje na prijedlozima novih ili
povetanju/smanjenju postojetih koeficijenata kojima se
mijenjaju oblik raspodjele i intenzitet opteretenja. Cesto
se traze nerealno velike/male vrijednosti nekih osobina
uskladi&tenog materijala. Nataj se nafin postizu veti ko-
eficijenti sigurnosti kojima se zeli obuhvatiti slabo poz-
navanje stvarnog opteretenja silosa. Zahvaljujuci du-
goj praksi, te su izmjene dobro ,pogodene’, ai se ne
moze sa sigurnostu tvrditi da u buduénosti nece hiti
premadene/podbacene, kao i mnogo puta dosad.

Opisani su problemi glavni razlog velikih razlika u pro-
pisanim opteretenjimaili preporukama struénjaka. Prek-
lopimo li dijagrame horizontalnih pritisaka premaraznim
izvorima mogu se uociti omjeri koji dosezu i vrijednost
Cetiri [4]!

Iz analitickih i eksperimentalnih nedoumica prvo su pro-
iza8li pokuSgji stvaranja analogija sa dli¢nim, bolje is-
trazenim problemima poput opteretenja na potporne zi-
dove ili zidove spremnika za teku€ine. U podljednje se
vrijeme, snaznim razvojem racunala, razvijaju numericki
modeli diskontinuuma, posebice metoda diskretnih ele-
menata[3, 11].

Dvije osnovne sastavnice metode, primijenjene na mo-
del gibanjasadrZajasilosa, prikazane su sljedetim odjélj-
cima a) jednadzbe medudjelovanja zrna i b) numericka
integracijajednadzbi gibanja.

2 Model medudjelovanja: osnovne jednadbe

Zrna su modelirana idealno glatkim kuglama razliCitih
polumjera s viskoelastiénim Kelvinovim (ili Voigtovim)
kontaktnim mehanizmom pri utiskivanju i Hookeovom
oprugom pri koheziji (sike 1.ai 1.b). Trenje medu zr-
nimate izmedu zrnai stijenki silosa je zanemareno, &o
je ozbiljan nedostatak, no bez snaZznoga viSeprocesorskog
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ratunala moglo se razmatrati samo jednostavniji model
s translacijskim stupnjevima slobode. To je omogutilo
analizu sustava s razmjerno velikim brojem (oko 22 000)
kugli; ipak, i uz to je pojednostavljenje proratun na Pen-
tium 11l raCunalu (300 MHz CPU) trajao 405 dana.
Razliciti polumjeri kugli, nuzni za smanjenje kristaliza-
cije[9], odredeni su izrazom

ri = Fmin =+ (Fmax — Fmin) T0d(), (1

gdje su rmax i rmin zadane granicne vrijednosti polumjera,
arnd() oznaka za generator slu€ajnih brojeva s unifor-
mnom distribucijom na segmentu [0, 1]. Trenutni je broj
kugli u sustavu n(t).

Jednadzbe gibanja sredista i-te kugle (i = 1,...,n(t)) u
vremenut mogu se zapisati kao

Ui (t) =M Hi(t) +g, 2

gdjeje U (t) vektor ubrzanjasredista, g = {0,0,g} vektor
gravitacijskog ubrzanja, aM; = m| matricamasa. Tran-
slacijska masa kugle m; jednaka je umnosku gustote ma-
terijalay; i volumenakugle.

Ukupni je vektor djelovanja fi(t) na kuglu i koja je u
medudjelovanju sak;(t) kugli dan sa

ki(t)

fitt) = fijt)m (), ©)
=1
j#

gdje su sile medu kuglamamodelirane paralelnom vezom

linearne opruge i viskoznog klipa (preklapanje, 9. 1.a),
odnosno linearnom oprugom (kohezija, 9. 1.b):

ki,i8i,i(t) +Gi, 8 (1) zadij(t) >0,

ey ) ks zadc < §ij(t) <0
fijt) = i dirjj (1) <0, 4%
0 inace.

Ngjmanja udaljenost medu kuglama, odnosno njihovo
najvete preklapanje §; ; (t) odredeno je sa

8i,j(t) =ri+rj—|ui(t) —uj(t)], (5

gdiesu ui(t) i uj(t) vektori poloZaja sredistakugli u glo-
balnom koordinatnom sustavu. Ako je §; j(t) > 0, ku-
gle se preklapaju, ako je & < §; j(t) <0, kugle su unu-
tar dosega kohezije, a ako je 9 j(t) < &, one su izvan
podrugja medusobnih utjecaja. Naravno, preklapanje je
samo numericki model utiskivanja (gnjeCenja) dviju ku-
gli pri kontaktu. Spomenimo da u ovom modelu tijekom
djelovanja kohezije nema gubitaka energije.

Vektori polozajasredistakugli odreduju i jedinicni vektor
ni.j(t) naspojnici njihovih sredista:

uij(t) _ ui(t) —uj(t)

MU= O] WO —u o) ©
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Slika 1. Reoladki model medudjelovanja kugli: (a) prekla-
panje, (b) kohezija, (c) definicija vektora

Iznos relativne brzine na pravcu te spojnice odreden je
skalarnim produktom

875(1) = Ui (1) i (1), )
gdje je uj j(t) = U;(t) — U;(t) relativna brzina medu ku-
glama, definirana kao razlika vektora brzina sredista ku-
gli.

Dodatni je uvjet za pojavu kohezije odvajanje kugli
duz spojnice sredista. Skalarni produkt

dlj () = Ui j(t) - ui g (t) ®)

daje smjer relativne brzine u odnosu na smjer spojnice te
je, ovisno o predznaku df'; (t), relativno gibanje kugli

>0 priblizavanjeduz n; j(t),
dj(t)$ <0 odvajanjeduz n;;(t), 9
=0 gibanje okomito nan; (t).

Za pojavu kohezije mora dakle biti ispunjen drugi uvjet.
Tangencijalna se komponenta 6}7 i (t) relativne brzine za-
nemaruje zbog centricnog modela medudjelovanja. Svi
spomenuti vektori prikazani sunadlici 1.c.

Najveti je doseg kohezije odreden sa

60:7Nr$1ax :7pNgmin(m7mi)’ (10)
Kij ki

gdjeje Ng, najvectasilakohezije definiranakao postotak
pn tezine lakSe od dviju kugli. Odabrano je py = 0, 1.
Negativni predznak u (10) oznatavavlatnu silu. Natgj je
nacin onemoguceno ,vjeSanj€’' kugle o kuglu i odrzava-
nje kontakta velikom vlatnom silom kojane postoji medu
stvarnim zrnima — naime, u sloZaju prevladava prijenos
silatlatnim medudjelovanjem.
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Konstante kij i ¢ j su krutost i viskoznost modela
medudjelovanja:

o _kikj oGS
i = ki+|(j’ Gi = Ci—Q—Cj’ (11)
definirane su kao serijski spojevi krutosti (ki, kj) i vi-
skoznosti (c;, ¢j) pojedinih kugli. Spomenimo da su pos-
tupci ispitivanja i utvrdivanja konstanti medudjelovanja
(11) zbog malog dodirnog podrucjatek u zatetku (ekspe-
rimental na mikromehanika).
Algoritam opisanog modela medudjelovanja prikazan je
pseudokddom 1.
Model je stijenke silosa natinjen od nepomicnih kugli,
slu€ajnih polumjera prema (1), koje se preklapaju. Nataj
se natin dodatno umanjuje mogucnost pravilnog slaganja
modela doZaja. Takav model takoder opona3a hrapavost
stijenke i geometrijske pogredke na njezinoj povrsini.
Time se u odsutnosti ,,skupog’ modela trenjaizmedu sti-
jenke i sadrZgja (odredenog koeficijentom trenja) nasto-
jalo simulirati barem geometrijske uzroke te pojave. Broj
je nepomicnih kugli u prilozenim algoritmima oznacen
sany.
Tijekom punjenjai, posebice, praznjenja silosa kugle su
u stalnom gibanju. Broj kugli koje mogu utjecati na pro-
matranu kuglu, kao ni polozaji tih kugli (zbroj u (3)),
nisu stoga unaprijed poznati. U najjednostavnijem pris-
tupu ispitivanja mogucih medudjelovanja— svaka kugla
sa svakom (petljepoi i j uagoritmu 1.) — broj je po-
trebnih operacija proporcionalan san?(t), &o je za veliki
n(t) neprihvatljivo zbog velikog utroska kompjutorskog
vremena. Algoritmi za rjeSavanje ili barem djelomi¢no
ublaZavanje tog problema pripadaju posebnoj skupini al-
goritama o kojima smo vodili ratuna, ai o njimau ovom
¢lanku netemo podrobnije govoriti [2,12].

3 Fazaslobodnog pada i péetni uvjeti

Pomak i brzina promatrane kugle mogu se u trenutku nje-
zina prvog dodira s kuglama sadrZaja, odnosno na kraju
stadija slobodnog pada, odrediti analiticki: dodiruju li se
dvijekugle, sindeksimai i j, njihova sredista moraju za-
dovaljiti sljedetu nelinearnu algebarsku jednadzbu:

Juij @) = i+ 1), (12)
gdjesur; i rj polumjeri tih kugli. U trenutku prvog dodira
to koordinate sredista padajuce kuglei su

Xi(to) =0, Vi(to) =Yo, z(to)=20—hi(to),  (13)
gdje su xg i Yo pocetne koordinate kugle u koordinatnoj
ravnini xy, a odredene su izrazima:

X0 = Xmin + (Xmax — Xmin) rnd(),

14
Yo = Ymin + (Ymax — Ymin) rnd(), a4
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Algoritam 1. Prora€un djelovanja medu kuglama

1: forces(n,g, pn,K,c,m,X,y,z,r,X,y,2) — [fx,fy,f;]

2. fori—1ton—1do
3 for j—i+1ltondo

4 U<—\/(Xi—Xj)2+(yi—Yj)2+(2—21)2
5 d—ri+rj—u {razmak/prekliop: (5)}
6: ke kikj/(k +kj) {krutost: 1. jed. u (11)}
7: Nfex < Pngmin(m, m;)  {najvetakohezija}
8: if & > 0then {preklapanje}
o ccicj/(ci+cj) {viskoznost: 2. jed. u (11)}
10: & [(% = %) (% —xj) + (% = Y;) (Vi — Vi)
+z-z)(z-z)l/u {(M}
1L f—kd+cd {medudjelovanje: 1. jed. u(4)}
12: else if (—Nfa /k) < & < 0then {kohezija}
13: d— (% —X;) (% = %)) + (Vi =¥ (% —¥j)
+(2-2)(z—-7) {@®}
14: if d < 0then {udaljavanje duz normale}
15: f —kd {medudjelovanje: 2. jed. u (4)}
16: else{priblizavanjeili tangencijalno gibanje}
17: f—0 {medudjelovanje: 3.jed. u(4)}
18: end if
19: else{nema medudjelovanja}
20 f—0 {medudjelovanje: 3. jed. u (4)}
2L end if
22 fx = (i —xj)/u; fy — f(yi—yj)/u;
f— f(z—z)/u {medudjelovanje: (4)}
23: fi — fxi + i fyi — fyi +fy,
fz — fz+f, {silanakuglui: (3)}
24: fyj — fxj — T fyj — fyj — fy;
fzj « fzj— T, {silanakuglu j}
25:  end for
26: end for

ukojima (Xmin, Yimin) | (Xmax. Ymax) OZNnatavaju koordinate

donjeg lijevog i gornjeg desnog kuta gornjeg otvora mo-

dela silosa. Nadalje, zp je visina silosa, a hj(tg) rela-
tivnavisina sredista kugle u trenutku prvog udara o kuglu

slozaja, mjerenaod vrhasilosa. UvrStavanjem (13) u (12)

dobivamo kvadratnu jednadzbu

hi(to)® + 2[z0 — Zj(to) i (to) + |ui (o) [ — (ri +1})* =0, (15)

koja kao rjeZenja daje moguce visine h;(to) pri dodiru s

kuglom | sadrzaja. Ovisno o vrijednosti diskriminante

D(to) = 0, moguca su tri rjeSenja prikazana na slici 2.a.

Pritom postoji nekoliko poloZaja kugli od kojih neka ne-

maju fizikalno i/ili geometrijsko znacenje:

1. AkojeD(tp) > 0, postojedvarealnarjeSenja, slika2.b.
Samo je rjeSenje bliZze promatranoj kugli moguce, jer
prodiranje kugli bez medudjel ovanja nije dopusteno.

2. Ako podrugje rje3enja sadrzi k(tp) mogucih susjeda,
mjerodavno je ono rje3enje koje je blize promatranoj
kugli: hi(to) = mingg) (M (t0)), slika2.c.

GRADEVINAR 54(2002) 3, 135-144
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hyto)=hy 2(ta)

Dlto)<0] Dto)>0 |Dlto) <0
Dito)=0 Dfte)=0

@ (b) (0)

hi{to)=min h"i?z"(tu}= h(il.JZ (ta)
i)

hilta)=h; 1 (ta)=h; 2(to)

(d) () )

Slika 2. Moguca rie$enja prvog dodira medu kuglama: (a) podruéja rie$enja s oznakama, (b) dva realna rigenja na istoj
kugli, (c) rje senja na dvjema kuglama, (d) jedinstveno ri&enje mealu kuglama, (€) nema realnog riéenja medu

kuglamaii j, (f) nema rjeSenja za kuglui

3. Ako je D(tg) = 0, postoji jedno realno rjeSenje s tan-
gencijalnim poloZajem kugli, slika 2.d. Takav se do-
dir moze ostvariti samo uz neizmjerno veliku vliatnu
(kohezijsku) silu. Ostali se oblici medudjelovanja ne
mogu ostvariti (§;,j(to) = 0).

4. Ako je D(tp) < 0, kvadratna jednadzba nema realnih
rieSenja, o znati dakuglai ne moze dodirnuti kuglu
j jer jeizvan podrucja medudjelovanja, slika 2.e.

5. U ducgju da tijekom slobodnog pada kugla ne moze
nati nijednog suseda, ocito je da nije u silosy,
sika2.f.

Opisani se algoritam, podrobnije prikazan pseudo-
kddom 2., moze izvrSavati ako trenutni polozgj mo-
dela sloZagja potpuno ne ispunjava silos. Dakle, povre-
meno treba , Cekati” spustanje/dijeganje sadrzaja, 3o se
moZe utvrditi kontrolom najvete visine kugle, zmax(t), U
slozgju. Ima li dovoljno mjesta (zmax(t) < zp), nove se
kugle mogu spustiti u silos.

Kad pronademo relativnu visinu sredistakugle u trenutku
prvog udara hi(to), lako je utvrditi poCetne uvjete po-
trebne za metodu prediktor—korektor:

Xi(to) = Xo, Vi(to) =Yo, z(to) =20 —hi(to),
X(to) =0, Vi(to) =0, Z(to) =+/2ghi(to).

Na poCetku punjenja, kad kugle imaju veliku poCetnu br-
zinu 7 (tp), dolazi do intenzivnog gibanja sadrZagja. Takvo
stanje moze uzrokovati numericku nestabilnost pa Cesto
treba proratun zapoCeti vrlo malim vremenskim kora-
cima. lako nije fizikalno opravdana, druga je moguénost
prihvatiti Z (tg) = 0; kako kuglaimamalu masu u odnosu
namasu sadrzaja, toimamali utjecg naiznos opteretenja
amoze stabilizirati metodu korak po korak.
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Algoritam 2. Odre divanje pocetnih uvjeta

1: free_fall (Xmin, Xmax, Ymin; Ymax, min, 'mex ¥; Ke, Cc; 20, Zmax,
n,x,y,z,r) — [n,m,K,c,x,y,z,r,X,y,Z|
2: while zmax < zp do {silosnije pun}
3 Xo < Xmin + (Xmax — Xmin) rnd();
Yo <= Ymin + (Ymax — Ymin) rnd() {novakugla: (14)}
4 1o+ I'min+(fmax —rmin) rnd() ~ {polumjer kugle: (1)}
5 find«— false {joSnemasusjeda}
6: hmin<—2  {poCetnavisina}
7. fori—1ltondo
8 b 2(z0—1z)
9 ce (X—X)2+(Yo—¥i)2+(20—2)3— (ro+1i)?

10: D—b?—4c {diskriminanta, uza=1}
11: if D > 0then {novi dodir}

12: h— (-b++vD)/2 {blizerjeSenje}
13: if h < hyin then {vi& susied}

14: hmin —h  {novangmanjavisina}
15: find < true {susied pronaden}
16: end if

17: end if

18: end for

19:  if find = true then {kuglau dodiru sa sadrzajem}
20: n—n+1

2L Xn <= X0, Yn < Yo,
Zn < 20— hmin  {poCetni polozaj: 1. redak u (16)}

Zn < /20hmin  {poCetnabrzina: 2. redak u (16)}
23 'n+<TIo
24; my — y4/3r3n  {masakugle}
25: Zmax < MaX(Zmax,zn)  {visinasadrzaja}
26 ki — ke {krutost kugle}

27 G < Cc {viskoznost kugle}
28 else

29: "kuglaizvan silosa

30:  endif

31 end while
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4 Integracija jednadzbi gibanja:
metoda prediktor—korektor

Sustav jednadzbi (2) pribliZzno opisuje geometrijski i ma-
terijalno nelinearan dinamicki problem. | uz pretpostavku
materijalne linearnosti, sile znacajno ovise o polozajima
kugli te se intenzivno mijenjaju u vremenu (4), tako da
geometrijska nelinearnost onemogucuje primjenu prin-
Cipa superpozicije. Zbog toga za rjeSavanje dinamickog
sustava treba primijeniti neku od metoda korak po korak.
Ovdje je upotrijebljena izvedenica metode prediktor—
korektor (engl. predictor—corrector). Ukratko, zamisao
metode je djedeta: na temelju poznatih vrijednosti na
poCetku koraka (a u nekim inaCicamai iz prethodnih ko-
raka) i odredene ekstrapolacijske funkcije izraCunava se
vrijednost na krgju koraka (pretpostavka/prediktor). Po-
tom se s pomotu te vrijednosti i prve, drugeili neke vise
(ovisno o diferencijalnoj jednadzbi) derivacije ekstrapo-
lacijske funkcije u njoj izraCunava popravljena vrijednost
(popravak/korektor) [1, 6].

4.1 Prediktor

Integracijom poznatih odnosa,

t2

Ui(tz) = Ui(ty) + [ Gi(t)at,
. (17)
ui(t2) = ui(t1) +./t Ui (t)dt,

dobivamo:

Upﬁi (tz) = (tl) + UjAt,
: 1. .5 (18)
Up;i(t2) = ui(ty) + Ui (t) At + §uiAt ,

&o daje priblizne vrijednosti brzine Upj(to) i pomaka
Up,i(t2) nakraju prediktora. U izrazima (17) i (18) U (t1)
i Uj(ty) su pocetni uvjeti, a U;(t) = Ui (t1) = U; ubrzanje
izratunato iz dinamicke ravnoteze u trenutku t:
ki(ta) .
i) =M1y [ki.,j5i,j(t1)+Ci,j5{jj(t1)}ni,j(tl)+gv (19)
j=1
Jj#i
gdie je ki(t1) broj suseda kuglei. Tijekom vremenskog
koraka At =t —ty ubrzanje U; se ne mijenja.
Postupak je podrobno prikazan u agoritmu 3. u kojem
indeksi (i) i (i+1) odgovaraju vremenimaty i to.

4.2 NeuravnoteZeno ubrzanje nakraju prediktora

Pretpostavka o konstantnom ubrzanju tocna je samo kada
izmedu kugli nema medudjelovanja, primjerice tijekom
slobodnog pada, $to se u modelu sadrzaja silosa dogada
vrlo rijetko. Sudari su medu kuglama ucestali, ¢ak i u
kratkim vremenskim intervalima, tako da je pretpostavka
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Algoritam 3. Prediktor

1. predictor (nw,g,At,n(i),m(i),fx(i),fy(i).,fz(i),k(i).,y(i),'z(i),
X(i):Y(iy» 2i)) — Kay> Yy, Zys X 11)» Yiir1)- Zi+ 1)
X(i+1):Y(i4+1) Z(i+1)]

2: for k« ny +1tongy do {kugle u gibanju}

3 Ry < T/ My Ykay < Fyka) /My

Ziy = Taiy /My +9 {ubrzanjeuty: (19)}
4 K(ia1) < ) FRDAL Vi) — i) + Vi) At
4 1) < Lyt ZiAt {brzinauty: 1. jed. u (18)}
B Xi(ir1) < X(i) T Xy At + Xy A2 /2;
Yii-+1) — Yi(i) + k(i) At + Vi) At/ 2;
Zi4+1) (i) + 2y AL+ Zi) At /2
{pomak uty: 2. jed. u (18)}

6. end for

0 konstantnom ubrzanju nedvojbeno pogreSna. U tre-
nutku prvog udara, unaprijed nepoznatog, funkcije kru-
tosti i viskoznosti su prema naSem linearnom modelu
medudjelovanja singularne, pa isto vrijedi i za funkcije
brzinei pomaka. 1z uvjetaravnoteze (2) zbog m; = const.
dijedi dajei funkcija ubrzanjasingularnai u slucaju ve-
likog broja medudjelovanja vrlo oscilirgiuca. Stoga bi
pretpostavka o promjenjivoj (nekonstantnoj), ai pretje-
rano glatkoj funkciji ubrzanja slabo pridonijela tonosti;
Stovide, vjerojatno bi dovela do vete pogredke ili nesta-
bilnosti, a svakako bi produljilatrajanje proracuna.
No, sigurno je U;(t) # const., §to zapravo znaCi da neka
medudjelovanja nisu uzeta u obzir, pa su (18) tek pri-
blizne vrijednosti iz kojih slijede i priblizne vrijednosti
relativne brzine Sln i (t2), razmaka medu kuglama g j (tz) i
smjeranjihove spojnicen; j(t2). Zbog toga ne postoji su-
glasieizmedu prediktorske pretpostavke (19) napocetku i
ravnotezne vrijednosti ubrzanja na kraju vremenskog ko-
raka,

ki) n
i) =M; 2 > [ki,j5i‘j (t2) +Cijd; | (tz)]ﬁi,j(tz) +g (20

=
sadaje broj sugjednih kugli ki(t2). Nakraju intervala pos-
toji, prematome, neuravnotezeno ubrzanje

AU (t2) = Gi(t2) — G- (21)

|z svegareCenog nedvojbeno slijedi daje vrlo teSko odre-
diti dobro pribliZzenje funkciji ubrzanja kugle, tako da se
moze ocekivati prilicno velika vrijednost (21). OCito je
da popravak (korektor) prediktorskog ubrzanja moze biti
odlucan za stabilnost proracunai uporabu vetih vremen-
skih koraka.
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4.3 Korektor

Buduti da raspolazemo vrijednostima ubrzanja i rezidu-
ala na kraju vremenskog koraka, mozemo pretpostaviti
linearnu promjenu ubrzanja unutar njega:

.. L AU(t2)

Uj (t) =Uj+ Tt, (22)
&o nakon integracije (17) uz uvazavanje (22) daje po-
pravljenu vrijednost brzine i pomaka (18) na kraju vre-
menskog odsjecka:

. . ) 1.
Uci(t2) = Upji(ty) + UiAt+§AUi(t2)At>
D
Up.i(tz)
(23)

. 1. 1.
Uii(t2) = Upi(ta) + Up;i(ty)At + EuiAtz + g Al (t2) At2.

up;i(t2)

Izrazi (23) su pocetni uvjeti za sljedeti vremenski od-
siecak (novi prediktor). Opisani je postupak prikazan na
dici 3.

R TS

Ut a0t At

U(t) =M () +g
Alta)=ult)—u

Slika 3. Putanje kugle po metodi prediktor—korektor s
konstantnim prediktorskim i linearnim korektor-
skim ubrzanjem

Prema posljednjim jednadZbama, izrazi (18) mogu se
shvatiti kao pocetni uvjeti za korektorski i, kao &o
¢emo vidjeti u idutem poglavlju, za rekorektorski dio
proracuna.

4.4 ViSestruki korektor: implicitna inaCica metode
prediktor—korektor

Ako putanju kugle unutar vremenskog koraka opisuje
vrlo oscilirajuca funkcija (isprekidano na slici 3.), moze
se oCekivati veliko neuravnotezeno ubrzanje:

Almax = miax|AUi ('[2)‘ > &y, (24)

pri ¢emu je g; odabrani kriterij. Linearni popravak
moze tada biti vrlo ,grub’, tako da postaje nuznim
smanjiti duljinu vremenskog koraka ili upotrijebiti vise-
struki korektor (rekorektor) do zadovoljenja zadanog kri-
terija. Potonje je zapravo implicitno proSirenje metode
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prediktor—korektor, pa se (20), (21) i (23) mogu zapisati
kao:

40 N
U () =M Y

=1
i

A (1) = iV (tp) — ()

—(i =n(j) (i
58 t2) +a8) ()]n) +o

(] . 1 .
00 (t) = Upi(t2) + iAuf”(tz)m,

j 1 .
ugh ™ () = upi(t2) + éAui(J)(tz)Atz.

Broj je popravakaoznatens (j) i (j+1). Ako se korek-
tor izvede samo jednom (j = 0) govorimo o eksplicitnom
obliku metode prediktor—korektor.

Spomenimo da za probleme u kojimaje Alimax >> € heki
autori preporucuju uporabu drugih metoda, poput me-
tode Runge—Kuittaili, u novije vrijeme, metode Bulirsch—
Stoer. Medutim, analize i dokazi ucinkovitosti i toénosti
tih metoda mahom su ograniCeni na primjene za , glatke’
probleme, te je preporuka upitna za visokofrekventne
funkcije s brojnim singularitetima.

4.5 Kriteriji prekida
45.1 Kriterij prekidakorektora

1z prethodnog se poglavlja moZe naslutiti daje dobar kri-
terij za prekid ponavljanja korektora:

Al = max| At (t)] < eq, (26)
|

gdie je g; odabrani postotak p; od g. Nije, medutim,
nuzno postavljati stroge kriterije za prekid rekorektora.
Drugim rije€ima, ne treba traziti preciznu trenutnu rav-
notezu sustava i troSiti proratunsko vrijeme unutar sva-
kog prirasta vremena— zbog intenzivnog se gibanja sus-
tavasilei polozaji medu kuglama znatajno mijenjaju vet
u sljedeCem vremenskom odsjecku. Ipak, nekoliko itera-
cija moze znatajno smanjiti neuravnotezena optereCenja
na kuglei omoguciti povetanje vremenskog koraka.

45.2 Kriteriji prekida proratuna: lokalnai globalna
ravnoteza

Uvedena su joS dva kriterija za prekid cijelog pos-
tupkaproratunau stadijimapunjenjai udaramaterijalom.
Prvo, kontrolirana je ravnoteza pojedine kugle, odnosno
odredena je najveta neuravnotezena sila u korektorskoj
fazi:

. k(tz)
fima(t2) = max| 3 1 (t2)] <er. (27)
k=1
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gdje je kriterij e; odreden kao postotak p; teZine ngjma-
nje kugle.

Drugo, kontrolirana je ravnoteza Citavog modela
sadrZgja, odnosno izratunana je ukupna neuravnotezena
sila, ufazi korektora, tako da fé’ﬁ (t2) <ef(t2) gdjeje,

(t2) n(tz) .
o (t2) = JZ&. (t2)+ Z 1)+ Y 1), (28)

i=ng¢ i=ng¢ i=ng¢

ukupni rezidual modela, ans = ny + 1 prvakugla u giba-
nju. Kriterij €5, (t2) odreden je kao postotak ps, trenutne
tezine gmigt (t2) slozaja

n(tp)
ef,(t2) = Pr, IMiat(t2) = Pr g D, M(t). (29)

i:nf

Treba napomenuti da zadovoljenje kriterija ravnoteze ci-
jelog sustava ne znaci i dovoljno uravnotezenje pojedine
kugle, dok je obrat, naravno, tocan. Zbog toga se unu-
tar modela slozgja moze pojaviti pogresno rastavljanje
sila medudjelovanja. Primjerice, ako se nekoliko ku-
gli velikog sustava giba zrakom, globalna je ravnoteza
sustava zadovoljena, iako su reziduali tih kugli preveliki
(lGi(t)] > g). Opisani je slutaj dakako bezazlen jer je
masa nekoliko kugli zanemariva u odnosu na masu sus-
tava, ali ovakva se ,grubd’ ravnoteza moze pojaviti neg-
dje unutar modela sadrzajai sprijeCiti pojavu unutradnjih
lavina koje opet mogu znatajno povetati opteretenja na
stijenku.

U naSem je radu odabrano p; = 0,1, pf = 0,11 pg, =
0,01, Sto je mozda nedovoljno, ali strozi bi kriteriji pro-
duljili trajanje proratuna, posebice blizu polozajastaticke
ravnoteze kada su brzine, atimei utjecaj prigusenja, vrlo
mali.

Algoritam korektorske faze prorauna s kriterijima ko-
nvergencije i mogucnostu ponavljanja prikazan je pse-
udokddom 4.

4.6 Algoritam metode prediktor—korektor

Sada se moze prikazati cjeloviti agoritam metode
prediktor—korektor primijenjene narje3avanje sustava (2)
sa zadanim pocetnim i rubnim uvjetima. (Spomenimo
da su kugle koje su zatvarale lijevak silosa na pocetku
praznjenja postale pokretne i zajedno s kuglama koje
su praznjenjem napustile silos ponovno upotrijebljene za
njegovo punjenje.) Naglo zatvaranje lijevka simulirano
je trenutnim zaustavljanjem kugli koje su se u trenutku
zatvaranjanaSle u ravnini otvorai njihovim pretvaranjem
u rubne kugle. (Opisani postupci traZze neke operacije za-
mjene markica i indeksa kugli.) Algoritam je prikazan
pseudokddom 5.
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Algoritam 4. Korektor s kriterijima konvergencije

1. corrector (nW g, At, NGy, My, ><| vy Ty Xy ¥ ()5 Z(i)s

X(i41)>Y(i+1): Z(i+1): (.+1),y(.+1> Zi4 )pfl)
=l i) 1l o) i) 2l
ZT(TJ1(T+1)1) frswj()wl ft((|)+1) 8f1<|>7AUr<n(.+1)]
2 Myiy O, fr(n]()|+1) 0
f>E(ji)+1> =0 f)E(-|)+l) <0 fz((ji)+1) <0
254@1)1) 0 A”fnglﬂﬁo {ponidtavanje}

3. for k —ny+1tong do {kugleuglbanju}

<) -l .
Xi+1) i+1) /mk d y(|+1 yki+1 /mk'

A)) +1)/r’r‘k(l)—i—g {ubrzanjeuty: 1. jed. u(25)}

(|+1
. (i) (1) () (1)
5 A% 1) < i) — %) Ay(|+1) Vit~ Ykay:

A

()
xk(
(1)
(

(
AZEH)FI) Eij—l) i) {rezidual uty: 2. jed. u (25)}
& >'<k<i+1> = X(i+1) +A><(k 111 AL/2;
y(kj<|++1 “—Yi(i+1) AY;(((iH)At/Z,

Bt — ey A%, A2,
{(re)korigiranabrzinau t: 3. jed. u (25)}

7: Xfﬁ(i;]?) — X(i+1) +Axl<( i+1) At2/6

Y(kiﬁﬁ “— Y(i+1) +Ay(k<i+1 A2 /6;

21<<J(|++1 = A(i+1) +AZk|+1 At?/6

{(re)korigirani pomak uty: 4. jed. u (25)}

& 21— max(@)i AL ) {visnasadraaja)

. () 2(j) 2(1)
90 Al ARG A (HJ—1)+AZZ|+1
(i) (1) (1)
A“m(|+1) — max(Aliy; 4, AU )

{neuravnotezeno ubrzanje: (26)}

. (1) 2(j) 2(j) 2(j) .
100 fily) — \/ka(i+1) + iy + Ty
(i) (i) (1)

i) max(fm(|+1>, five)
{neuravnotezenasila: (27)}

. () (1) () (1) () m .
i f><(|+1) —f |+1)+ka(|+1) fy(|+1) fy(|+1)""fyk(|+1)
fz((Ji>+1) — fz((i)+1)+ fz<k(>i+1) {ukupni rezidual: (28)}

12: Myi) < M) + Mgy {ukupnamasa: (29)}

13: end for

r0)) (1) 2())  g20)
14: ft(i+1)‘_\/fx(|+1)+fy(|+1) Ai+1) {ukupni rezidual: (28) }

15: g,() « Pr,Myig {kriterij reziduala: (29)}
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Algoritam 5. RjeSavanje sustava (2)

I: pe (edy, B, ey frey @ Xeni s Yimaoxs Vemin Yomax, Fonins Fina s 85 Vs K,
Cueakey Coy 20, A, Py Py P p.i"r} —* .[.rJ.{ ]1'r {1 r-[;_:n
X(iys Fon By %00 ¥ H0)2 X0 ¥y 240
2 gg 4= pug  {kriterij ncuravnotefenog ubrzanja)
3 gp +—peyd/3e m {Kriterij neuravnoteZenc sile}
4 [mws k(o) €(0): X(0)s ¥(0)> (0> T(0)»
= wall (dy, figy, dle,fte, Kig, € )2

%) Fio) Z(0)]

{model stijenke silosa}
5 myg) +—me  {broj kugli jednak je broju rubnih kugli}
6: Wi bigy  {broj rubnih kugli u pojedine] kocki}
T gy 0 {pobetna visina sadriaja}

& i+ 0 {brajad vremenskih koraka}
% repeat {petlja po vremenskim koracima}
10 [y Mgy Kgap €ay ¥ane Y 2000 Ty ¥ 10 20|
4 freefall {Xpsn, Xmaxs ¥min s ¥maxs Fmins Foass T e o

20 Zmf) s P40 X000+ Y3200 1))
11: I;_{I-} = I} f. (i) e 0 f.-[,} — 0

2 [T Lol < Torees (g, pavi Ky (g g,
X(i)s ¥ia) B P My Vi )

3 Primjer

Prema prikazanim je algoritmima u programskom je-
ziku FORTRAMu 77 (tvrka Absoft) napisan rafunalni pro-
gram za simulaciju punjenja, praZenjenja i udara materi-
jalom pri naglom zatvaranju otvora lijevka. Za potrebe
grafickog pradenja rezultata program je nadopunjen pot-
programima za brzi perspektivni prikaz tijeka proraduna s
moguénostima presijecanja modela (upotrijebljena je bi-
blioteka grafi¢kih funkcija PGPLOT).

Meki su od rezultata proraduna prikazani na slikama 4.
do 7. (Polovina modela je uklonjena radi pradenja zbi-
vanja unular silosa.) Treba istaknuti izrazito diskonti-
nuirano ponadanje sloZaja (gustofe, medudjelovanja, br-
zine) i opteredenja na stijenku, §to modeli utemeljeni na
mehanici kontinuuma ne mogu obubvatiti. Opéirnija ana-
liza ovdje samo spomenutih rezultata predmet je poseb-
nog Clanka.

CURRENT MOCEL DATA

todss: 22024

-
|inside: 18203 B X

oyiside: £338 20 X

touching: 21525 G717 F ol talal
sticking: B4 1B % of tolal
wilhout contacts: O o % ool ingids

13 [y 30 B i 0 FO s B 200 K 100 ¥ (k)1 B
= predictor {riw,g,m,n{‘-]_.m“}, sty BBt
Ry ¥ie) o 2y X Y 21
14:  j+ 0 {brojag (re)korektorskih koraka}
15 repeat {{re)korektorska petlja}
5 ) : 1] 7]
M ri%;—l] 0 [;'Eiq-l] =0 r_E;:+1] =N
: J ;
H: [frin n*'jwnl riw]] ¢ forces (ng, K €
M) X0 X1 B 1) T (0 R ) ¥ (i) B ))
; [i1) {.f+l] (U L) JLFeL) L0} L)
18: {'-t[m) {eqa}-*[emr X1 X 1) 1 Z{i1) *Emgiet)
At
mi|+l:|' .:[I+I:|'EJ|( T n'[d+|.:|} = corrector (n,, g,
A "(i}"“Erl‘rE:{:i-l}’f{LH-I]’[{[4+l;|’xl:11’ {i]-':*[f]-'
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Slika 4. Ponafanje sadrZaja pri prainjenju silosa
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Slika 5. Vektori brzina zrnd pri praZnjenju
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Slika 6. Velifine i smjerovi medudjelovanja

6 Zakljuéak

Rezultati

dobiveni metodom  diskretnih  elemenata

Jjo& nisu u potpunosti primjenjivi za dimenzioniranje si-
losa [10]. Oblici nekih diskretnih pojava jasno su za-
biljeZeni, ali s iznosima optereéenja treba biti oprezan.
Trenutno je stanje takvo iz dva razloga: a) prarafuni
velikih diskretnih sustava su dugotrajni, poglavito kada
odredivanje anvelope djelovanja na stijenku trai parame-
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Slika 7. Horizontalni pritisci na razmotanom plaSiu

tarske studije, a b) znanja o abliku, granulometrijskom
sastavil | mikromehanidkim svojstvima medudjelovanja
(posebice trenja) medu zrnima unutar neporemedencg
sadriaja su skromna.
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kretnih elemenata jednostavnijih oblika, a drugi nas pro-
blem tjera na pojednostavljenc konstitutivne modele zrna
i medudjelovanja &0 prorafune jof uvijck &ini pregru-
bimaz.
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