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J. Radni¢, D. Matesan Izvorni znanstveni rad

Proracun betonskih ljusaka s ukljucenjem reoloSkih svojstava betona

Prikazan je model i razvijeni software za proracun betonskih ploca i ljusaka opterecenih dugotrajnim
statickim opterecenjem. Simulirana je materijalna i geometrijska nelinearnost. Modelirano je puzanje,
skupljanje i starenje betona, tecenje betona u tlaku, otvaranje i zatvaranje pukotina u viaku te viacna i
posmicna krutost puknutog betona. Modelirano je i nelinearno ponasanje armature. Primjer ilustrira
tocnost i neke mogucnosti primjene modela i proracunskog programa VALJ.

J. Radnié, D. Matesan Original scientific paper

Concrete shell computation with determination of rheological properties of concrete

The model and software for the computation of concrete slabs and shells exposed to a prolonged static
load is presented. The material and geometrical nonlinearity is simulated. The following features are
modeled: creep, shrinkage and aging of concrete, concrete flow under pressure, opening and closing of
cracks subjected to tensile stress, and tensile and shear stiffness of cracked concrete. The nonlinear
behavior of steel reinforcement is also modeled. The example shown illustrates the accuracy and some
possible uses of the VALJ model and computational sofiware.

J. Radnié, D. Matesan Ouvrage scientifique original

Calcul des voiles en béton compte tenu des propriétés rhéologiques du béton

L article présente le modele et le logiciel développé pour le calcul des dalles et des voiles en béton
soumis a une charge statique de longue durée. La non-linéarité matérielle et géométrique a été simulée.
On a modélisé le fluage, le retrait et le vieillissement du béton, I’écoulement du béton en compression,
["ouverture et la fermeture des fissures en traction, ainsi que la rigidité de traction et de cisaillement du
béton ayant subi la rupture. Le comportement non-linéaire de 'armature a également été modélisé.
L’exemple fourni illustre la précision et certaines possibilités d’application du modeéle et du logiciel VALJ.

U. Paonuy, J]. Mamewan Opueunanvhas nayynas paboma
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B pabome noxazana moodenv u passumuvlii copmeep 0 pacuéma 6emoHHbIX NAUM U 000104eK, Haspy-
JHCEMHBIX ONUMeNbHOU cmamuyueckou Haepyskou. Cumynupobana mamepuanvHas u 2eomMempuyeckas
Henunelinocms. Mooenuposanvl nonzyuecms, ycaoka u cmapeHue Oemowna, meyeHue OemoHa Noo
oaeneHuem, OmKpbimue U 3aKpolmue mpewur npu PACMAXCEHUU, d MAKHCE HCECMKOCHIb NPU PACMANCe-
HUU U cO8U2e pacmpeckannozo bemona. Modeauposaro u nenuneliHoe nogedexue apmamypol. I[pumep
WITIOCMPUPYEm MOYHOCIb U HEKOMOPble 603MONCHOCHIU NPUMEHEHUS. MOOEIU U PACYEMHOU NPOSPAM-
Mot VALJ.

J. Radni¢, D. Matesan Wissenschaftlicher Originalbeitrag

Berechnung von Betonschalen unter Einrechnung der rheologischen Eigenschaften des

Betons

Dargestellt ist das Modell und das entwickelte Sofiware fiir die Berechnung von Betonplatten und -
schalen, belastet durch lang andauernde statische Belastung. Simuliert ist materielle und geometrische
Unlinearitdt. Modelliert sind Kriechen, Schwinden und Altern des Betons, Fliessen des Betons bei
Druck, offnen und schliessen der Risse bei Zug, sowie Zug- und Schersteifigkeit des geborstenen Betons.
Auch das unlineare Verhalten der Bewehrung ist modelliert. Das Beispiel illustriert die Genauigkeit und
einige Anwendungsmoglichkeiten des Modells und des Berechnungsprogramms VALJ.

Autori: Prof. dr. sc. Jure Radni¢, dipl. ing. grad., Gradevinski fakultet Sveucilista u Splitu, Matice hrvatske 15;
mr. sc. Domagoj MateSan, dipl. ing. grad., IGH Zagreb, Poslovni centar Split, Matice hrvatske 15, Split
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1 Uvod

U pokusaju razvoja numerickih modela za $to realniju
simulaciju ponaSanja betonskih ljusaka (nearmiranih,
klasi¢no armirani i prednapetih), u radu [20] izloZen je
model za stati¢ku analizu ljusaka opterecenih kratkotraj-
nim statickim optere¢enjem, a u radu [21] model za dina-
micku analizu ljusaka. U ovom je radu izloZzen model za
statiCku analizu ljusaka izlozenih dugotrajnom opterece-
nju, s moguéno$cu simulacije utjecaja reoloskih osobina
betona. Kako je niz proracunskih rjeSenja zajednicki za
sva tri prethodno navedena modela, to se oni opisani u
radovima [20] i [21] ovdje se nece ponavljati, a oni koji
su zbog preglednosti rada i navedeni samo su sazeto
opisani.

Ovdje ¢e se detaljnije opisati samo specifi¢nosti koje se
odnose na modeliranje vremenskih efekata betona, dok
se ostale pojedinosti usvojenog modela ljusaka mogu
naci u radovima [12], [14], [20] i [21].

2 Osnovne pretpostavke

Vremenski utjecaji betona znacajni su za naponsko-de-
formacijsko stanje nearmiranih, armiranih, prednapetih i
spregnutih betonskih konstrukcija, odnosno svih kons-
trukcija koje su djelomicno ili u cijelosti izgradene iz
betona. Oni su osobito izrazeni kod vitkih tlacnih eleme-
nata, te u slucajevima visokih naprezanja betona. Oni
izazivaju preraspodjelu naprezanja, odnosno mijenjaju
sliku unutrasnjih sila, te povecavaju deformacije tijekom
vremena. Ako se Zeli dobiti §to realnija slika naponsko-
deformacijskog stanja za uporabna opterecenja te gra-
ni¢na stanja nuzne je uzeti u obzir vremenske utjecaje
betona.

Pod vremenskim utjecajima betona ovdje ¢e se podrazu-
mijevati: puzanje, skupljanje, starenje i temperaturne
promjene.

Puzanje betona je vremensko povecanje trenutne defor-
macije betona pod konstantnim naprezanjem. Ono moze
biti nekoliko puta vece od trenutne deformacije betona.
Skupljanje je promjena volumena koja se dogada neza-
visno od naprezanja i temperaturnih promjena i odvoje-
no je od puzanja betona. Starenje se moze definirati kao
smanjenje mehani¢ke deformacije zbog povecanja ¢vrs-
to¢e i modula elasti¢nosti betona tijekom vremena. Tempe-
raturne promjene takoder mijenjaju naponsko-deforma-
cijsko stanje betonske konstrukcije.

Ovdje ¢e se prikazati samo jedan numericki model za
ukljucenje reoloskih osobina betona pod dugotrajnim
optere¢enjem. Model se temelji na onome izloZenom u
radu [20] za simulaciju betonskih i armiranobetonskih
ljusaka opterecenih kratkotrajnim statiCkim opterecenjem.
IzloZzeni model simulacije obuhvaéa bitne nelinearne
efekte ponasanja betonskih konstrukceija, kao §to su:

e utjecaj promjene geometrije (veliki pomaci)

e nelinearno ponasanje betona:
— tecenje i drobljenje u tlaku
— otvaranje i zatvaranje pukotina
— vlaénu krutost izmedu pukotina
— posmicnu krutost ispucanog betona
— puzanje
— skupljanje
— starenje
— temperaturne promjene

e nelinearno ponasanje armature
— tecenje u vlaku i tlaku
— ojacanje u tlaku i vlaku
— temperaturne promjene

e utjecaj gradenja/nastajanja konstrukcije u vremenu.

Na temelju izlozenog modela, razvijen je proracunski
program VALJ za vremensku analizu betonskih ljusaka.
Verifikacija modela provedena je na eksperimentalno
ispitanoj armiranobetonskoj gredi.

3 Usvojeni element ljuske

Formulacija efikasnoga konacnog elementa ljuske jos
uvijek nije potpuno rijeSena. Naime, jo§ uvijek nije raz-
vijen takav element koji precizno opisuje stvarno pona-
Sanje konstrukcije i nema nikakvih drugih nedostataka.
Degenerirani element ljuske temeljen na trodimenzio-
nalnoj teoriji kontinuuma danas ima najrasireniju prim-
jenu. Usvojeni degenerirani kona¢ni element ljuske [14]
osloboden je negativnih utjecaja tzv. posmic¢nog i mem-
branskog locking-a. Moze se efikasno koristiti za tanke 1
debele ljuske i ploce. Koristeni su 8- i 9- ¢vorni elemen-
ti degenerirane zakrivljene ljuske, s uslojenim modelom
materijala po debljini ljuske (slike 1. i 2.). Svaki ¢vor
ima pet stupnjeva slobode: tri translacijska pomaka u
smjeru globalnih osi i dvije rotacije oko osi u ravnini
srednje plohe ljuske. Svojstva betona mogu se razliko-
vati za svaki sloj po debljini ljuske. Armatura se modeli-
ra kao posebna lamela odgovarajuce debljine, s ¢vrsto-
¢om i kruto$éu samo u smjeru pruzanja Sipki.

h Lamele
b

l i }%IA:’ 5
S
A -1.0

Slika 1. Uslojeni model po debljini ljuske

Naprezanja

debljina ljuske
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srednja
x ploha

Slika 2. Element degenerirane trodimenzionalne ljuske

4 Model materijala za kratkotrajno staticko
opterecenje

4.1 Model betona

Upotrijebljen je u osnovi vrlo jednostavan model betona
[20], [21], temeljen na osnovnim parametrima betona
koje je ionako potrebno poznavati za druge potrebe (jed-
noosna tla¢na i vla¢na ¢vrsto¢a, modul elasti¢nosti i Pois-
sonov koeficijent). Graficka interpretacija usvojenog
modela prikazana je na slici 3.

4.1.1 Modeliranje betona u vlaku

Pretpostavljeno je linearno- elasticno ponasanje betona
sve dok se ne dosegne njegova vla¢na ¢vrstoca. Uzima
se da pukotine mogu nastati samo u ravninama okomi-
tim na srednju ravninu ljuske. Naime, usvojeno je da se
svaka lamela betona nalazi u stanju ravninskog napreza-
nja. Usvojen je model distribuiranih pukotina, odnosno
pretpostavlja se da beton i nakon pucanja ostaje kontinu-
um. Primijenjen je model tzv. fiksnih ortogonalnih pukoti-
na. Modelirano je djelomicno i potpuno zatvaranje pukoti-

Naprezanje .
Pucanje
L
~<o Vlak
& <
-~
VA
Tlak o E, Deformacije
YA
M)
Opterecenje - '{/
Rasterecenje Vi
”
Drobljenje 4 ﬁ‘
== — Model vla¢ne krutosti
Y
g
/} mmmm— Model deformacijskog ojacanja
9
/} ~ Model potpune plasti¢nosti
4 £

a) Jednodimenzionalna prezentacija

na pri rasterecenju i ponovno otvaranje prije nastalih pu-
kotina pri ponovnom opterecenju (slika 4.).

Doprinos vlacne krutosti neispucanog betona izmedu
pukotina simuliran je na uobicajeni nacin, indirektno preko
"silazne krivulje" o —& dijagrama betona u vlaku.

Simulacija posmicne krutosti ispucanog betona (efekti
"kvacenja" agregata i trenja izmedu stijenki pukotine)
izvrSena je takoder na uobicajen nacin, redukcijom mo-
dula smika (Gy,, Gi3, Gy3) ovisno o veli¢ini vlaéne defor-
macije okomite na ravninu pukotine.

Otvorena druga
pukotina

Nema pukotina

Otvorena prva Obje pukotine
p
pukotina zatvorene

Prva pukotina Obje pukotine
zatvorena otvorene

Slika 4. Moguce stanje pukotina

4.1.2 Modeliranje betona u tlaku

Ponasanje betona modelirano je prema teoriji plastic-
nosti. Pretpostavljeno je linearno elasticno ponaSanje
betona na pocetku djelovanja optereéenja, sve dok nije
zadovoljen uvjet teCenja [16]. Nakon toga usvojeno je
plasti¢no ponasanje betona. Primijenjeno je tzv. pridru-
zeno pravilo tecenja, odnosno usvojena je pretpostavka
okomitosti vektora plasti¢ne deformacije na plohu tece-
nja. Uvjet drobljenja betona u tlaku definiran je kompo-
nentama deformacija. U rasterecenju je pretpostavljeno
elasticno ponaSanje. Nakon drobljenja betona, nije se
racunalo s nikakvom kruto$¢u betona.

9

1
02 4 viak
7/
1
T T a

. i .
1o /06 02 | |02 o
/ - o

Ploha 7024 7
// pocetnog /\ 7 0.2 o
j feemja / *—__~

Ploha tecenja
(Model potpune
lasti¢nosti

7 Tlak

b) Dvodimenzionalna prezentacija

Slika 3. Grafic¢ki prikaz usvojenog modela betona za kratkotrajno opterecenje
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4.2 Model armature

Nacin modeliranja armature graficki je prikazan na slici 5.

lokalna os
elementa

srednja ravnina

Slika 5. Modeliranje armature: a) ekvivalentna lamela armature;
b) pruzanje armaturnih Sipki

Armaturne su Sipke modelirane kao zasebne celicne la-
mele ekvivalentne (normalizirane) debljine, i na odgo-
varaju¢oj (normaliziranoj) udaljenosti od srednje plohe
ljuske (slika 5.). Naprezanja se mogu javljati samo u
smjeru pruzanja Sipki. Racunano je s punom kompatibil-
nos¢éu pomaka armature i okolnog betona (bez mogu¢-
nosti proklizavanja Sipke).

S 4

Slika 6. Dijagram o—¢za €elik

Ponasanje celika opisano je bilinearnom vezom o—e, jed-
nako u tlaku i vlaku (slika 6.). U rastere¢enju je pretpos-
tavljeno elasti¢no ponasanje, s po¢etnim modulom elas-
ticnosti. Lom $ipki nastaje kada deformacija u pravcu
njihova pruzanja prekoraci specificiranu grani¢nu vri-
jednost.

5 Model materijala za dugotrajno opterecenje.
5.1 Model betona

5.1.1 Ukupne deformacije

Usvojena je pretpostavka da se ukupna jednoosna defor-
macija betona & u bilo kojem vremenu ¢ moze rastaviti u
komponente:

g =¢"+&" (1)

. m v v .o .
gdje &, oznatava mehanicku deformaciju izazvanu

nm

kratkotrajnim/trenutnim djelovanjem, a & nemeha-

nicku deformaciju koja se moze rastaviti kako slijedi
&M =cve ve've )

U izrazu (2) & oznacava deformaciju puzanja, &; defor-
maciju skupljanja, & deformaciju starenja i g,T tempe-
raturnu deformaciju. Deformacije &, & i & su od nap-
rezanja betona.

Razlaganje navedenih komponenata deformacija vidi se
na slici 7., gdje je prikazana povijest deformacija beton-
skog uzorka izlozenog stalnom jednoosnom tlaku od
trenutka .

deformacija

to t vrijeme

Slika 7. Shematski prikaz komponenti jednoosne tlacne deforma-
cije betona

5.1.2 Puzanje

Za proracun jednoosne deformacije puzanja primijenje-
na je metoda Glanvillea i Dischingera, koja je bazirana
na pretpostavci da je brzina puzanja funkcija tekuéega
jednoosnog naprezanja betona o i proteklog vremena ¢
nakon opterecivanja, tj.

de;
dt

Ako se vrijeme podijeli u diskretne vremenske intervale
At, uz t, = t ity = t + At, inkrementalna verzija
jednadzbe (3) ima oblik

= flo.t) 3)
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Ag[ﬁl‘ﬁl = g;:lﬂ Adjtn.tnﬂ = g;:lﬂ |:¢[n+l - ¢[n ] (4) ﬂ’o = 1/(0. 1 + t(())z (12)
hy=2A4c/u (13)

gdje Ag; | oznatava prirast deformacije puzanja izme-
n+

. m . v
du vremena t, i ty11, &,,, je trenutna mehanicka defor-
macija betona u vremenu #,.; (moZe biti nelinearna funkcija

naprezanja o), AD, , 1 je prirast koeficijenta puzanja
izmedu vremena f, 1 t,.1, @t ] je koeficijent puzanja za
vrijeme #,; 1 D, je koeficijent puzanja za vrijeme #,.

Inkrement deformacije puzanja Ag;  je izracunat na

bazi uvjeta na pocetku predstojeceg vremenskog inkre-
menta t,.1. Ova metoda, u osnovi vrlo jednostavna, dob-
ro opisuje povijest deformiranja ¢ak i u slucaju nagle i
nepravilne promjene naprezanja. Bududi da je inkrement
deformacije puzanja temeljen samo na tekucéoj trenutnoj
deformaciji (ili naprezanju) i vremenskim vrijednostima,
ova je metoda proracunski vrlo atraktivna.

Za koeficijente puzanja uzete su vrijednosti prema Euroko-
du 2 [9], pa se sukladno tome i izraz (4) mozZe napisati u
obliku

Agtﬁl‘ﬁl = g;:lﬂ |:¢t”+| »lo - ¢tn »lo ] (5)
gdje je

¢[”+| »lo = ¢Oﬁtc;+l »lo (6)
¢tn,t0 = (poﬂtc,,,to (7

Ako se izrazi (6) i (7) uvrste u izraz (5), slijedi

sl =< by |ge - B ] ®)

n+l

U navedenim izrazima @, oznacava osnovnu veliinu

puzanja,a f; . ip; , koeficijente kojima se opisuje

i+ Lo

vremenski tijek puzanja pod optereéenjem.

Osnovna vrijednost puzanja @, moze se odrediti s po-
mocu

Dy = Dpyy /’7 fom ﬂto )
gdje @p;; oznacava koeficijent kojim se uzima utjecaj
relativne vlage, S, koeficijent kojim se uzima utjecaj
¢vrstoce betona i 'Bto koeficijent kojim se uzima utjecaj

starosti betona na pocetku djelovanja opterecenja na
osnovnu vrijednost puzanja. Pri tome je

Dy = 1+(1-RH /100) /(0.1 1)) (10)

B =168/ f° (11)

GRADEVINAR 55 (2003) 1, 1-13

U tim izrazima RH oznacava relativnu vlaznost (u %),
hy srednji polumjer elementa (u mm), f.,, srednju tlacnu
&vrstoéu betona kod starosti od 28 dana (u N/mm?), 7
starost betona u trenutku prvog nanosenja opterecenja (u
danima), 4, plostinu presjeka (u mm?) i u opseg presje-
ka izloZenog zraku (u mm).

Koeficijenti s kojima se opisuje vremenski tijek puzanja
mogu se izracunati s pomocu

B =t —10) ! By +t,00 1)1 (14)

B = [, —26)/ (B +1, 1) (15)

U prethodnim izrazima ¢, i t,+; 0znacavaju rubna vreme-
na promatranoga vremenskog inkrementa (u danima), a
Py koeficijent kojim se uzima utjecaj relativne vlage RH
(u %) i srednjeg polumjera elementa 4, danog izrazom

By =1.5 [1+(O.012RH)18]}10+250£1500 (16)

Utjecaj vrste cementa na veli¢inu puzanja betona moze
se uzeti u obzir tako da se izraz za starost betona u tre-
nutku prvog optereéenja ¢, preinaci u

to = to {9/[2 + (zO,T)"2]+ 1}“ >0.5 (17)

gdje je ¢, ; podeSena starost betona (u danima) u trenut-
ku nanoSenja opterecenja, uzevsi u obzir utjecaj tempe-
rature, a « eksponent ovisan o vrsti cementa:

a= -1 za sporovezuce cemente

a= 0 zanormalne i brzovezuce cemente

a= 1 za brzovezuce visokovrijedne cemente (18)
Utjecaj varijacije temperature u podrucju izmedu 0°C i

80°C na stupanj ocvr$¢avanja betona moze se uzeti u
obzir podesavanjem starosti betona izrazom

tr =Y expl [4000/(273 4 7, ||-13.65)a, (19)
i=1

gdje je f, podeSena starost betona (u danima) uzevsi u

obzir utjecaj temperature, 7,, je temperatura (u °C) u
vremenskom razdoblju A¢; (broj dana s temperaturom 7).

Srednji koeficijent varijacije za prognozu puzanja prema
navedenim jednadzbama, koji je odreden prema banci
podataka laboratorijskih pokusa, iznosi oko 20%.

Kako se razmatrana prostorna diskretizacija odnosi na
probleme ljusaka, s deformacijama &, & VsV e
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racunano je s jednakim koeficijentima puzanja za sve
komponente deformacije. Pri tome su koeficijenti puza-
nja, odnosno inkrementi puzanja po pojedinim kompo-
nentama deformacije, odredeni kako je to prikazano za
jednodimenzionalni problem.

5.1.3 Skupljanje

Jednoosno skupljanje betona obuhvaceno je prema
Eurokodu 2 [9], odnosno izrazom

& =" (20)

gdje & oznaava jednoosnu deformaciju skupljanja u

vremenu 7, £ osnovnu vrijednost skupljanja, a 3° koe-
ficijent kojim se opisuje vremenski tijek skupljanja.
Osnovna vrijednost skupljanja £** odredena je s pomo-
¢u

& =25, P @
gdje je &) koeficijent kojim se uzima u obzir utjecaj

cvrstoce betona na skupljanje, a Sy koeficijent koji
ukljuéuje utjecaj vlaznosti okolisa. Pri tome je

£y, =160+ £,.(00 - 1, J]10™¢ (22)

U navedenom izrazu f,. oznacava koeficijent kojim se

uzima utjecaj vrste cementa na skupljanje, pri ¢emu je

P =4 za sporovezuce cemente
S =5 zanormalne i brzovezuce cemente

B =8 za brzovezuce visokovrijedne cemente

Koeficijent Sy odreden je izrazima

Pri = -1.55 Born za 40% < RH < 99% (na zraku)
ﬂRH = +025 ﬂSRH za RH > 99% (u VOdi)

gdje je By koeficijent definiran kao
Bz =1—(RH /100’ (25)

Koeficijent B kojim se opisuje vremenski tijek skup-
ljanja definiran je izrazom

B =|e—1,)/(0.035h2 +1 1, )|°° (26)

U izrazu (26) ¢, oznacava starost betona od koje se ra-
Cuna skupljanje (u danima), a ¢ - ¢ stvarno trajanje skup-
ljanja/bubrenja (u danima).

U sklopu iterativnog vremenskog algoritma, prirast

N

deformacije skupljanja As,

izmedu dva susjedna

vremena t, i t,.; prema jednadzbi (20) moze se odrediti s
pomocu

s _ sOf ps
dgnH =& (ﬂt

n+l

-5 27)

U tom izrazu koeficijenti S, i} =~ odgovaraju vreme-
n n+

nima ¢, i t,;. Ako se jednadzba (26) uvrsti u jednadzbu
(27), slijedi

[(t 1t )/(0.035hg R )]0,5
s 50 :
e {— [(t+ —t:)/(o.o35hg + t:i ‘, )]So.s } (28)

Pri razmatranju problema ljusaka, uzima se da se skup-
ljanje betona dogada u definiranim ortogonalnim smje-
rovima x, y u srednjoj plohi ljuske, pri ¢emu se za poje-
dine smjerove inkrementi deformacije skupljanja de;,de),

izraunavaju kako je to prikazano za jednodimenzional-
ni problem.

5.1.4 Starenje

Deformacija starenja betona uzima se na indirektan na-
¢in, povecavajuéi tijekom vremena pocetni modul elastic-
nosti i évrstocu betona. Naime, pri odabiru veze o —&"
u promatranom vremenu f,,; uzimaju se u obzir tekuce
mehanicke karakteristike betona, odnosno odgovarajuce
vremenski “ojacani” materijal. Obuhvacanje starenja
betona za jednoosnu elasto-plasti¢nu vezu o —¢&" she-
matski je prikazano na slici 8.

(o2
S (23)
'
c c f‘t“
fy g’m
P g"
g’m 8110
(24)
Ell]
EKO
to
(4
st f;””

Slika 8. Shematski prikaz obuhvacanja starenja betona za jedno-

osnu elasto-plasti¢nu vezu o — "

Na slici indeks #,+; je tekuce promatrano vrijeme, a indeks
fy pocetno vrijeme; £ je racunska tla¢na, a f* racunska
vlacna Cvrstoéa betona; E je jedinstveni modul elastic-
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nosti betona u tlaku i vlaku, & je raGunska deformacija
drobljenja betona u tlaku, a & raunska deformacija pu-
canja betona u vlaku.

Za definiranje odgovarajuce veze o —&™ u pojedinom
vremenu, najbolje se koristiti eksperimentalno utvrde-
nim parametrima betona. U nedostatku eksperimental-
nih podataka, za prirast tlacne ¢vrstoce betona u vreme-
nu moze se primjerice upotrijebiti izraz [7]

Fom = fumexp|s(1-5.3670%)| (29)

U gornjem izrazu f,,,, kako je ve¢ re¢eno, oznacava srednju
tlacnu ¢vrsto¢u betona pri starosti betona ¢ = 28 dana;
Jem, 0znacava srednju tlaénu ¢vrstoéu betona u promat-

ranom vremenu ¢ (u danima), a s koeficijent koji ovisi o
vrsti cementa i iznosi:

s =10.30 za brzovezuce visokovrijedne cemente

s =10.25 za normalne i brzovezuce cemente

s =0.20 za sporovezuce cemente (30)
Utjecaj varijacije temperature na promjenu ¢vrstoce mo-

Ze se uzeti u obzir podesavanjem starosti betona prema
izrazu (19).

Modul elasti¢nosti betona u tlaku u promatranom vremenu
t, u nedostatku eksperimentalnih podataka, moze se
izracunati iz odgovarajuce srednje tlacne ¢vrstoce beto-
na u tom trenutku, primjerice izrazom [9]

E,, =9.5(f, +8)"° G1)

gdje E,, oznaCava srednju vrijednost tzv. sekantnog
modula elasti¢nosti (u kN/mm?), a Jex, karakteristi¢nu
tlaénu Gvrstoéu valjka (u N/mm?) u vremenu 7.

Zakon promjene vlacne ¢vrstoce betona u vremenu, u
nedostatku eksperimentalnih podataka i preciznijih izra-
za, moze se usvojiti prema izrazu (29). Racunski modul
elastic¢nosti betona u vlaku uzet je kao i u tlaku.

Vezano za promatrano stanje betonskih ljusaka, veza

o —¢&" uzeta je na nacin prikazan u tocki 4.1, pri ¢emu
se u svakom promatranom vremenu (vremenskom ink-
rementu) odreduje:

e tlaCna Cvrstoca betona,

e vlac¢na ¢vrstoca betona,

e modul elasti¢nosti betona,

e deformacija drobljenja betona.

Promjena modula smika betona uzeta je preko promjene
modula elasti¢nosti. Poissonov koeficijent uzet je nepro-
mjenjiv u vremenu.
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5.2 Model armature

Za armaturu se primjenjuje model kao u tocki 4.2, dopu-
njen utjecajem temperature. Naime, ukupna deformacija
celika sastoji se od mehaniCke/trenutne deformacije i
temperaturne deformacije koja predstavlja jedinu neme-
hani¢ku deformaciju. Celik je stabilan materijal, kod
kojeg su deformacije puzanja i starenja zanemarive.

Usvojeni konstitutivni model celika moze se graficki
prikazati kao horizontalno translatirani dijagram sa slike 6.

6 Jednadzbe ravnoteze

Za prostornu diskretizaciju konstrukcije primjenjuje se
metoda konacnih elemenata, a za vremensku diskretiza-
ciju problema metoda konaénih diferencija. Inkremen-
talno-iterativna jednadzba ravnoteze promatrane kons-
trukcije, koja odgovara tekucoj geometriji i materijal-
nim karakteristikama, moze se napisati u obliku
i

K\ 4w, =R, (32)
gdje indeks n oznacava vremenski inkrement a i iteracij-
ski korak, Kf;ll oznacava matricu tangentne krutosti,
koja ukljucuje i utjecaj promjene geometrije konstrukcije,
Au'tl, oznagava vektor prirasta Gvornih pomaka, a AR,
vektor prirasta ekvivalentnih ¢vornih sila oblika

AR, = AR, + ARV + R, (33)

U tom izrazu 4R}, oznaGava vektor prirasta vanjskih
(napadnih) sila, AR}, vektor prirasta ekvivalentnih
¢vornih sila zbog nemehanicke deformacije AEZTI iz-

medu vremena t,.; i t, (od puzanja, skupljanja, starenja i
temperature), a R neuravnotezene sile iz prethodnog

vremenskog inkrementa n. Vektor AR}, moZe se izra-

¢unati izrazom

A 1 = J.B;H Dn+l ASZTI av (34)
14

n+l

gdje B£ 41 Oznacava tangentnu matricu veze pomak-de-

formacija, a D,,, tangentnu matricu veze naprezanje-
deformacija.

Inkrement ukupne nemehani¢ke deformacije A€, jest

A = AgS

K a T
n+l = A&y T+ A£n+l + A8n+l +4e (35)

n+l

i sastoji se od inkrementa deformacije puzanja Ae;_,
skupljanja Ae;,,, starenja Ae.,,, i temperaturnih pro-
mjena As’ .

Ukupna je nemehanic¢ka deformacija

nm nm nm
€hi1 =&y + A8n+1 (36)



Proracun betonskih ljusaka

J. Radni¢, D. MateSan

. . .. i+1 o . v .
Prirast ukupnih deformacija A€, moZe se izradunati s

pomocu

A =B, Al (37)

n+l n+l

a ukupna tekucéa deformacija s pomocu

i+l i i+l
€p11 = Epn1 + A£n+1 (38)
Tekuéa je mehanicka deformacija

m )i+l i+l nm
(8 )n+1:8n+l_£n+l (39)

7 Postupak vremenske analize

Polazi se od poznate povijesti vanjskoga ¢vornog opte-

recenja R°, koja je vezana za vremenski tijek gradenja
konstrukcije, kao sto je shematski prikazano na slici 9.
Promjene vanjskog opterecenja obi¢no su diskontinui-
rane i ¢esto su pracene odgovarajuom promjenom no-
sivog sustava. Promatrana vremenska domena podijeli
se u diskretna vremena #; do ¢,, za koja se raunaju na-
ponsko-deformacijska stanja konstrukcije. Eventualno
"trenutno" nanosSenje optere¢enja racunski se simulira
njegovom aplikacijom u, po volji, malim vremenskim
intervalima.

R€
i
i

R¢ Al

n+l
R; _/ l ARI;+1
ART | | 1 | | | | | | | | | | | t

I
t tn ths t,

Slika 9. Povijest vanjskog ¢vornog opterecenja

Tn+1 e
T, T

T,

AT,
1 t

t ta tarr t,

Slika 10. Povijest temperature

Ako se razmatra utjecaj poznate povijesti temperaturnih
utjecaja, odrede se inkrementi temperature sukladno
odabranoj vremenskoj diskretizaciji, a prema slici 10.

Takoder se polazi od poznate veze izmedu vektora nap-
rezanja o'i vektora mehanicke deformacije betona €” u

svakom promatranom vremenu, odnosno od poznatog
tekuceg konstitutivnog modela materijala koji ukljucuje
efekte starenja (slika 11.).

Em

t

Slika 11. Veza naprezanje-deformacija (jednodimenzionalna
predodzba)

Uz usvojena pravila puzanja i skupljanja betona, u sva-
kom vremenskom koraku diskretizirane vremenske do-
mene racunaju se pomaci, deformacije i naprezanja kon-
strukcije. Provodi se postupna integracija, korak po korak,
u kojoj se inkrementalno-iterativna rjeSenja dodaju pret-
hodnima, za dobivanje tekuéih rjeSenja. Pretpostavlja se
da su poznata sva rjeSenja u vremenu #,. Za postupak u
vremenu £, treba postupiti redom dijagramu toka rjese-
nja prikazanom na slici 12.

Iteracijski koraci ponavljaju se sve dok neuravnotezene
¢vorne sile (R“)f+1 nisu dovoljno male, odnosno dok je

n+l,r

. i+1 i+l
prirast pomaka Au)’), . u odnosu na ukupne pomake ) .

propisano mali, tj. do

i+1
Aun+1,r < (40)
i+1 - luu

n+l,r
gdje je u, dopustiva tolerancija.

Nakon zadovoljenja gornjeg kriterija, neuravnotezene

sile ( “)M . dodaju se idu¢em subinkrementu ¢vornih

sila AR i iteracijski se postupak ponovo nastavlja.

n+lr+l
Na kraju iteracija posljednjeg subinkrementa opterece-
nja AR, ,, prelazi se na idu¢i vremenski korak.

Utjecaj nastajanja/gradenja konstrukcije tijekom vreme-
na, odnosno utjecaj promjene prostorne domene proble-
ma, obuhvacen je odgovaraju¢om promjenom prostorne
geometrije konstrukcije i definiranjem pocetnih stanja u
karakteristi¢nim vremenima.
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Vremenski korak

Prirast pojedinih kompbnenti
nemehani¢ke deformacije

Ukupni prirast nemehanicke
deformacije

od nemchanitke deformacije
Ukupni prirast ¢vornih sila
Ukupne vanjske &vorne sile

sila na podinkremente

AZururiranje matrice Krutosti

Ukupni pomaci

AZuriranje geometrije

Prirast ukupnih deformacija

Ukupne deformacije

Tekuéa naprezanja

n+l

Ukupna nemehanicka deformacija

AeS AES Ae" cAe!

nel® n+l? n+l? nel
o < K a r
Al = Ag,, +Aeg + A, +Ag,

e =er + AelT

n4l

Prirast ekvivalentnih vomih sila

AR}, = [BID, Ae77d¥
;
AR, =AR]  +AR]], + R}

R, =R, AR,

Podjela ukupnog prirasta évornih

AI{nhl-l = ZARH‘H,!
r=|

Podinkrement optereéenja

r

Tekudi podinkrement optercéenja

AR,.., =AR,,, +[R"),,,,_,

Iteracijski korak

i+1

Tekudi prirast Cvornih pomaka

i=l
KlHl.r
1
i+ — i+l
ﬂurlfl.r _( n+l.r) ARH*L!—]
I isl
“rnl.r - “fml.r + A“ml,r
1+l
Bn—l,r
J¥ i i+l
Atn-ﬂ_r - Bu+l,rAun+l_r
o i+l
8n+i.r - }‘:nl.r + a}"nﬁl,r

Tckuéa mehanicka deformacija

mn +l i i
(a- ): =g" _g

4l r n+lr nelr

i+l mf=l
6»4],»‘ 'Dn+l(s )‘nl—],r

[

Tekuée unutradnje ¢vorne sile

Tekuée neuravnoteZene &vorne sile

® )0, =[(6),) alav

R), =R, - (R,

i+1

AR'M-I‘! = (R" ):w-vl,r

Kriterij konvergencije
i*l i+l
Au /lun+!,r S p—'!

NE

DA

RI.I
nal nal v

~([RY)

Slika 12. Dijagram toka rjeSenja problema u inkrementalno-iterativnom obliku
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8 Numericki primjer

U nedostatku dostupnih eksperimentalnih ili numeri¢kih
rezultata vremenske analize neke armiranobetonske
ljuske ili ploce, modelirano je vremensko ponasanje
armiranobetonske grede koju su eksperimentalno ispitali
Corley i Sozen [8]. Analizirana je greda tipa C3 iz

navedene literature, ¢iji su osnovni podaci prikazani na
slici 13. Greda je optere¢ena koncentriranim silama u
cetvrtinama raspona. Praceno je stanje progiba grede u
polovini raspona, te stanje deformacija u naznacenim
mjernim tockama tijekom dviju godina.

P2 P=99%4KN P2 £=@06Ma ... Sustota
£=24133MPa T=2100C
£§=4137Ma RH=50% .. Mamost
ganica razviatenja
N~
N
mjamalinga 1 ~$ ¢» ¢» ﬂ} -
a2 ¢ ¢ 4 @ 5
rjamals3 4 & ¢ & -
i LR R 5
nirmlofa3 + + 4 o ° o
DERS 72
, &, &2 , &2 , &7 A
7 7 7 7 7
, B4 107,127, B4 prele
/ 1 q q 1 (2(#3)=1,4240’Tf
, 18288 ,
7 7
o pelci. njemih ot
Slika 13. Podaci o analiziranoj gredi
P/2
a
¥ 7 0,7925
0,955
0,955
0,955
0,955
& 8 0,955
e e 0,955
0,955
0,8625
.87
0,87
N d 0,87
a L 762 ,
, 143 , 1143 , 1143 1143 _, 96 , 96 , 958 848 , 846 ! !
, 45,72 . 45,72 .
L 182,88/2 = 91,44 ,
? ? b) poprecni presjek

a) uzduzna dispozicija

Slika 14. Diskretizacija grede
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Tablica 1.

Parametri materijala za kratkotrajno opterecenje

Beton

Celik

Modul elasti¢nosti
Poisson-ov koeficijent v=0,166

Grani¢na tla¢na ¢vrstoca

E_=25000 MPa

f!=24,133MPa

Modul elasti¢nosti
Granica teCenja

Parametar ojacanja

E, = 200000 MPa
o, =413,7MPa
H'=0

Grani¢na vla¢na ¢vrstoca f/=2MPa Grani¢na &vrstoéa f, =620,6 MPa
Deformacija drobljenja £, =0,0035 Grani¢na deformacija 0,01
Parametri vlacne krutosti g, =05 Pruzanje Sipki:
&, =0,0012 X smjer a=0

Parametar posmi¢ne krutosti g, =0,0012

Tablica 2. Parametri betona za dugotrajno opterecenje
Srednji polumjer elementa h, =44 mm
Relativna vlaznost RH =50%
Srednja tla¢na ¢vrstoca kod starosti 28 dana fom =24,133 MPa
Pocetak racunanja skupljanja t, =30dana
Koeficijent za skupljanje prema vrsti cementa p. =8
Koeficijent za starenje prema vrsti cementa s =0,30
Starost betona u trenutku nanosenja opterecenje t, =30dana

5 R R —

-ED Eksperiment
= B Num rez
E
N
20,002 1
0,000 + 1 1 1 1 1 1
0 100 200 300 400 500 600
Vrijeme [dani]

Slika 15. Progib sredine grede u vremenu

Prostorna diskretizacija grede prikazana je na slici 14.,

a odabrani parametri betona i Celika u tablicama 1.1 2.

GRADEVINAR 55 (2003) 1, 1-13

700

Neki rezultati prora¢una prikazani su na slikama 15.,
16. 1 17. Kao Sto se vidi, dobiveni numericki rezultati
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Visina [cm]

~—&—Eksperiment [t=0]
~—#— Eksperiment [t=21]
sy Eksperiment [t=110]
s Eksperiment [t=700]
Num. rez. [t=0]

Num. rez. [t=21]

Num. rez. [t=110]

Num. rez. [t=700]

-0.0040 -0.0030 -0.0020 -0.0010

0.0000 0.0010 0.0020 0.0030

Deformacija

Slika 16. Raspodjela deformacija po visini grede

-0,0030 "
- - #- - Eksperiment - Linija 1
-0,0025 . R - - - @ - Eksperiment - Linija 2
-0,0020 - Eksperiment - Linija 3
< -0,0015 - —— } — Eksperiment - Linija 4
T 00010 /'/—_—fﬁ - - %- - Eksperiment - Linija 5
§ 0.0005 ‘/ —&—— Num. rez. - Linija 1
-V, o
o) / —+——Num. rez. - Linija 2
n 0 0000 1 1 1 1 1 1 L
’ L~ Num. rez. - Linija 3
0,0005 = Num. rez. - Linija 4
O,OOIOV:I:V S —— . s O Num. rez. - Linija 5
0,0015 |
0 100 200 300 400 500 600 700

Vrijeme [dani]
Slika 17. Prikaz deformacija grede po mjernim linijama u vremenu

vrlo se dobro slazu s eksperimentalno utvrdenim vrijed-
nostima [8].

9 Zakljuéak

Opisani proracunski model i na temelju njega izradeni
program VALJ mogu, prema uvjerenju autora, korisno
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