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R. Rosman Strucni rad

Plastostatika pravokutne ploce zglobno oslonjene duz triju stranica

Kinematickom metodom plastostatike analizira se pravokutna ploca zglobno oslonjena duz triju
stranica i slobodna duz cetvrte. Ploca je opterecena jednoliko podijeljenim opterecenjem na cijeloj
povrsini, koncentriranoj sili na proizvoljnom mjestu ili kombinacijom jednoliko podijeljenog
opterecenja i proizvoljnog broja koncentriranih sila. Izvedeni su jednostavni obrasci koji su prikladni za
primjenu. Dva brojcana primjera pokazuju prakticnu primjenu ovog razradenog postupka.

R. Rosman Professional paper

Plastic static analysis of rectangular slab supported along three sides

The rectangular slab hinged along three sides and freely supported along the forth one is analyzed by
kinematic method of plastic static analysis. The slab is subjected to load applied uniformly along the
entire surface, to load concentrated in an arbitrary spot, and to a combination of uniformly distributed
load and an arbitrary number of concentrated forces. Simple patterns, suitable for practical use, are
derived. Two numerical examples show in which way can this procedure be used in practice.

R. Rosman Ouvrage professionel

Plastostatique d’une dalle rectangulaire appuyée sur trois cotés

La méthode cinématique de la plastostatique a été utilisée pour analyser une dalle rectangulaire
appuyée par ['articulation sur trois cotés et libre sur le quatrieme cété. La dalle est sollicitée
uniformément sur toute la surface, par une force concentrée a un endroit arbitraire ou par une
combinaison de charges réparties uniformément et d'un nombre arbitraire de forces concentrées. Des
modeles simples en ont été déduits, adaptés a la mise en ceuvre. Deux exemples numériques illustrent

lutilisation pratique de cette méthode.

P. Pocman Ompacnesas paboma

IInacrocraTnka NPAMOYIroJIbHOM MJIMTHI OMUPAOLIEHCS BA0JIb TPeX CTOPOH

Kunemamuueckum memooom naacmocmamuky npouseoOUmcs — aAHAIU3 NPAMOY2ONbHOU  NAumbl
WapHUpHO onuparnowelics Ha mpu CMOPOHbL U CO CB0DOOHOU uemeepmoll cmoponou. I[lnuma
HA2PYHCeHa paBHOMEPHO PACNPEOeNeHHbIMU HAZPY3KAMU NO 8Cell NOBEPXHOCU, CKOHYEHMPUPOBAHHOU
CUNOU  HA NPU3BOTLHOM Mecme UlU KOMOUHAyuel pABHOMEPHO PACHPEOeNeHHbIX HASPY30K U
NPOU3BONILHOLO KOIUYECIBA CKOHYEHMPUPOBAHHBIX CUL. Bblnoanenvl HeciodicHble 00pasybl, npueooHble
K npuMeHeHur. [{6a YucieHHbIX NPUMEPO8 ROKA3bIBAOM NPAKMUYECKOe NPUMEHEHUE OUHHO20 Memood.

R. Rosman Fachbericht

Plastostatik der rechteckigen dreiseitig gelagerten Platte

Mittels der kinematischen Methode der Plastostatik analysiert man die rechteckige Platte die ldngs
dreier Seiten gelenkig gelagert und lings der vierten Seite frei ist. Die Platte ist iiber der ganzen Fldche
gleichformig und mit einer konzentrierten Kraft an beliebiger Stelle, oder durch Kombination von
gleichformiger Belastung und beliebiger Zahl von konzentrierten Krdften belastet. Erarbeitet sind
einfache Formeln die fiir die Anwendung geeignet sind. Zwei Zahlenbeispiele zeigen die praktische
Anwendung dieses Verfahrens.
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1 Uvod

Prednosti su plastostatike ploc¢a u usporedbi s elastosta-
tikom $to daje uvid u mehani¢ko ponasanje i nosivost
plo¢e u njezinu grani¢nom stanju i da su obrasci za pot-
rebnu savojnu ¢vrstocu ili plasticni moment ploce uobi-
Cajenih sustava najcesc¢e vrlo jednostavni. Prema EC 2
plastostaticka rjeSenja mogu se rabiti i u konac¢nim sta-
tickim prora¢unima [1].

U [2-7] navedena su plastostaticka rjeSenja za mnoge
ploce koje se rabe u graditeljstvu. Ovdje se, polazeci od
[2], daje jos i rjeSenje za pravokutnu plocu bilateralno
zglobno oslonjenu duz triju stranica i slobodnu duz cet-
vrte. Tretiraju se utjecaji jednoliko podijeljenog optere-
¢enja na cijeloj ploc¢i, koncentrirane sile na proizvolj-
nom mjestu te kombinacije jednoliko podijeljenog opte-
recenja i proizvoljnog broja koncentriranih sila.

U izvodenju se primjenjuje opca kinematicka metoda
detaljno opisana u [7].

Pretpostavlja se da je ploCa izotropna, dakle u slucaju
armiranog betona izotropno armirana.

2 Utjecaj jednoliko podijeljenog optereéenja

Ve¢ prema omjeru stranica ploce moguca su dva sustava
linija teCenja i time dva lomna mehanizma.

Na slikama 1.a i1 b prikazane su u tlocrtu i presjecima,
dvije pravokutne ploce koje se analiziraju te odgovaraju-
¢i sustavi linija teCenja ili plasticnih zglobova koji nastaju
od jednolikog podijeljenog opterecenja na cijeloj ploci.

Bezdimenzijski geometrijski parametar ploce

k= (1)

a
b
ovisi o omjeru duzina stranica ploce.

2.1 Ploce sa sustavom linija tecenja prema slici 1.a

U ovim plo¢ama sustav linija teCenja ima oblik slova Y.
Lomno tijelo ima oblik klina s jednom ravninom simet-
rije.

Neodredeni geometrijski parametar sustava linija teCe-
nja jest duzina

x =tb, 2)

gdje je ¢ njezin bezdimenzijski koeficijent. Prema slici
oCito je da mora biti x <b itime < 1.

Rad unutarnjih sila, dakle plastiénih momenata duz lini-
ja teCenja pri deformaciji ploce jest:

U, = 2mf(% + S) . 3)
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Slika 1. Plo¢a jednoliko opterecena po ¢itavoj povrSini sa prvim
(a) i drugim (b) sustavom linija tecenja te (c) ploca s geome-
trijskim parametrom k = 2a/b = 0,773

Savojna ¢vrstoca ploce, m, odnosi se na jedinicu duzine
presjeka ploée pa ima dimenziju sila xduzina/duzina.
Rad opterecenja pri deformaciji plo¢e jednak je produk-
tu njegova intenziteta ¢ (veliine po jedinici povr§ine) i
volumena af (3b — x)/3 lomnog tijela, pa je:

U, =q%(3b—x)- (4)

Upvrste li se navedeni izrazi za radove unutarnjih i vanj-
skih sila u jednadzbu virtualnog rada

Ui=U, 6]
dobije se izraz za savojnu ¢vrstocu presjeka ploce koji

ovisi o intenzitetu opterecenja i jo§ nepoznatom geomet-
rijskom parametru x:
1 3bx —x?
m=———— qa2 . (6)
6 a” +bx

Izrazi li se u jednadzbi (6) x s pomocu svog bezdimen-
zijskog koeficijenta ¢, ona prima konacni oblik

m = kyqd’, 7
gdje je

t 3—-t
ky =— ®)
M6 k4
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bezdimenzijski koeficijent savojne cvrsto¢e ploce ovi-
san o £.

Priblizno rjeSenje zadatka moze se dobiti tako da se pret-
postavi da su linije te¢enja koje izlaze iz uglova ploce
bisektrise odnosnih kutova, da dakle sa stranicama ploce
&ine kut 45°. Onda je x = a i time

t=k 9)
pa jednadzba (8) poprima jednostavniji oblik

13-k
=——. 10
M6 1+k (10
Navedeno priblizno rjeSenje ocito vrijedi ako je b >a i

time k < 1. Za posebni slucaj b = a, dakle k = 1, jest
Ky =L (1)

Zeli 1i se to¢nije rjeenje za ky i time savojnu &vrstoéu m
ploce, mora se odrediti vrijednost koeficijenta ¢ koja k;,
¢ini maksimalnim. Uvjetna je jednadzba

dk,
dt
derivacija izraza za k), na desnoj strani jednadzbe (8) po

koeficijentu ¢ mora dakle biti jednaka nuli, odnosno
konkretno

=0, (12)

d (3t -
dt k*+1t
Kako treba derivirati kvocijent funkcija valja primijeniti
pravilo diferencijalnog racuna

)=0. (13)

u, uv-u
E)=—= (14)
v \
gdje crtice oznacuju deriviranje po argumentu funkcija
u 1 v u brojniku odnosno nazivniku.
Jednadzba (13) nakon provedbe deriviranja i uredivanja
postaje kvadratnom jednadzbom koeficijnta ¢

£+ 2Kt-3E =0 (15)

anjezino je pozitivno rjesenje
t=k(N3+k* k). (16)

Time je oblik sustava linija tecenja ploc¢e jednoznacno
odreden.

Uvrsti li se u opcoj jednadzbi (8) za ¢ izraz prema jed-
nadzbi (16), ona nakon transformacija dobija konac¢ni
oblik

3
ky = ————. (17)
" 2(W3+K% +k)?
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2.2 Ploca sa sustavom linija tecenja prema slici 1.b

Prikazani sustav linija teCenja odnosi se na ploce s rela-
tivno velikim parametrom k. Stvaraju se samo dvije lini-
je tecenja, a lomno tijelo opet ima oblik klina, ali druga-
¢ijeg nego na slici 1.a.

Neodredeni geometrijski parametar sustava linija teenja
jest duzina

X =1a,

gdje je ¢ njezin bezdimenzijski koeficijent. Na osnovi
slike jasno je da mora biti x<a i time ¢</.

Rad unutarnjih sila, dakle plasti¢énih momenata duz lini-
ja tecenja pri deformaciji ploce jest

U; =2mf(%+%). (19)

Volumen je lomnog tijela fb(3a — x)/3 pa je rad optere-
¢enja pri deformaciji ploce

U, =q%(3a—x). (20)

Jednadzba (5) virtualnog rada daje savojnu ¢vrstocu ploce
u ovisnosti o optereé¢enju i jo§ nepoznatom parametru x
sustava linija tecenja

1 % 3ax—x2 5

o el @D

6a” b +x
Izrazi li se u jednadzbi (21) x s pomocu koeficijenta ¢,
ona opet prima konacni oblik (7) s time da je bezdimen-
zijski koeficijent savojne ¢vrstoce ploce sada

13-

S L 22
6 1+ k%t (22)

M
Priblizno rjeSenje zadatka moze se dobiti tako da se pret-
postavi da su linije te¢enja bisektrise uglova koje medu-
sobno ¢ine oslonjene stranice ploce, dakle da one s rubovi-
ma plode zatvaraju kut 45°. Onda jex => itime

1

t=— 23
‘ (23)

pa je

k —L(3—l) 24)
M7k kT

Navedeno priblizno rjeSenje ocito vrijedi ako je b <a i
time k > 1. Za poseban slu¢aj b = a, dakle k = 1 opet je

ky = (25)

I
6
kao u ploce sa sustavom linija tecenja u obliku slova Y.

Zeli li se to¢nije rjesenje za ky;, a time i m, treba odrediti
vrijednost koeficijenta ¢ koji k), ¢ini maksimalnim. Ana-
logno kao u tocki 2.1 sada se dobiva uvjetna jednadzba
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d 3t—12

—(———)=0, 26
dt (1 + k%t ) (26)
a ona, nakon provedbe deriviranja i uredivanja, postaje

kvadratnom jednadzbom koeficijenta ¢

31°F +2t-3=0. (27)
Njezino je pozitivno rjeSenje
z:#(\m%z 1y (28)

Time je oblik sustava linija tecenja ploc¢e jednoznacno
odreden.

Upvrsti li se u jednadzbu (22) koeficijenta savojne ¢vrst-
oc¢e ploce izraz prema jednadzbi (28), ona nakon trans-
formacija dobiva konacni oblik

(29)

3
ky = ————.
4W1+9K% +1)

2.3 Prakticni proracun

Kako bismo primjenom jednadzbe (7) mogli odrediti
potrebnu savojnu ¢vrstou m ploce izloZzene jednoliko
podijeljenom opterecenju intenziteta g na cijeloj ploci,
treba utvrditi podrucja primjenjivosti obrazaca (17) i
(29). U oba slucaja k), ovisi samo o parametru k ploce,
dakle omjeru duZzina polustranica a i stranica b.

Brojcana analiza obrazaca (17) i (29) pokazuje da oni za
k = 0,733 daju isti rezultat. Za k£ < 0,733 mjerodavnu, tj.
vecu ky-vrijednost daje sustav linija teCenja na slici 1.a i
time obrazac (17), a za k > 0,733 mjerodavan je sustav
linija te€enja na slici 1.b i time obrazac (29). Tablica 1.
pruza uvid u njegov tok i olakSava prakti¢ni proracun.
Obrascima (2) i (16) za k < 0,733 te obrascima (18) i
(28) za k > 0,733 moze se, ako je to potrebno, ustanoviti
odgovarajuci oblik sustava linija tecenja. Za k = 0,733
moguca su oba sustava linija tecenja, 4 i B, na slici 1.c.

Primjeri

Zak = a/b = 0,4 (slika 1.a) je prema jednadzbi (7) i tab-
lici 1. ili jednadzbi (17) m = 0,316 ga’, a prema jednadzbi
(2)1(16) x = 0,551b. Usporedivanje s pribliznim rjeSe-
njem: Na osnovi jednadzbi (7) i (20) m = 0,310 ga’. —
Za k = a/b = 1,1 (slika 1.b) je prema jednadzbi (7) i
tablici 1. ili jednadzbi (29) m = 0,169 gd’, a prema jednad-
7bi (18) 1 (28) x = 0,674 a. Usporedivanje s pribliznim rje-
Senjem: Na osnovi jednadzbi (7) i (24) m = 0,158 ga’.

Tablica 1. Brojcane vrijednosti koeficijenta k),

Ve¢ prema zadatku koji treba rijesiti proracun se moze,
umjesto kao S§to je pokazano, provesti i obratnim putem,
naime tako da se polaze¢i od poznate savojne ¢vrstoce
m ploce odredi intenzitet g njezina lomnog opterecenja.
Na osnovi jednadzbe (7) je

m

q= (30)

asz '
Izvedeni obrasci za ky, x i t naravno vrijede i kod ovog
pristupa zadatku.

Dakako da pri iznalaZenju potrebne savojne ¢vrstoce m
ploce izlozene jednoliko podijeljenom opterecenju ¢q i
pri iznalaZenju intenziteta g lomnog optere¢enja ploce
zadane savojne ¢vrstoce m, treba uvesti u racun odgo-
varajuc¢e parcijalne koeficijente sigurnosti ili globalni
koeficijent sigurnosti.

3 Utjecaj koncentrirane sile

Na slici 2. prikazana je ploca izlozena koncentriranoj
sili P i odgovarajudi sustav linija tecenja.

+P

PASNY AN
SN —
~ |-

Slika 2. Plo¢a optereéena Koncentriranom silom sa sustavom
linija tecenja

Rad unutarnjih sila, dakle plasti¢cnih momenata duz lini-
je teCenja pri deformaciji ploce, jest:

U, = mf{ﬁ+ﬂ+ﬂ+ﬁ+(b—bl)(i+i)} . @D
a b oa, b a @

Uzevsi u obzir da je

a; +a, =2a, (32)

jednadzba (31) dobiva konacni oblik

U, :mf{&+b(L+L)}. (33)
by aq @

Rad optereCenja dan je produktom sile P i njezina
pomaka

k 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,733 10,8 0,9 1 1,1 1,2 1,3 1,4 1,5
ky 0,397 10,354 (0,316  |0,283 (0,253  |0,227 0,220 {0,208 {0,193 0,180 |0,169 0,158 0,149 |0,141 {0,134
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U, = Pf. (34)

JednadZba (5) principa virtualnog rada, posto se za radove
unutarnjih sila i opterecenja uvrste navedeni izrazi, daje
savojnu ¢vrstocu m ploce u ovisnosti o sili P,

P
me— (35)
2l+b(i+L)
1 4q @

4 Istovremeni utjecaj jednoliko podijeljenog
opterecenja i nekoliko koncentriranih sila

Ako je ploca izlozena simultanom djelovanju jednoliko
podijeljenog opterecenja intenziteta g na cijeloj ploci i
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