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Analiza mostovnih konstrukcija pobudenih pokretnim optereéenjem

U radu je prikazan dopunjeni programski paket "Okvirw" dopunjen algoritmom direktne linearne
ekstrapolacije s prosjecnim ubrzanjem i na taj je nacin omogucena dinamicka analiza proizvoljnih
dvodimenzionalnih konstrukcija pod djelovanjem pokretnog opterecenja. Programskim paketom
napravljena je analiza djelovanja dinamickog opterec¢enja na vijaduktu u ¢voru Cakovec. Rezultati
dobiveni programskim paketom veoma se dobro poklapaju s rezultatima dinamickih mjerenja na
konstrukciji.

I Stimac, D. Mestrovié, I. Kozar Original scientific paper

Analysis of bridge structures excited by moveable load

An extended version of the sofiware package "Okvirw" is presented in the paper. The initial software
package was extended by adding a direct linear extrapolation algorithm with an average acceleration,
which enabled dynamic analysis of random two-dimensional structures subjected to moveable load.
This software package was used for analyzing effects of dynamic load on the viaduct forming part of the
Cakovec interchange. Results obtained with the software package correspond well with results of
dynamic measurements conducted on this structure.

I Stimac, D. Mestrovié, I. Kozar Ouvrage scientifique original

Analyse des structures de ponts excitées par charge mobile

La version élargie du progiciel "Okvirw" est présentée dans l'ouvrage. La version originelle du
progiciel a été améliorée en ajoutant l'algorithme pour l'extrapolation linéaire directe avec une
accélération moyenne, ce qui a permis l'analyse dynamique des structures bidimensionnelles assujetties
a la charge mobile. Ce progiciel a été utilisé dans l'analyse des effets de charge dynamique sur le
viaduc faisant partie de I'échangeur de Cakovec. Les résultats obtenus avec ce progiciel correspondent
bien aux résultats de mesure dynamique obtenus sur la structure de ce viaduc
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Im Artikel ist das ergdinzte Programmpaket "Okvirw" dargestellt, ergdinzt durch den Algorithmus der
direkten linearen Extrapolation mit durchschnittlicher Beschleunigung. Auf diese Art und Weise ist die
dynamische Analyse beliebiger zweidimensionaler Konstruktionen unter der Einwirkung der
Wanderlast ermoglicht. Die Analyse der Einwirkung der dynamischen Belastung auf die Talbriicke im
Knotenpunkt Cakovec wurde mit diesem Programmpaket ausgearbeitet. Die erreichten Ergebnisse
stimmen mit den Ergebnissen der dynamischen Messungen an der Konstruktion sehr gut iiberein.
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1 Uvod

Matematicki je model grede (mosta) parcijalna diferen-
cijalna jednadzba koja se danas rjesava uglavnom numeric-
ki na racunalu.

Mnoge konstrukcije izlozene su utjecajima promjenjivim
tijekom vremena. Takvi utjecaji izazivaju ubrzanja, brzine
i pomake konstrukcije.

Da bi se takva konstrukcija mogla analizirati potrebno
ju je podijeliti u mrezu elemenata konacnih velicina i u
svakom ¢voru postaviti diferencijalnu jednadzbu gibanja.
Iako je metoda konacnih elemenata vrlo pogodna za dis-
kretizaciju u prostoru, za diskretizaciju u vremenu bolje
koristiti se kona¢nim razlikama.

Metoda konacnih razlika pretvara rjesavanje diferencijalne
jednadzbe u formiranje i rje$avanje sustava obiénih line-
arnih jednadzbi.

Rjesenjem se dobivaju pomaci ¢vorova izrazeni u funk-
ciji vremena.

Takoder je moguce izraunati naprezanja u ¢vorovima
kao vremensku funkciju.

Numerickom analizom konstrukcije na prikazani nacin
moguce je odrediti dinamicki utjecaj na konstrukciju.
Odredivanje dinamickog utjecaja je velika prednost pri
dimenzioniranju konstrukcije mostova gdje, prema pos-
tojec¢im propisima, uzimamo u obzir samo staticko opte-
re¢enje uvecano dinamickim faktorom.

2 Direktna numericka integracija

U slucaju da je greda opterecena pokretnim opterecenjem
(slika 1.) diferencijalna jednadzba glasi:
4 2
Ela—Z+m-a—Z+c~a—L;—P(x,t)=0. )
Ox ot ot

PO | v
VAN & AN

I L
I

Slika 1. Greda opterecena pokretnim opterecenjem

U ovoj jednadzbi sila je prikazana kao funkcija vremena
i polozaja. Navedena jednadzba pretpostavlja stalni kon-
takt izmedu sile i podloge, §to u nekim sluc¢ajevima mo-
ze biti upitno. Tocnija bi pretpostavka bila da je sila iz-
medu konstrukcije i kotaca ista [2]. To podrazumijeva
postavljanje jo$ jedne jednadZzbe za vozilo, ¢ime je omo-
gucen precizniji opis vozila, ali treba rjeSavati sustav
parcijalnih diferencijalnih jednadzbi umjesto samo jed-
ne jednadzbe pa se u ovom trenutku odustalo od takve
analize.
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Kad se stekne odredeno iskustvo u modeliranju proble-
ma (potreban broj nepoznanica u prostoru i vremenu,
vrijeme trajanja proracuna i dr.) opisani ¢e se problem
svakako uzeti u obzir.

Parcijalnu diferencijalnu jednadzbu prikazanu pod (1)
najlakSe je rijesiti nekom od metoda numericke
integracije.

Metode numeri¢ke integracije su veoma povoljne za od-
redivanje dinamickog odgovora konstrukcije. Ove su
metode obicno mnogo ucinkovitije od metode modalne
analize. Dok se metoda modalne analize moze primije-
niti samo na linearno elasticne konstrukcije, metoda di-
rektne integracije (uz odgovaraju¢e modifikacije) moze
sluziti za linearne i nelinearne sustave.

Diskretizirani oblik jednadzbe (1) u matricnom zapisu
glasi:

M CH+SD = A(r) . 2)

Prethodna se jednadzba moze promatrati kao inkremen-
talna jednadzba gibanja u vremenu za koju su zadani
pocetni pomacii brzine.

MAB + CAB, +SAD; = AA | 3)

Moguce su razne metode rjesavanja navedene jednadzbe
(3) od kojih smo se odlucili za implicitne metode u jed-
nom koraku (single-step).

Najpoznatija od njih je Newmarkova metoda koja uklju-
¢uje izbor dvaju parametara. Ovisno o izboru parametara
dobiva se metoda konstantnog ubrzanja (CAM - constant
acceleration method) s pretpostavkom konstantnog ubr-
zanja unutar vremenskog intervala At, metoda linearnog
ubrzanja (LAM - linear acceleration method) s pretpo-
stavkom linearnog ubrzanja unutar vremenskog perioda
At , metoda prosjecnog ubrzanja (44AM - avreage acce-
leration method) s pretpostavkom prosje¢nog ubrzanja
unutar vremenskog perioda At, itd. [3].

Isprobana je jos i Hilberova a metoda, ali se nije poka-
zala uspjesnijom od AAM.

Odabrana je metoda prosjecnog ubrzanja (AAM) koja je
bezuvjetno stabilna, iako u nekim slucajevima nesto sporije
konvergira nego metoda linearnog ubrzanja (LAM).

U ovoj jednadzbi nepoznata su inkrementalna ubrzanja,
inkrementalne brzine i inkrementalni pomaci koje je mo-
guce izraCunati uvodenjem pretpostavke prosjecnog ubr-
zanja. UvrStavanjem izraGunanih podataka u (3) dobiva se:

4 _
M[(Atj)z i Q}

“4)

+C[(A2)2 4D, —Ej}rsmj =4A;
.
J
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gdje su

S=s+—1_M+-2c (5)
(4t)) At

i

AA; = AA; +MQ; +CR;. (6)

JednadZba (4) rjesava inkrementalni pomak u svakom
vremenskom koraku.

Inkrementalne brzine i ubrzanja dobiveni su kao:

B -2 AD R, 7
J (Atj)z J J ( )
4 _
A :WADJ -Q; (3)
J
gdje su
Q-8 ok ©)

R, =28. (10)

Na prikazani nacin rijeSena su inkrementalna ubrzanja,
brzine i pomaci.

Ukupne su vrijednosti AD ,A]&/ 1 Al%-:

AD;,, =D, + 4D, (1D
A%, =B + A, (12)
A, =+ AF (13)

3 Rezultati dobiveni numeri¢kom integracijom na
idealiziranom modelu

3.1 Slobodno oslonjena greda bez prigusenja

Numericko rjesenje programirano je u programu Math-
Cad 2001. prema metodi direktne linearne ekstrapolacije
s prosjeCnim ubrzanjem (direct acceleration method) [4].

Zadane karakteristike sustava:

P=1kN — 2
v=0,2 m/s EI=1 k/\{m
— p=1 t/m

L=Im

A
v

m=250; At=L/m*y; n=50;, Ax=L/n
At=0,02 s Ax=0,02 m

Slika 3. Karakteristike sustava
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Rezultate koje smo dobili mozemo prikazati u 3D grafi-
konu.

Slika 4. Titranje grede (os x - poloZaj toc¢ke na gredi;
os t - vremenski tijek; os z - pomak tocke)

1z 3D prikaza (slika 4.) moze se vidjeti pomak konstruk-
cije u svakoj tocki (n = 0-50) za odredeno vrijeme ¢ (m =
0-250).

Rezultati koji su dobiveni numerickom integracijom za
slobodno oslonjenu gredu usporedeni su s toénim rjese-
njem dobivenim metodom harmonijske analize.

Formula dobivena harmonijskom analizom preuzeta je
iz [5] i glasi:

2.P
a0y
50 1 ¢
Lzz‘{kz(kz—az) . [sin[k STV zj - % - sin(w(k) - t)j . sin(k -7 z)ﬂ
(14)
gdje su:
z(x,t) pomaci konstrukcije na mjestu x u vremenu ¢ [m],
£l Ko
w(k)= P 2 tonovi osciliranja, (15)
v
a=rx- 16
L-w(l) (16)

Da bi se ove dvije metode mogle vjerodostojno uspore-
diti, prikaz ¢e biti u 2D grafikonu (slka 5.) za tocku koja
se nalazi u sredini raspona, za vrijeme potrebno da sila
prijede raspon mosta.

Slika S. Titranje sredine grede u vremenu
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zz,  jerjeSenje numerickom integracijom.
Ly
2

g, JerjeSenje harmonijskom analizom.
—J
2

Programirano numeri¢ko rjeSenje vrlo se dobro poklapa
s to¢nim rjesenjem dobivenim harmonijskom analizom.

3.2 Slobodno oslonjena greda s oprugama na mje-
stima oslonaca i konstrukcijskim prigusenjem

P=IkN — 2
d) v=0,2 EI=1
— =1
[ 1 x )
= C-CKC2  k=kL=k =
< L=1 .
m=250; A=/m*; n=504=/n
At=0,02 s Ax =0,02m

Slika 6. Karakteristike sustava

Cijela procedura proracuna ista je kao i u prethodnom
slu¢aju samo $§to je ovdje dodana matrica priguSenja.

C-matrica ukupnog prigusenja

Cc=C1+2 17
C1-matrica viskoznoga konstrukcijskog prigusenja
C2-matrica prigusenja u oprugama

k-krutost opruga

M — matrica masa

S — matrica krutosti

Cl=oM-M+dk-S [1] (aM =0,1;ak = 0,002) (18)

Slika 7. Titranje sredine grede s oprugama na mjestima oslonaca i
konstrukcijskim priguSenjem
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C2i,i =0 CZ(),() = 0,2
kL = kD = k= 500.000 kN/m

c2,,=0,2

zz, je rjeSenje prigusenog sustava numerickom
J

NS

integracijom

g, Jje rjeSenje nepriguSenog sustava harmonijskom
=

analizom.

Jo$ u vremenum dok se sila krece po konstrukeiji, vidi
se da konstrukcijsko priguSenje smanjuje amplitude tit-
ranja (slika. 7.).

Posebno je interesantan prikaz za vrijeme kada sila pri-
jede cijeli raspon i izade van konstrukcije. Analizirajuci
razdoblje u kojem je sila izvan nosaca, moguce je odre-
diti prigusenje u konstrukciji i period titranja konstrukcije.

Usporedbom primjera grede na neoprenskim lezajevima
bez konstrukcijskog prigusenja i primjera s konstrukcij-
skim prigusenjem (slika. 8), vidi se kako konstrukcijsko
prigusenje umiruje djelovanje titranja neoprenskih oslo-
naca.

U oba sluéaja karakteristike sustava su iste, a krutosti
opruga relativno male.

Slika 8. Titranje sredine grede s konstrukcijskim prigusenjem i
bez njega; k =10.000

Odredivanje pomaka konstrukcije samo zbog pokretnog
opterec¢enja moze se prikazati na nacin da se u svakom
trenutku vremena oduzme utjecaj opruga:

ZZy + 2z, -
Py =7 —(L} Ny (20)
",

AP
5o 5o

Na slikama 9. i 10. vidi se razlika pomaka samo zbog
pokretnog opterecenja i ukupnih pomaka konstrukcije te
pomaci poradi titranja neoprenskih leZajeva.

GRADEVINAR 56 (2004) 6, 347-353
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Slika 9. Titranje sredine grede samo uslijed pokretnog optere-

¢enja P, iukupni pomak konstrukcije 2z,
~ )

™
SR

0.004

0.002

0.002 1

0 2 4 6 8 10
0. § 0.

Slika 10. Titranje sredine grede samo uslijed djelovanja opruga
n .
2 5
4 Podaci o dinamic¢kom ispitivanju nadvozZnjaka u
¢voru Cakovec

4.1 Opdi podaci

Nadvoznjak u évoru Cakovec nalazi se na autocesti Za-
greb — Varazdin — Gori¢an, dionica Cakovec — Gori¢an
u km + 79 + 894,66. Ukupna je duzina nadvoznjaka
70,80 m, a proteze se preko Cetiriju polja raspona 14,40
+ 18,00 + 18,00 + 14,40 metara. Rasponski sklop ¢ini
pet Supljih montaznih ploca MB 40. Visina nosaca je
0,75 m. Na vrhu stupova montirana je betonska montaz-
na naglavna greda na koju se oslanja rasponski sklop.
Na upornjacima je ugradeno po deset neoprenskih leza-
jeva dimenzija 150/200/41, a na stupiStima po dvadeset,
istih dimenzija. [6]
- 1120 (890) 5
175 o 770

i

Ilﬁl

2¢104200°250°41
(2+8+150%200%42)

Slika 11. Geometrijske karakteristike nadvoZnjaka u &voru Cakovec
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Relativne deformacije mjerene su u sredinama raspona
1.12. polja s pomocu elektrootpornih induktivnih mjeraca
pomaka(LVDT) "Hottonger", tipa LY41 mjernih baza
50 mm za beton, otpora 120 Q.

Za pokusno opterecenje uporabljeni su kamioni tezine
otprilike 353 kN (35,3 t) [6].

Na slici 12. prikazani su polozaji induktivnih mjeraca
pomaka i akcelerometara na konstrukciji.

70,80

14,40 18,00 18,00 14,40

T1 T2
AV1 AV2,

Slika 12. PoloZaj induktivnih mjera¢a pomaka i induktivnih
mjeraca pomaka na nadvoZnjaku

4.2 Rezultati mjerenja

Tablica 1. [zmjerene frekvencije [5]

Broj mjerenja 26
Srednja vrijednost 5,628 Hz
Standardna devijacija 0,1281

mY 200

AVE T hsmsntopeber .%w-.--r- e
433

-y 13

AV2 MWMWWWWM

T1 us /\/

T2 »

Slika 13. Karakteristi¢ni pregledni zapis odgovora konstrukcije
za dva kamiona koja se krecu paralelno brzinom od 30
km/h [5]

5 Dinamicka analiza programskim paketom
"Okvirw"

Da bi se rezultati mogli usporedivati, potrebno je mode-
lirati most na dva nacina.

Staticki sustav mosta je niz jednostavnih greda spojenih
kontinuitetnim plo¢ama. Kontinuitetne plo¢e modelira-
ne su kao Stapovi sa smanjenom kruto$¢u upeti u glavnu
nosivu konstrukciju. Omjer krutosti konstrukcije i kru-
osti kontinuitetnog spoja je 10:1.

Modeliranje na takav nacin nije davalo zadovoljavajuce
rezultate. Daljnjom analizom konstrukcije doslo se do
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zakljucka da krutost drugog kontinuitetnog spoja nije
bila jednaka kao krutost prvog i treéeg ( ploc¢a, vjerojat-
no, nije dobro uc¢vrséena u armiranobetonsku konstruk-
ciju). Drugi kontinuitetni spoj modeliran je s kruto$éu
10 puta manjom od prvoga kontinuitetnog spoja. Ovakav
je model dao zadovoljavajuce rezultate.

5.1 Model 1

Prvim modelom (MODEL1) usporedujemo pomake do-
bivene dinamic¢kim prorac¢unom s izmjerama ocitanim s
induktivnih mjeraca pomaka. Kako induktivni mjeraci
pomaka biljeze relativne deformacije konstrukcije na
mjestu gdje su postavljeni, na njih ne utjeCu pomaci na-
stali kao posljedica titranja neoprenskih oslonaca. Prvi
model ima fiksne oslonce koji su osno rasporedeni iznad
stupova i upornjaka.

1.20 1.20

N
S

T T

: e an 2
| 14.40 | 18.00 | 18.00 | 14.40 |
T T T T T
O Presiek 1
| Presiek 2
m Presiek 3

Slika 14. Geometrijski prikaz MODELA 1

Dinamicki proracun - pokretne sile

Pokretna sila:

- tezina 700 kN

- brzina prelaska v = 8,3 m/s

Zadavanje prigusSenja:

a0=0,0 al =0,09 a2=10,0012

U postocima od kritinog priguSenja, prigusenje po
tonovima iznosi:

1. ton -2,16%
2. ton —»2,05%
3. ton »2,14%

5

T=0,198s
f=5,05Hz
T=0,188s
f=5319 Hz
T=0,18s
f=5,376 Hz

(-]

Slika 15. Oblici osciliranja za prva tri tona (MODEL 1)

5.2 Model 2

Drugi model (MODEL 2), kojim usporedujemo izracu-
nana i izmjerena ubrzanja, modeliramo kao gredu na op-
rugama (iznad oslonaca se nalazi jedna opruga, a iznad
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stupova po dvije), jer akcelerometri biljeze i pomake uz-
rokovane titranjem neoprenskih oslonaca.

1,20 1,20 1,20
Tt T T
' 7 '
0.5 0.5 0,5
N BB I
| 14.40 | 18.00 | 18.00 | 14.40 |
[ [ [ [ [
O Presiek 1
Presiek 2
m Presiek 3

Slika 16. Geometrijski prikaz MODELA 2
Dinamicki proracun - pokretne sile
Pokretna sila:

- tezina 700 kN

- brzina prelaska v=8,33 m/s

Zadavanje priguSenja po tonovima titranja:

a0=0,0 al=0,09 a2=0,0012

U postocima od kriticnog prigusenja prigusenje po
tonovima 1znosi:

1. ton -52,27%

2. ton 52,25%

3. ton >2,59%

PriguSenje u oprugama iznosi 50.000.000,00

T=0,177s "
f=5,650 Hz °
T=0,176 s B
f=5,682 Hz : :
T=0,152s B . ot
£=6,579 Hz
Slika 17. Oblik osciliranja za prva tri tona (MODEL 2)
6 Usporedba rezultata
6.1  Usporedba frekvencija
Tablica 2. Usporedba  izmjerenih i  izraCunane
frekvencije
Izmjerena Izracunana IzraCunana
vrijednost vrijednost vrijednost
(srednja vrijednost) (MODEL2) (MODEL1)
5,628 Hz 5,682 Hz 5,376 Hz
Odstupanje 0,96 % 4,48 %

1z tablice 2. vidi se da su odstupanja frekvencija za oba
racunska modela unutar 5%. Izvrsni rezultati (ispod 1%)
dobiveni su izracunom na MODELU 2 koji je modeliran
na nacin da najvjernije simulira stvarno stanje konstrukcije.

GRADEVINAR 56 (2004) 6, 347-353
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6.2 Usporedba pomaka

Na sljede¢im se slikama (18. 1 19.) prikazana usporedba
pomaka konstrukcije izra¢unanih s pomocu programskog
paketa "OKVIRW" na MODELU 1 i zapisa induktivnih
mjeraca pomaka dobivenih dinamickim ispitivanjem kon-
strukcije.

Ova dva zapisa u vremenu je moguée oblikovno uspo-
rediti .

ey (x,t) & z-g;(x,1) 21
&y - mjerena deformacija

& - izraCunana deformacija

gdje je:
e(t)=z-x(x,t)
2
K(x.) = _dy_(;”) (22)
dx
2
&(t) = —z dy—(;c,t)
dx

x - polozaj mjernog mjesta na konstrukciji
z - neka konstanta proporcionalnosti

izraGunani pomak

= === zapis LVDT1

~

Slika 18. Usporedba izratunanog pomaka i zapisa induktivnog
mjeraca pomaka u sredini prvog raspona

izraGunani pomak
= === zapis LVDT2

Slika 19. Usporedba izracunanog pomaka i zapisa induktivnog
mjeraca pomaka u sredini drugog raspona

6.3 Usporedba ubrzanja

Usporedba ubrzanja daje nesto losije rezultate jer su br-
zine i ubrzanja konstrukcija, izraCunana programskim
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paketom, dobiveni deriviranjem pomaka. Ubrzanja pri-
kazana na slikama 21. 1 23. izra¢unana su na MODELU 2.

s e

Slika 20. Zapis akcelermetra Al, u sredini prvog raspona

Slika 21. Izracunano ubrzanje u sredini prvog raspona

e

Slika 22. Zapis akcelermetra A2, u sredini drugog raspona

Slika 23. Izracunano ubrzanje u sredini drugog raspona

7 Zakljuéak

Rezultati izraCuna programskim paketom "Okvirw" dobro
se slazu s izmjerenim podacima dinamickog ispitivanja
nadvoznjaka u évoru Cakovec. Iz izvrenih se usporedbi
vidi je da model koji simulira djelovanje neoprenskih
lezajeva, koji su sastavni dio konstrukcije, daje bolje
rezultate negoli model s klasi¢nim pokretnim i nepokret-
nim osloncima. To je potvrda da se programskim pake-
tom moze koristiti u obradi podataka dobivenih dinamic-
kim ispitivanjima na konstrukcijama koje se mogu mo-
delirati Stapnim i okvirnim sustavima.

Izradenim programskim paketom mogu se analizirati
Stapne i okvirne konstrukcije u 2D s klasi¢nim ili neo-
prenskim lezajevima.
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