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R. Rosman Prethodno priopcenje

Mjerodavni momenti savijanja stupova bo¢no pridrZanih okvira

Daje se izvod obrazaca za ekstremne vrijednosti momenata savijanja stupova bocno pridrzanih okvira.
Prakticna je primjena obrazaca prikazana na primjerima. Dana je opsezna tablica brojcanih vrijednosti
omjera mjerodavnog momenta savijanja po teoriji drugog reda i ekstremnog momenta savijanja
utvrdenog na uobicajeni nacin, po teoriji prvog reda i to za niz vrijednosti parametara opterecenja koji
se pojavljuju u praksi. Na kraju je analiziran i odziv sustava na imperfekcije izvedbe.

R. Rosman Preliminary note

Relevant bending moments for piers in laterally braced frames

Some derivation models for defining extreme bending moments of piers in laterally braced frames are
presented. The practical use of these models is illustrated with appropriate examples. A detailed table
with numerical values of relevant bending moment ratios according to the second order theory, and the
extreme bending moment determined in an usual way, i.e. according to the first order theory, is given
for the range of load parameter values normally encountered in practice. The system's response to
imperfections during realization is analyzed in the concluding section of the paper.

R. Rosman Note préliminarie

Moments de flexion pertinents pour piles faisant partie des cadres a souténement latéral

Quelques modeles de dérivations pour la définition des moments de flexion extrémes, pour piles faisant
partie des cadres soutenus latéralement, sont présentés. L'application pratique de ces modeles est
illustrée par les exemples appropriés. Un tableau détaillée avec valeurs numériques présentant les
rapports des moments de flexion appropriés, établis selon la théorie de deuxieme ordre, et avec le
moment de flexion extréme déterminé de maniére habituelle, c'est-a-dire selon la théorie de premiere
ordre, est donné pour la plage des paramétres de charge normalement rencontrée dans la pratique. La
réponse du systeme aux imperfections durant la réalisation est analysée dans la section finale de
l'ouvrage.
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R. Rosman Vorherige Mitteilung

Massgebende Siulenbiegemomente seitlich gestiitzter Rahmen

Ausgelegt ist die Ableitung der Formeln fiir Extremwerte von Sdulenbiegemomenten seitlich gestiitzter
Rahmen. Die praktische Anwendung der Formeln ist an Beispielen dargestellt. Vorgelegt ist eine
ausfiihrliche Tabelle der Zahlenwerte des Verhdltnisses zwischen dem massgebenden Biegemoment
nach der Theorie zweiter Reihe und dem herkommlich festgelegten Extremmoment nach der Theorie
erster Reihe, und zwar fiir eine Folge von Werten der Belastungsparameter die in der Praxis auftreten.
Zum Schluss analysiert man die Antwort des Systems auf Ausfiihrungsimperfektionen.
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1 Uvod

Sustavi od zidova i skeletnih armiranobetonskih okvira
te sustavi od vertikalnih reSetki i skeletnih okvira celic-
nih konstrukcija Cesto su primjenjivane, konstrukcijski i
arhitektonski povoljne te ekonomicne vertikalne nosive
konstrukcije visih i visokih zgrada. Relevantni propisi
definiraju racunske kriterije kada se okviri mogu smatrati
boc¢no pridrzanima, tj. njihovi ¢vorovi bo¢no nepomic-
nima. Bo¢na opterecenja zgrade onda se obi¢no u cije-
losti pripisuju podsustavu zidova odnosno resetki. Kako
su u nasim krajevima boc¢na optere¢enja zgrada od ma-
senih sila potresa ili vjetra uglavnom znatna, a podsus-
tavi zidova odnosno resetki time bo¢no vrlo kruti, okviri
se redovito mogu smatrati bo¢no pridrzanima. Uz prim-
jenu materijala visokih ¢vrsto¢a okviri se mogu ispro-
jektirati dosta vitkima, tj. poprecni presjeci Stapova mo-
gu biti relativno mali, a to nadalje doprinosi estetici zgrade
i boljem iskori$tavanju prostora. S druge strane vitkost i
time veca deformabilnost $tapova, napose stupova, do-
vodi do znatnijeg utjecaja drugog reda, tj. povecanja na
uobicajen nacdin prora¢unanih odzivnih veli¢ina, poseb-
no momenata savijanja, zbog kombiniranog utjecaja uz-
duzne sile stupa i njegove deformacije prouzrokovane
optere¢enjem okvira.

U radu se pokazuje kako se, polaze¢i od prethodno na
uobicajen nacin, dakle po teoriji prvog reda, proracuna-
tih momenata savijanja na krajevima stupova, utvrduje
njihov maksimalni moment savijanja. Izvode se odgova-
rajuci obrasci, a broj¢anim se primjerima pokazuje nji-
hova prakti¢na primjena. U svrhu olakSanja dizajna, ko-
na¢nog prora¢una i utvrdivanja utjecaja parametara
sustava na njegov odziv dana je opsezna tablica 1. broj-
canih vrijednosti omjera maksimalnog momenta savija-
nja i momenta savijanja na vrhu stupa, i to za niz para-
metara momentnog i osnog optereéenja stupa koji se
pojavljuju u praksi. Potom se na primjerima graficki
prikazuje ovisnost mjerodavnih odzivnih veli¢ina o pa-
rametrima optereCenja. Na kraju se, nadovezujuci na
relevantne norme, ukazuje na primjenu ekvivalentnog
simetri¢no optere¢enog stupa i na modelski stup te utvr-
duje odziv stupa na imperfekcije izvedbe.

U armiranobetonskih bo¢no pridrzanih okvira grani¢no
stanje nosivosti redovito je lom materijala, lom dakle
nastupa kada je, u kriticnom presjeku, kombiniranim
utjecajem uzduzne sile i momenta savijanja dosegnuta
cvrstoca presjeka. Dok pravocrtna trajektorija opterece-
nja odgovarajucega kratkog stupa (vitkost = 0) interak-
cijsku krivulju ¢vrstoée presjeka (slika 1.) sijece u tocki
A, krivolinijska trajektorija opterecenja vitkog stupa
(vitkost >0) ju sijeée u tocki B. Utjecaj vitkosti dakle
smanjuje uzduznu silu koju pri danom momentu presjek
moze podnijeti. Za usporedenje: u stupova bo¢no nepri-
drzanih okvira grani¢no stanje nosivosti moze biti stabi-
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litetni lom, to znaci da se pri deformaciji zbog neznatnog
porasta uzduzne sile viSe ne moze ostvariti ravnoteza, a
krajnja tocka trajektorije opterecenja, C, ne dostize inter-
akcijsku liniju ¢vrstoce presjeka.

2 Formulacija i rjeSenje zadaée

Slika 2. prikazuje stup opterec¢en tlaénom uzduznom
silom P te momentima M° na gornjem i mM° na donjem
kraju. Moment M° usvaja se pozitivnim, a moment mM°
broj¢anom manjim ili jednakim M°. Savojna krutost po-
pre¢nog presjeka stupa oznacena je sa K, njegova duzi-
na sa H. Apscisa x orijentirana je od vrha stupa nanize.

P
3 \{—d

Mﬂ
_____ A
/"/7 X
H
N\ K
FE mM“/
09 n i

Slika 1. Interakcijski dijagram
¢vrstoce presjeka kratkog
armiranobetonskog stupa

Slika 2. Stup s momentnim
i osnim opterecenjem

U daljnjem opterecenje stupa opisuje se dvama bezdi-
menzijskim parametrima i to parametrom m momentnog
opterecenja definiranim u podrucju

-1<m<1 (1)
1 parametrom
P
= 2
p P 2

osnog opterecenja, gdje je Pr = m’K/H* Eulerova sila
izvijanja stupa. Radi kratkocée zapisa upotrijebit ¢e se i
bezdimenzijski stabilitetni parametar

S=mp'" 3)
stupa.

Diferencijalna jednadzba linije momenta savijanja, M,
Stapa optere¢enog tlatnom silom i momentima na kraje-
vima glasi [1],

d*mM P
3 +?M:O. (4)

Izrazi li se osna sila s pomoc¢u parametra osnog optere-
¢enja, jednadzba (4) poprima oblik

2
d°m +[%j M =0 5)

dx?

prikladniji za daljnja izvodenja.

GRADEVINAR 56 (2004) 10, 623-629



R. Rosman

Bo¢no pridrzani okviri

Opce je rjesenje jednadzbe (5), dakle jednadzba momentne
linije stupa,

. X x
M = Asin(S—)+ Bcos(S—) ; 6
( H) ( H) (6)

A 1 B su integracijske konstante.

Ekstremna je ordinata M-linije

£ £

* X X
M, = Asin(S—)+ Bcos(S—2L), 7
m ( H) ( H) (7
a odnosna abscisa, x; , odredena je uvjetom

dM
—=0. 8
e ®)

Nakon provedbe deriviranja i uz primjenu inverznih
trigonometrijskih funkcija, iz jednadzbe (8) slijedi

*

§km arctané , 9)
H B

pa jednadzba (7), nakon poduzih trigonometrijskih
transformacija, poprima oblik

42

M, = B[l+(—)2} : (10)
B

Integracijske konstante 4 i B odrede se iz rubnih uvjeta

zadace, a to su

MOZMO, MH:va (11)

Uvrste li se u jednadzbe (11) odgovarajuée M-vri-

jednosti prema jednadzbi (6), slijedi

B=y, A_mocosS (12)
B sin S

Za M-liniju, njenu ekstremnu ordinatu i odnosnu apscisu

time se dobivaju konac¢ne jednadzbe

m—cosS X X
M =| ———sin(§—)+cos(S—) |[M°, 13
[ s ( H) ( H)} (13)
M, = .1 (1+m?* =2mcosS)>M?, (14)
sin S
X 1 m—cosS
x, =(—arctan———)H . 15
m (S nS ) (15)

Odzivne veli¢ine stupa su dakle funkcije parametara m i
S (ili p) opterecenja, a M je osim toga i funkcija apscise x.

Slika 3. prikazuje S/H-struku apscisu x:, ekstremne

vrijednosti M,*n momentne linijje kao funkciju argu-

menta (m-cosS)/sinS.
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Slika 3. Dijagram S/H-struke abscise x; presjeka u kojem

*
djeluje maksimalni moment savijanja Mm

U svrhu analize odziva sustava treba utvrditi kada je
x, =0, atimex,=0i M, =M, =M, tj. kada se
ekstremna  vrijednost momenta savijanja  stupa
pojavljuje na njegovu vrhu. Onda je

m-cosS _, (16)
sin §

a time, pri zadanom m

S:S*:arccosm,pzp*z(w)z, (17)
Vs

a pri zadanom S, ili p,

m" = cosS = cos(mp"?). (18)

.. . * . * . . . .
Vrijednosti m 1 p mogu se nazvati izbalansiranim
vrijednostima parametara m odnosno p opterecenja.

Navedeni su uvjeti graficki prikazani na slikama 4.a
odnosno b.

LV
2 b

_+ — im*

! -
0 -
_] i B l

Slika 4. Uvjeti da je maksimalni moment savijanja stupa na

njegovom vrhu: a) dijagram ﬂ\/p* (m) ib) dijagram
*
m'(zy[p)

. * .. . . . .
Negativne x,, - vrijednosti odgovaraju ekstremnim vri-

jednostima M ;, momentne linije izvan podrucja stupa,
dakle vrijednostima koje nemaju fizi¢kog znacenja.
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Na osnovi vise navedenoga ocito je zatim sljedece.

Pri zadanom m:

akoje p<p’,je x,,<0,x,=0, M, =M, (19)
ako jep=p’.je x,=x,=0,M,= M, (20)
akojep>p’,je X, =x, >0, M, =M, > M. 1)

Pri zadanom p:
akojem<m’,je x;,<0, X =0, M, =M°, (22)
akojem=m", je x,=x,=0, M, =M, (23)

akojem>m",je x, =x, >0, M, =M, > M. (24)

3 Odzivne veli¢ine pri zadanom paru parametara
opterecenja

U sljede¢im primjerima rabe se opée jednadzbe (3),
(14), (15) 1 (19) do (24).

Primjer 1.m=0,7, p=0,5.

§=222, x, =0,461 H=1x,, M, =1,92 M.

Primjer 2. m = 0,6, p = 0,3.

S=1,72, X, =0,377 H=Xx,, M,, = 1,26 M".

Primjer 3. m=-0,3, p=0,4.

§=199, x, =0,0571 H=1x,, M, =1,01 M.

Primjer 4. m =-0,4, p=0,5.

§=222, x, =0,207 H=1x,, M, = 1,03 M.

4 Qdzivne veli¢ine pri grani¢nim vrijednostima
parametra m momentnog optereéenja

Odziv pri m =1 (slika 5.a)
Na osnovi jednadzbe (15) je (25)

« H S H
x, =—arctantan—=—=1x,,,
S 2 2
a na osnovi jednadzbe (14)
MO
M, =——¢. (26)
cos—
2

Primjer: p = Y.

S=n/2, M, = 1,41 M°.

Odziv pri m = 0 (slika 5.b)

Na osnovi jednadzbi (14) i (15) je
MO

= x = %arctan(— cotS). (27)

m . 2 m
sin S
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Slika 5. Momentni dijagrami stupa pri

a) m=1 i proizvoljnim p, a T ]
b) m=0i p moze bit veéi ili manji X
ili jednako i te m
¢) m=-11ip vedéiili manji ili jednako 1 i
p>0

*
_xm

4

Primjer: p =0,3.

S=1,72,M,=1,01 M, x,,=0,0871 H.
Odziv pri m = -1 (slika 5.c)

Na osnovi jednadzbi (14) 1 (15) je

MO
M, =, x

m m

= " arctan(—cot £) . (28)
. N 2
sin 5

Primjer: p = 1,20.
S=3,44, M,,= 1,01 M°, x,,=0,0436 H.

5 Odzivne veli¢ine pri zadanom m i promjenljivim
p te pri zadanom p i promjenljivim m

Slika 6. pokazuje kako pri zadanom pozitivnom m (gor-
nje slike) odnosno zadanom negativnom m (donje slike)
porast sile P, i time parametra p osnog opterecenja, mijenja
karakter momentnog dijagrama stupa. Podru¢je m = -0,5
do m= -1 pri p > p" nema prakti¢nog znadenja zbog
opasnosti izvijanja stupa uz jednosmislenu zakrivljenost
duz cijelog stupa.

GRADEVINAR 56 (2004) 10, 623-629
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Tablica 1. Omjeri maksimalnog momenta savijanja M,, i momenta savijanja M° na vrhu stupa za neke vrijednosti
parametara m momentnog i p osnog optereéenja stupa (za pozitivne vrijednosti m — gore, za negativne
vrijednosti m - dolje)

Slika 6. Momentni dijagrami stupa pri a) pozitivnom i b)
negativnom m te p veée ili manje ili jednako p°

GRADEVINAR 56 (2004) 10, 623-629

m =1 m= 0,9 m=0,8 m = 0,7 m = 0,6 m = 0,5 m = 0,4 m = 0,1 m=0
o M| p MM | e Ve M /4% | D M Mol p MM p wo®l p LI I T W
0 1 0,0206 1 0,0420 1 0,0641 1 0,0871 1 0,111 1 0,136 1 0,219 1 0,25 1
0,01 1,012] 0,04 1,012 | 0,06 1,007 | 0,09 1,010 | 0,11 1,006} 0,14 1,008} 0,17 1,009| 0,26 1,009 0,29 1,007
0,02 1,025]0,05 1,022} 0,07 1,014 | 0,10 1,017 0,12 1,012) 0,15 1,013| 0,18 1,014} 0,27 1,013{ 0,30 1,011
0,03 1,038 10,06 1,034 | 0,08 7,024 | 0,11 1,025 | 0,13 1,0191 0,76 1,020} 0,19 1,021} 0,28 1,018} 0,31 1,016
0,04 1,051|0,07 1,046 { 0,09 1,034 ) 0,12 1,035 | 0,14 1,027 0,17 1,028 0,20 1,028| 0,29 1,024{ 0,32 1,022
0,05 1,065 | 0,08 1,059 | 0,10 1,045 | 0,13 1,045 j0,15 1,036) 0,18 1,036 0,21 1,036)| 0,30 1,031} 0,33 1,028
0,06 1,079 0,09 1,072 | 0,11 1,057 | 0,14 1,056 (0,18 1,046} 0,19 1,046} 0,22 1,0451 0,31 1,039} 0,3% 1,035
0,07 1,093| 0,10 1,086 { 0,12 1,069 [ 0,15 1,069 | 0,17 1,056 0,20 1,056{ 0,23 1,055|0,32 1,047} 0,35 1,043
0,08 1,108 | 0,11 1,100 (0,13 1,083 10,16 1,081 0,18 1,068 1 0,21 1,067 1 0,24 1,066} 0,33 1,057| 0,36 1,051
0,09 1,122 0,12 1,314 {0, 14 1,096 | 0,17 1,094 [ 0,19 1,080} 0,22 1,079} 0,25 1,077}10,3% -1,067} 0,37 1,061
0,10 1,137]{0,13 1,130 | 0,15 1,111 0,18 1,108 10,20 1,093} 0,23 1,091| 0,26 1,089]0,35 1,077} 0,38 1,071
0,11 1,153} 0,14 1,145 | 0,16 1,126 | 0,19 1,123 | 0,21 1,106 | 0,24 1,104 | 0,27 1,102} 0,36 1,089| 0,39 1,082
0,12 1,169]0,15 1,161 | 0,17 1,141 j 0,20 1,138 ] 0,22 1,121} 0,25 1,118] 0,28 1,115 0,37 1,101] 0,40 1,093
0,13 1,185 0,16 1,177 | 0,18 1,156 | 0,21 1,153 [ 0,23 1,135} 0,26 1,132} 0,29 1,129]/.0,38 1,114] 0,41 1,106
0,14 1,202 0,17 1,194 } 0,19 1,172 1 0,22 1,169 | 0,24 1,150 0,27 1,147 { 0,30 1,144 0,39 11,1270 0,42 1,119
0,15 1,219} 0,18 1,211 {0,20 1,189 0,23 1,186 [ 0,25 1,166 10,28 1,163 0,31 1,159 (0,40 1,142] 0,43 1,133
0,16 1,236} 0,19 1,229 | 0,21 1,207 | 0,24 1,203 | 0,26 1,1831 0,29 1,180} 0,32 1,175 0,41  1,157) 0,44 1,148
0,17 1,254 | 0,20 1,247 | 0,22 1,224 | 0,25 1,221 | 0,27 1,199 0,30 1,197 [ 0,33 1,193 0,42 1,173 0,45 1,164
0,18 1,272 0,21 1,266 | 0,23 1,243 | 0,26 1,239 | 0,28 1,217 0,31 1,274 | 0,34 1,210 0,43 1,190 0,46 1,180
0,19 1,291 0,22 1,285 | 0,24 1,261 0,27 1,258 ]0,29 1,236} 0,32 1,232} 0,35 1,229 0,44 1,208} 0,47 1,198
0,20 1,310 0,23 1,305} 0,25 1,281 ) 0,28 1,277 0,30 1,255 0,33 1,252 0,36 1,247[0,45 1,277 0,48 1,216
m = -0,1 m= -0,2 m = ~0,3 m = -0,4 m = -0,5 z -1

p Mm/Mo o M /M| p Mm/M° o Mm/M° P Mm% [ p Mm/MO
0,283 1 0,318 1 0,356 1 0,398 1 0,444 1 1,00 1
0,33 1,009 {0,36 1,007 {0,40 1,006 0,4  1,008]0,50 1,009 —_— pacs = :3
0,35 1,013]0,37 1,010 0,41 1,010| 0,86 1,012 | T = — - I
0,35 1,018)0,38 1,014]0,42 1,014 0,47 1,016 ! I | | | .
0,36 1,024 [ 0,39 1,019 0,43 1,018] 0,48 1,021 0 013602 03 04 05 06 P
Q0,37 1,030 | 0,40 1,025 | 0,44 1,024 | 0,49 1,027
0,38 1,037 [ 0,41 1,031 {0,485 1,030} 0,50 1,033 l
0,39 1,045
0,40 1,054 a

™

Xy

v

|
0 0398 05 06 07 08 09 ¥

Ma/° i 2=
B 111,
i) 0546 070,808 1™
! Ss
Xa/H § s = c

Slika 7. Dijagrami a) M,/M°(p) i x,/H(p) pri m = 04, b)
M, /M°(p) i x,,/H(p) pri m = -0,4 te ¢) M,/M°(m) i
X/H(m) prip = 0,1
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Tijek funkcije M,/M°(p) i x,/H(p) prikazan je, za m =
0,4, na slici 7.a, a za m = -0,4 na slici 7.b. U tablici 1
dane su brojéane vrijednosti kvocijenta M,,/M° za niz m-
vrijednosti u podrucju (1, -1) te niz p-vrijednosti u
podrugju (0,1) koje u praksi dolaze u obzir.

Tijek funkcija M,,/M°(m) i x,,/H(m) prikazan je, primjera
radi, za p = 0,1 na slici 7.c.

6 Aproksimiranje proizvoljnog momentnog
optereenja opterecenjem jednakim momentima
na krajevima. Utjecaj imperfekcija izvedbe.
Prostorne zadace

Slika 8.a prikazuje ve¢ prije obraden op¢i slucaj stupa
optere¢enog tlacnom osnom silom i momentima na
krajevima, pri emuje—1<m<1,a

1

sin S

m

(1+m*=2mcos )2 M© (29)

ako je pri zadanom m

S§> §*=arccosm (30)

ili pri zadanom S

m>m* = cosS. (31)

Inace je

M, = M°. (32)
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Slika 8. a) Stup izloZen momentnom i osnom optereéenju te
momentni dijagram za p > p* pri zadanom m ili m > m"
pri zadanom p, b) ekvivalentni simetri¢no optereéeni stup
i pripadni momentni dijagram te c) odgovaraju¢i modelni
stup i pripadni momentni dijagram

Kvocijent maksimalnog momenta M,, savijanja i savoj-
ne krutosti K poprecnog presjeka stupa jest zakrivljenost
njegove progibne linije na promatranom mjestu.

U svrhu pojednostavnjenja prorac¢una u praksi neki rele-
vantni propisi za armiranobetonske i ¢elicne konstrukci-
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je dozvoljavaju analizu na osnovi ekvivalentnog stupa
optereCenog simetricno jednakim momentima M° na
krajevima (slika 8.b). Kriterij ekvivalentnosti je da se
M° odredi iz uvjeta da je odgovarajuéi ekstremni mo-

ment savijanja M, jednak ekstremnom momentu savi-
janja M,, polaznog sustava [2].

Zam =1 opca jednadzba (29) daje

M = [2(1-cos$)]'*me, (33)

sinS

pa se izjednacenjem desnih strana jednadzbi (29) i (33)
dobije

) 1/2
. :{1+m 2mcosS} MO

2(1—-cos.S) 34)

Ekstremni moment savijanja ekvivalentnog stupa, u H/2
je time, sukladno postavljenom kriteriju, na osnovi jed-
nadzbe (26) i nakon provedbe trigonometrijskih trans-
formacija,

1
sinS

M: =

¢ (1+m?* =2mcosS) "> M° . (35)
Ekvivalentni stup cesto se prikazuje jednom svojom
polovicom (slika 8.c) i naziva modelskim stupom.

Gore prikazana rjeSenja rezultat su analize po teoriji dru-
goga reda, sadrze dakle i utjecaj deformacije na momen-
te savijanja. Dakako da u proracune treba uvesti i odgo-
varajuéi globalni koeficijent sigurnosti ili odgovarajuce
parcijalne koeficijente sigurnosti.

Utjecaj imperfekcija izvedbe gradevine uzima se u obzir
povecanjem ekscentriciteta

M,
e= 36
I (36)
uzduzne sile u kriticnom presjeku (slika 8.c) za
1 H,
e =— L 37
“ 100H"? 2 G

gdje je prvi razlomak, bezdimenzijska veli¢ina, imperfek-
cijski kut nagiba (H u metrima), a H; duzina izvijanja
stupa. Oc¢ito je H; < H, a odnosni podaci mogu se naci u
literaturi, npr. [1, 3] i u propisima.

Prakticki se dakle utjecaj imperfekcija uvodi u racun
povecanjem maksimalnog momenta savijanja, M, od-

nosno M¢

> Za eP.

Ako je stup izloZen tla¢noj sili i kosom savijanju, dokaz
nosivosti moze se, koristeci se s vise danih rjesenja za
stupove s jednoosnim ekscentricitetom, relativno lako
provesti prema [4].
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