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1. Stanke Prethodno priopcenje
Slobodne oscilacije cilindri¢ne tanke ljuske

Promatra se elasticna homogena izotropna kruzna cilindricna tanka ljuska ucvrséena na krajevima.
Traze se svojstvene vrijednosti i svojstvene frekvencije takve ljuske. U tu svrhu promatra se valna
Jjednadzba kruzne cilindricne tanke ljuske sa zadanim rubnim uvjetom. Rjesavanjem valne jednadzbe uz
primjenu metode redukcije dimenzije (MRD), mogu se izracunati svojstvene vrijednosti ). i svojstvene
frekvencije k. Proracun je obavljen na racunalu koristenjem programa Mathematica.

1. Stanke Preliminary note
Free oscillations of a thin cylindrical shell

An elastic homogeneous isotropic circular cylindrical thin shell fixed at its ends is considered.
Eigenvalues and eigenfrequencies of such shell are analyzed. The wave equation of the circular
cylindrical thin shell, with an adequately specified boundary condition, is used for that purpose.
Eigenvalues A and eigenfrequencies k can be calculated by the wave equation using the dimension
reduction method (DMR). The calculation was carried out on personal computer using the Mathematica
software.

1. Stanke Note préliminaire

Les oscillations libres des coque d'une minces cylindriques

La coque mince élastique homogene isotrope circulaire et cylindrique, fixée aux extrémités, est
considérée. Les valeurs propres et les fréquences propres de cette coque sont analysées. A cet effet, l'on
a utilisé l'équation d'onde pour la coque circulaire cylindrique, avec la condition aux limites bien
définie. La solution de l'équation d'onde en utilisant la méthode de la réduction des dimensions (MRD)
permet le calcul de la valeur propre A et de la fréquence propre k. Le calcul a été effectué sur
ordinateur en utilisant le logiciel "Mathematica".

U. Cmanke Ilpeosapumenvrnoe coobwenue

CB00OHBIE OCHIHILISIIIAN ].[l/l.]'lI(lHlel/l‘leCKOﬁ TOHKOM 000JI0YKH

B pabome onucvisaemcs ynpyeas 2omMO2eHHAA U3OMPONHAA KPY208As YUNUHOPUYECKAs. MOHKAA
obonouka, 3akpennéuHas Ha Kpasx. Tpebyemcsa Haiimu XapakmepHvie 3HAYEHUS U XAPAKMeEpPHble
¢pexseuyuu maxou oborouxku. C moi yenvio 6edémcs HabAOOeHUe HAO B0THOBbIM YPABHEHUEM
KpYy208oll YunUHOPUYECKOU MOHKOU 0OO0N0YKU C 3A0AHHBIM NpedelbHbiM YCiosueM. Peuwenuem
60JIHOB020 YPABHEHUs NPU NPUMEHEHUU Memood peOVKyuu pasmepa Mo2ym Obimb pacqumanbl
Xapakmephuvle 3Hauenus A u xapakmepmvie ppekseuyuu k. Pacuém coenan na Komnviomepe npu
ucnonvzosanuu npoepammol Mamemamuxa (Mathematica).

1. Stanke Vorherige Mitteilung

Freie Schwingungen der zylindrischen diinnen Schale

Man betrachtet eine elastische homogene isotrope kreisformige zylindrische diinne Schale die an den
Enden befestigt ist. Gesucht sind die kennzeichnenden Werte und die kennzeichnenden Frequenzen einer
solchen Schale. Zu diesem Zweck betrachtet man die Wellengleichung der kreisformigen zylindrischen
diinnen Schale mit aufgegebener Randbedingung. Durch Losung der Wellengleichung unter Anwendung
der Methode der Grossenreduktion (MRD) kann man die kennzeichnenden Werte A und die
kennzeichnenden Frequenzen k berechnen. Die Berechnung wurde an einer Rechneranlage
durchgefiihrt, wobei man das Programm Mathematica beniitzte.

Autor:  Mr. sc. Ivan Stanke, dipl. ing. grad., Sveuciliste u Zagrebu, Gradevinski fakultet, Kaciceva 26, Zagreb
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Oscilacije cilindri¢ne ljuske

I. Stanke

1 Uvod

Posljednjih dvadeset godina M. Vogelius i I. Babuska
razvili su metodu redukcije dimenzije (MRD), koja se
primjenjuje na niz problema mehanike kontinuuma. MRD
pocela se primjenjivati i na problem svojstvenih vrijed-
nosti i svojstvenih funkcija nekih diferencijalnih jednad-
zbi. Problem slobodnih oscilacija cilindri¢ne tanke ljus-
ke svodi se na problem svojstvenih vrijednosti jedne od-
redene jednadzbe zapisane u matricnom obliku i za rje-
Savanje toga problema koristi se MRD-om.

2 Formulacija problema

Promatra se elasticna homogena i izotropna kruzna cilin-
dri¢na tanka ljuska. Ljuska je zatvorena i oba su kraja
pri¢vrscena (slika 1.).

7\
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1
Slika 1. Popreéni presjek cilindri¢ne ljuske
Na slici 1. x je udaljenost presjeka ljuske duz izvodnice
do neke tocke srednje plohe ljuske, a je polumjer kruzne
cilindri¢ne ljuske, 2h = H debljina ljuske, koja je mala u
odnosu na a i1, 1 je duljina ljuske u smjeru izvodnice, p
je masa po jedinici plohe- povrSinska gustoca, u je

. . X
Poissonov koeficijent, § = — ,
a

h2
2
ﬂ :a_z.

P je srednja ploha ljuske koja dijeli debljinu ljuske
napola. Komponente pomaka neke tocke srednje plohe
su: u smjeru izvodnice u , u smjeru tangente v , u smjeru
normale na srednju plohu w; ¢ je kut izmedu ravnine
postavljene kroz promatranu tocku srednje plohe i os
cilindriéne ljuske te fiksne osne ravnine (slika 2.).

Slika 2. Komponente pomaka to¢ke O

Pri izvodenju diferencijalnih jednadZzbi slobodnih osci-
lacija kruzne cilindri¢ne tanke ljuske ne uzimaju se u
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obzir hipoteze Kirchhoff — Lovea. 1z uvjeta ravnoteze
elementa tanke ljuske pri ¢emu se sve sile i momenti
izraze pomocu komponenata pomaka u, v, w dobije se
sustav diferencijalnih jednadzbi slobodnih oscilacija
kruzne cilindri¢ne tanke ljuske oblika

82u+1—,u(32u+1+,u o%v 0w 1-u p* *w

&2 2 gt 2 8&p o 2 3 pfag?
_pa’(-4*) o™
2Eh  ot?
l+u 0*u  0°v |1-u B oy ow
=+ 1+ +1+ - |5 - =+
2 0&p g 2 3 |og? o
B @w 3-pup dw _ pat(l-u’)d’v 0
309 2 3 0f% 2Eh o
ou ov pro*w o'w  o'w
Y P R NP P I,
o dp 3| o 0&%0p*  0p
_W_,B_263V_2—,uﬂ2 v _pat-u’) dw
3 99> 3 el 2Eh  ot?

Sustav diferencijalnih jednadzbi (1) poboljsan je sustav
diferencijalnih jednadzbi dobiven po teoriji S. TimoSen-
ka i predstavlja valne jednadzbe teorije cilindri¢nih lju-
saka .

Uz sustav (1) zadani su rubni uvjeti, kruzna cilindri¢éna

. . . . 1
tanka ljuska pri¢vrS¢ena je na krajevima £ =0, {= —,
a

v=0,w=0, 2 _o, M _, )

o5 o5

Do valnih jednadzbi (1) kruzne cilindri¢ne tanke ljuske
moze se do¢i na temelju varijacijskog principa fizike
kontinua. Izgradi se Lagrangeova funkcija L = T — U,
gdje je T kineticka energija, a U potencijalna energija
elementa kruzne cilindriéne tanke ljuske. Na temelju
Hamiltonova principa , koji glasi

ty

J(T—U):minimum

4

dolazi se do valnih jednadzbi (1).

Diferencijalne jednadzbe (1) mogu se napisati u obliku

2 2y A2
pa (1-px°)ou
D +D +D = -
11(w) 12(v) 13(W) SEnh o
2 2y A2
pa(l-u°)ov
D +D +D = - 3
21(w) 2(V) 23(W) 2Eh o (3)

pa’(l-u*) o*w

D +D +D =
31(w) 2(V) 33(W) 2Eh o

gdje su Dy, 1, j =1, 2, 3 linearni diferencijalni operatori:
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o l-pu 8 l+u &%
Dy (w) = _2"‘_/1_2 u, Dlz(V):_lu
o0& 2 ¢ 2 0&g
o 1-pup* &
Dy3(w) = ‘,U___ﬂﬂ_ 7 W
o0& 2 3 0Lop
1+u 0*u
Dzl(u)Z—ﬂ
2 0&op
1-u 2 B2ty &*v
D =|—(1+ +l+—|—+— 4
2 () [2< PO o @)
o p* o 3-upr @&
Dy (w) = '—+ﬂ 3 #p = |V
op 3 op 2 3 0&°0p
ou
Dy (w) = u—
31(w) ﬂ@f
o pro 2- ol
D32(V): __ﬁ 3_ ILI 2 2 v
op 3 0Op 3 o0& 0p

2( A4 4 4
Dy =| - Lo Ol
3o o0& 0p” Op
Sustav diferencijalnih jednadzbi (3) moZe se napisati u
obliku

AU=BU %)
gdje je :
Dy; Dy, D3
A =D, Dy Dy, (6)
D3 D3; D33

a Dy i,j = 1, 2, 3 su diferencijalni operatori definirani
formulama (4),

B 2 2 2 ]
pa (l-u”) o° 0 0
2Eh ot
2 2y A2
B= 0 pa~(-u”) o° 0 (7)
2Eh o’
0 o pall-uh o’
| 2Eh  ot? |
u
iU=|v (®)
w
Operatori A i B su linearni .
Pomak U trazi se u obliku
U=i(¢ ¢)coskt, 9)
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zadovoljava rubne uvjete (2), gdje je k svojstvena
frekvencija a

(&, 0)=|v

Uvrsti li se (9) u (5) dobije se

Ai=\Bi (10)
gdje je:
2.2 2
2Eh
-1 0 0
B=|0 -1 0 (12)
0 0 -1

Treba odrediti svojstvene vrijednosti A jednadzbe ( 10) .

3 Primjena metode redukcije dimenzije (MRD) na
rjeSavanje problema vlastitih frekvencija kruzne
cilindri¢ne tanke ljuske

Promatra se jednadzba (10)
Ai=2rBi
i rubni uvjeti (2) , traze se svojstvene vrijednosti A # 0.

Rjesenje jednadzbe (10) trazi se u obliku

U Un (&l (9) U, (&)sinng
U(&0)= | ¥ [=| Va(©o (@) |=| V(&) cosng |(13)
W | W (@)D ()| [ Wa(S)sinng

Funkcije U (&), Vim(§), Wm@), odreduju se iz zahtjeva
da skalarni produkt A it — A B i1 sa

ga,(,l)((o), gor(lz)(go), 501(13)(go) mora biti jednak nuli, prema
tome dobije se sustav jednadzbi:

2z

[[D11(@)+ Dy () + D3 (W) + AT, o () dp =0
0

2z

[[D21 (@) + Dy (1) + Dy (W) + A ¥ |02 () dp = 0 (14)
0

2z
[[D3) (@) + Dy () + Dy () + 4 W, |0 () dp = ON
0

a temelju (13) gdje su zadani ﬁl , Vl , VNV1 dobije se :

- ” . 1- .
Dy, (@) = Ul (&)sin nw-Um<§)7"n2 sinng

1+ pu
2

nsinng ,

D12 (v1) =-V,(&
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2

D) = @ psinng + W& L L sinng

~ , 1+
Dy, (@) = U, () —E ncosnp,

2

Dy () = V”(é){ (1+ﬂ)+1+ﬁ7}osn¢— :

~V,(E)n* cosng

Dy (W) =W, (5){—ncosn B }

23\W) =Wy 2 3”005”(0
—W"(§)3—ﬂﬁ?ncosn¢

Dy (uy) =U,,(&usinng, (15)

Dy, (W) =V, (é‘){—nsinn B }
V1) =V, gp3nsmn¢+

B

+V”(e§) ﬂ nsinng

2
D33(W1)=—W,£V(§)’B sinng +W,, (§) ,8 n? sinng +

+W (5){—ﬂ—2n4sinn —si }
m 3 @—sinne

Na temelju (15), nakon provedene integracije i
odgovarajuceg sredivanja, sustav (14) poprima oblik

DU, (&) +D,V, (&) + D, () + AU, (5) =0,
DU, (&) + DsV,, (5) + DV, () + AV,,(5) = 0, (16)
D;U,, (8)+ Dgl,, (8) + DoW,,, ($) + AW, (5) =0 .

Uz sustav (16) zadani su rubni uvjeti koji se dobiju iz
(2) i glase:

U,’n<0>=o,U;1[1]— 7, (0)=0, m(l ]
a a

=0,17,,(0) =0, Wm(ij =0,
a

W,;,(O):O,Wn’,(ijzo. 17
a
Za sustav (16) je:

DU, (&) =U, (5)—— U, (&) :

1+ u

D)V, (&) =———nV,(S) .

1-up?

Dy, (&) =(—/¢+ 53

nz)W,;@,
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DU, &) =H LU, @)
2
Dy (&) = [1 “(1+ﬁ)+1+ﬂ JV”@) "2V, (&) (18)

_ 2 2
D, (&) = —%%"Wnﬁ(fﬂ[—"—%nﬂ%(ﬁ) ,

D7Um (é) ﬂU (5)

_ 2
DI =L pary&) +(—n —%fﬂ}Vm ©).
2
D) =-Lom @+ 2 @)

(—1—%2'14ij(§)

Priblizno rjesenje problema (16) i (17) trazi se u obliku
U(&) =2 4pi(©), 7, (&) =Y. Bei(©),
i=1 i=1

7. =3 Cgi(©) (19)

i=1
gdje su 1, (), 0, (£)1g, (&) koordinatne funkcije iz
C{O,%}, zadovoljavaju rubne uvjete (17)i linearno su

nezavisne.Prema tome koordinatne funkcije glase:

vi(&) = %cos(ma% 0(&) = %sin(iﬂa%) ,

gi(f):lsinz(iﬂa% ,i=1,2,..m. (20)
i

Promatra se priblizno rjeSenje za m = 1

Ui (&) =Awi(), Vi(©) =Bp(£) , Wi(§) =Cyg (&) 21)
Primjenom Galerkinove metode koeficijenti A, By, C,
odreduju se iz uvjeta da skalarni produkt lijeve strane
diferencijalnih jednadzbi (16) , kada se u njih uvrsti pri-
blizno rjesenje (21), s koordinatnim funkcijama (20) bu-
de jednak nuli to jest

A (D1, v1) + Bi(Dypy,y1) + Ci (D381, ¥1)
+ A4, (v, 9) =0
A (Dyyy1,01) + Bi(Dspy, ) + C(Dg gy, ¢1)
+AB (91, 9) =0

A(D7yy, 81) + Bi(Dgy, 81)
+C(Dogy,g1)+ ACi(g1,8)=0

(22)
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gdjeje:S= 1 , ;/:3 ,
a 1
1 7t s l-p o,
D1 91) = [Di @ OWA(E)AE =8 -y =—Fn |,
0

S
(D201.4) = [ D2 (P (EW(£)dE =71+ o,
0

5 2
(Dsg1.1) = [ D3 (& (O (£)dé =;‘[_ﬂ+1—2#@n2],
0

S
(Day1,91) = [ D41 () (£)dE = -n(lw)%, (23)
0
S
(Dspy, 1) = [ Ds (@ () (£)dE
0
B EV PN A LAy o
—-{ > A+ p)+1+ 3}27/ n 2
S
(Dgg1 1) = [ D (g () (£)dE
0

2 2 )
:is ﬂﬂ_ﬂzyzn_(n+n3 ﬂ_)
3z 2 3 3

S
(D) = [ D (1 (€N =~
0
S
(Dgor.g1) = JD8(¢1(§))g1(§)df =
0
i _2'_# 22,2 3ﬂ_2
3HS{ 3 L ry n [n+n 3 ﬂ,
S
(Dog1.81) = [ Dy (g, (£))g (£)dé =
0
S{-§ﬂ4ﬂ274 —%ﬂzﬂzyznz —%[l+ﬂ—2n4ﬂ ,
g 1
Wav) = [mEwi(©ds =25,
0
B 1
(@1:0) =[P (&)ds =25 ,
0

S
(8180 = [ 8O0 =35
0

Sustav jednadzbi (22) na temelju formula (23) nakon
sredivanja poprima oblik:

GRADEVINAR 56 (2004) 10, 631-638

(aj,+A)A, +b;, B, +¢,, C, =0
diy Ay + (e, +A) By +1,, G, =0 (24)
gin Ay +hy, Bi+ (1, +4)C =0

gdje je

8l 2 404 1 5055 3 L o 4
L,=—|——nr -7 n“——|1+=/f"n
n { 3 By 3 By 8( 3/5’ ﬂ

Sustav (24) ima rjeSenje razli¢ito od trivijalnog samo
ako je determinanta sustava D =0,

ap, + A b1n Cin
D=|d, e, +4 fi, |=0 (26)
Ein hln 5P +4
to jest
D=2 +D, A +S,A+T, =0, (27)
gdje je

Dln:aln +Cy +1ip»

S1n =Cmln T 31nlin T 310C1n —C1n8mn _flnhln - blndln

Tln = blnflngln + Clnd'lnhln + 4111010 ~ C10C1n8in
_alnflnhln _blndlnrln'

Za n =1, 2, 3, 4, iz jednadzbe (27) izraCunaju se

svojstvene vrijednosti 4 .

Problem svojstvenih vrijednosti 1, moze se promatrati u
matri¢noj formulaciji.
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Sustav (24) moze se napisati u matri¢nom obliku

Kv=1v (28)
gdje je

—a, _bln ~ 1 Al
K= _dln_eln_ﬁn > V= Bl

= 8&in — My — i G

Traze se svojstvene vrijednosti A matrice K. Iz
jednadzbe (28) izraCunavaju se svojstvene vrijednosti 4.

Na temelju formule (11)i o = Ja dobije se

2FEh 2F
k= |—=2  _op
Not—a P\ o= @

Izracunavanje svojstvenih vrijednosti 1 iz jednadzbe (27) i
iz jednadzbe (28) realizirano je s pomocu softverskoga
sistema Mathematica. Na osnovi izracunanih svojstve-
nih vrijednosti A po formuli (29) izraCunaju se svojstve-
ne frekvencije k zatvorene kruzne cilindri¢ne ljuske.

Sada se moze dati algoritam za proracun svojstvenih
vrijednosti i svojstvenih kruznih frekvencija zatvorene
kruzne cilindri¢ne ljuske.

Algoritam: vlastite vrijednosti kruzne cilindri¢ne ljuske:

o sustav diferencijalnih jednadzbi (1) prevede se u ob-
lik (3);

e vlastite oscilacije imaju oblik U = u(& ¢) cos kt i za-
dovoljavaju rubne uvjete (2), uvrStavanjem u (5)
dobije se jednadzba (10);

e rjesenje jednadzbe (10) trazi se u obliku (13) i za ne-
poznate funkcije U (&), Vin(E), Wi($) izgradi se sus-
tav obicnih diferencijalnih jednadzbi (16) i rubni
uvjeti (17);

e priblizno rjeSenje problema (16) i (17) trazi se u ob-
liku (19) uz odabrane koordinatne funkcije (20);

e zam = 1| pribliZzno rjeSenje ima oblik (21), a koefici-
jenti A}, By, C; i 4 odreduju se iz sustava (24), za za-
dane ulazne podatke:

]/Zﬁ,ﬂ:ﬁ,,u in=1,2,3,4;
/ a
e svojstvene vrijednosti 4 izracunavaju se iz jednadzbe
(27) ili iz jednadzbe (28);
e iz formule (29) izracunaju se vlastite kruzne frek-

vencije k zatvorene kruzne cilindri¢ne ljuske, za za-
dane ulazne podatke: u, w, p, E, h.

4 Primjer

Promatra se kruzna cilindri¢na tanka ljuska od betona.
Zadane su fizikalne i geometrijske veliCine.

Fizikalne veli¢ine:

gustoca betona p =2500 kgm™ ,
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Youngov modul E = 3-10"" Nm?,
Poissonov koeficijent u = 0,2.

Geometrijske veli¢ine:

a) y:%ZO,ZS, f="-001,h=0,03m h=008m,
a

Na temelju algoritma za proracun svojstvenih vrijednos-
ti A 1 svojstvenih kruznih frekvencija k zatvorene kruzne
cilindri¢ne tanke ljuske dobiju se vrijednosti prikazane u
tablici 1.

Tablica 1. Izraéunane svojstvene vrijednosti 1 i svojs-
tvene kruzne frekvencije £

n|m yi o k(h=0,03) |k(h=0,08)
1 1 [0,332327 ]0,576478 [166.415s7 [101.908 s
2 |1 0,154289  10,392796 [113.39 s 69.437 s

3 |1 10,098436 [0,313744 [90.57 s 55.463 s

4 |1 ]0,080428 [0,283599 [81.868 s 50.134 5!

b) 7/:%:0,25, B=_004,1=0,03m, h=0,08m
a

Na temelju algoritma za proracun svojstvenih vrijed-
nosti 4 i svojstvenih kruznih frekvencija k zatvorene
kruzne cilindriéne tanke ljuske dobiju se vrijednosti
prikazane u tablici 2.

Tablica 2. Izratunane svojstvene vrijednosti 4 i svojs-
tvene kruzne frekvencije k&

n|m pi w k(h=0.03) |k(h=0.08)
1 [1 10333487 ]0,577483 ]666.82 s 408.342 s
2 |1 ]o0,161531 [0,401909 [464.085sT [284.193 s
3 |1 10,135163 [0,367645 [424.52 57 259.964 7
4 |1 10200185 [0,44742 [516.636sT [316.374 s

o) )/:%:O,S, B="_001,h=003m, h=006m
a

IzraCunane svojstvene vrijednosti 4 i1 svojstvene kruzne
frekvencije k zatvorene kruzne cilindricne tanke ljuske
dane su u tablici 3.

Tablica 3. IzraCunane svojstvene vrijednosti 4 i svojs-

tvene kruzne frekvencije k&

n|m pi w k(h=0.03) |k(h=0.06)
1 [1 ]o,74078 0,860686 [248.458 s [175.687 5!
2 |1 ]0,43922 0,662737 [191.316s'  [135.281 s
3 |1 [0,26851 0,51818 [149.586s"  [105.773 s
4 |1 ]0,187837 [0,433402 [125.112s7 [88.468 s

® 7=2205, f="=004,h-003m h=006m
a

IzraCunane svojstvene vrijednosti 4 i1 svojstvene kruzne
frekvencije £ dane su u tablici 4.
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Tablica 4. IzraGunane svojstvene vrijednosti 1 i svojs-
tvene kruzne frekvencije k

Tablica 6. Izra¢unate svojstvene vrijednosti A i svojs-
tvene kruzne frekvencije £

n|m Pl w k(h=0,03) |k (h=0,06)
1 |1 ]0,759368 [0,871417 100623 sT [711.509 s
2 |1 0471112 10,686376 [792.559sT  |560.424 57!
3 |1 10342195 {0,584974 |675.47 s 477.629 s
4 |1 10361703 [0,601417 [694.457sT [491.055 s

Graficki prikazi rezultata proracuna danih u tablici 1.,
tablici 2., tablici 3. i tablici 4., predstavljeni su na slici 4.

3 a) A b)

1 LT

05 [ 0.5
S S~ .
{ 2 3 4 2 3 4

2 c) )‘[ d)

1 \
05|

05 b\ 3

S .
=~ n

12 3 4 L

Slika 3. Prikaz rezultata proracuna: a) iz tablice 1., b) iz tablice 2.,
¢) iz tablice 3., d) iz tablice 4.

Promatra se kruzna cilindri¢na tanka ljuska od celika.
Fizikalne veli¢ine:

gustoéa ¢elika p = 7900 kgm™,

Youngov modul E =21-10"" Nm™,

Poissonov koeficijent u = 0,3 .

Geometrijske velicine:
a h

a) ;/:T:O,25, f=—=0,01,h=0,01 m, h=0,005m
a

Izracunane svojstvene vrijednosti 4 i svojstvene kruzne
frekvencije £ dane su u tablici 5.

n|m yi o k(h=0,01) |k (h=0,005)
1 [1 0335534  [0,579253 [885.5s 1252.29 s
2 |1 10,156809 10,395991 [605.349sT  [856.093 s
3 |1 [0,106145  0,325799 [498.047 s  [704.345 s
4 |1 ]0,104545 10,323334 [494.279sT  [699.015 s

0) }/:%:O,S, p="2001,h=0,01m h=0005m
a

IzraCunate svojstvene vrijednosti A i svojstvene kruzne
frekvencije k dane su u tablici 7.

Tablica 7. IzraGunane svojstvene vrijednosti 1 i svojs-
tvene kruzne frekvencije £

n|m yi o k(h=0,01) |k (h=0,005)
1 [1 Jo,71664 0,846546 [647.055s7  [915.073 5!
2 |1 10,439701 ]0,6631 [506.838 s  [716.778 s
3 |1 ]0,27061 0,520202 [397.615s7  [562.3127
4 |1 ]0,189165 [0,434931 [332.438 s  [470.138 s

d) 7/:%:0,5, f=22002,h=001 m,h=0005m
a

Izracunane svojstvene vrijednosti 4 i svojstvene kruzne
frekvencije k£ dane su u tablici 8.

Tablica 8. Izra¢unane svojstvene vrijednosti 1 i svojs-
tvene kruzne frekvencije k&

Tablica 5.  IzraCunate svojstvene vrijednosti A i
svojstvene kruzne frekvencije k

n |m 2 © k(h=0,01) |k (h=0,005)
1 |1 [0,335301 0,579052 [442.596 s 625.926 5!
2 [1 ]0,155362 0,39416 [301.275s™ 426.067 s

3 |1 [0,098797 0,31432  [240.249 s 339.764 s
4 [1 J0,080567 ]0.28384 [216.955s'  [306.821 s

b) 7/:%:0,25, f=2-002,h=001 m,h=0005m
a

IzraCunate svojstvene vrijednosti A i svojstvene kruzne
frekvencije k dane su u tablici 6.

GRADEVINAR 56 (2004) 10, 631-638

n|m yi o k(h=0,01) |k (h=0,005)
1 1 [0,720356  [0,848738 [1297.46s7 [1834.89 s
2 |1 Jo,446117 10,66792 ]1021.04sT [1443.98 5!
3 |1 [0,285383  0,534213 [816.648 s  [1154.91 s
4 |1 10223987 10,473273 [723.489sT  [1023.17 s

Graficki prikazi rezultata proracuna danih u tablici 5.,
tablici 6., tablici 7. 1 tablici 8., sli¢ni su grafickom prika-
zu rezultata proracuna kruzne cilindricne tanke ljuske
od betona.

5 Zakljudak

Na temelju tablica proracuna svojstvenih vrijednosti i
svojstvenih kruznih frekvencija zatvorene kruzne cilin-
dri¢ne tanke ljuske od betona i ¢elika te njihovih grafic-
kih prikaza dobiju se sljedeci zakljucci:

. h
a) za zadani y =%= 0,25,aza f=—=0,01, p=0,02,
a
S = 0,04 svojstvene vrijednosti A lagano se poveca-
vaju s povecanjem f ovisnoon =1, 2, 3, 4.

b) Zay=10,25, B = 0,01 svojstvene kruzne frekvencije
k za manje vrijednosti h veée su od svojstvenih kruz-
nih frekvencija za veée vrijednosti h, za y = 0.25, f =
0,01, 0,02, 0,04, dakle f se mijenja a h ima zadanu
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d)

vrijednost, u sva tri sluc¢aja svojstvene kruzne frek-
vencije vece su za veci [ .

Zay=20,5azap=0,01, 0,02, 0,04 svojstvene vri-
jednosti 4 lagano se povecavaju s povecavanjem f3
ovisno o n =1, 2, 3, 4 i vece su od vlastitih vrijed-
nosti A zay=0,25.

Zay=0,5, p=0,01 svojstvene kruzne frekvencije k
za manje vrijednosti h veée su od svojstvenih kruz-
nih frekvencija k za vecée vrijednosti h, za y = 0,5, 8
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