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M. Rakocevié Prethodno priopcéenje

Naprezanje u slojevitim kompozitnim plo¢ama

Pocetno se objasnjava Sto se smatra slojevitim kompozitnim plocama. Opisuje se analiza debelih i
srednje debelih ploca koja se provodi primjenom metode konacnih elemenata. Istaknuto je da
matematicki model prikazan u ovom radu daje realniju raspodjelu naprezanja po debljini slojevite
ploce. Pokazano je da se opisani model konacnog elementa moze primijeniti za proracun ploca s
razlicitom orijentacijom slojeva pri cemu slojevi mogu imati razlicita fizikalna mehanicka svojstva.

M. Rakocevié Preliminary note

Stress in multilayered composite slabs

General notions about multilayered composite slabs are given in the introductory part of the paper.
The analysis of slabs of medium and high thickness, based on the finite element method, is described. It
is emphasized that the mathematical model presented in this paper provides a more realistic distribution
of stress along the thickness of multilayered slabs. It is demonstrated that the described finite element
model can be used for the calculation of slabs with different orientation of layers, and even with
different physicomechanical properties of individual layers.

M. Rakocevi¢ Note préliminarie

Contrainte dans les plaques composites multicouches

Les notions générales sur les plaques composites multicouches sont présentées dans la partie initiale de
l'ouvrage. L'analyse des plaques de petite a moyenne épaisseur, se basant sur la méthode des éléments
finis, est décrite. L'auteur souligne que le modéle mathématique présenté dans l'ouvrage donne une
information plus réaliste sur la distribution des contraintes le long de ['épaisseur des plaques
multicouches. 1l est démontré que le modeéle des éléments finis décrit peut étre utilisé dans le calcul des
plaques avec l'orientation différente des couches, et avec les propriétés physicomécaniques différentes
des couches individuelles.

M. Paxouesuu Ilpeosapumenvroe coobujenue

Hanpmlceﬂne B CJIOMCTBIX KOMIIO3UTHBIX IIJIMTAX

B mauane cmamou o00vaAcHAemca, umMO CUUMAEMCS  CLOUCMbBIMU  KOMHOSUMHbIMU — NAUMAMU.
Onucvléaemcss anaiu3 MoOACMbIX U CPEOHEeMONCIbIX WIUM, NPOGOOSUUTICS MeMOOOM KOHEUHbIX
anemenmos. [loouépxuymo, umo mamemamuyeckas Mooelb, NOKA3AHHAsL 8 dMOl pabome, daém Oonee
peanvhoe pacnpeoenerue HAnpsdjceHull no moawune cioucmou naumel. Ilokazano, umo onucannas
MOOENb KOHEYHO20 INIeMEHMA MOJNCem NPUMEHAMbCsL O/l pacHéma Naum ¢ pasiuyHol opueHmayue
CLOEB, NPUUEM CILOU MO2YI UMEMb PASIUNHBLE (PUSUKO-MEXAHUYECKUE CEOLCMEA.

M. Rakocevié Vorherige Mitteilung

Spannungen in schichtigen Kompositplatten

Anfinglich erkldrt man was man als schichtige Kompositplatten haltet. Beschrieben ist die Analyse
dicker und mitteldicker Platten, die durch Anwendung der Methode der endlichen Elemente
durchgefiihrt wird. Hervorgehoben ist dass das in diesem Artikel dargestellte mathematische Modell des
endlichen Elements eine reellere Verteilung der Spannungen lings der Dicke der schichtigen Platte
ergibt. Man zeigt dass das beschriebene Modell des endlichen Elements fiir die Berechnung von Platten

Eigenschaften
mit verschiedener Orientierung der Schichten angewendet werden kann, wobei die Schichten
verschiedene physikalisch-mechanische Eigenschaften haben konnen.
Autor:  Mr. sc. Marina Rakocdevi¢, dipl. ing. grad.; Gradevinski fakultet Univerziteta Crne Gore, Podgorica
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1 Uvod

Kompozitni se materijali dobivaju kombinacijom dvaju
ili viSe materijala koji zajedno postizu znacajke koje od-
vojeno ne mogu posti¢i. U svijetu je posljednjih godina
naglo porasla upotreba ovih materijala jer zbog svoje
tezine 1 izuzetne otpornosti imaju prednost nad konven-
cionalnim materijalima.

U gradevinarstvu se kompozitni materijali uglavnom
rabe kao dijelovi konstrukcije: grede, ploce ili ljuske,
medutim, trenutno je najznacajnija njihova primjena u
sanaciji dijelova konstrukcije. Neosporno je da su kom-
pozitni materijali materijali buducnosti, jer omoguc¢ava-
ju konstruktoru da izabere znacajke presjeka zavisno od
problema koji se javlja u konstrukciji. Zbog svoje kom-
pleksnosti podru¢je kompozitnih materijala obuhvaca
viSe znanstvenih grana koje, svaka na svoj nacin, daju
doprinos razvoju suvremenih materijala.

Kompozitne ploce koje su napravljene od slojeva nazi-
vamo laminatne ili slojevite ploce. Sloj, odnosno lamina,
osnovni element slojevite kompozitne ploce, ¢ini osnov-
na masa (tzv. matrica) u koju su ugradena vlakna koja
mogu biti isprekidana, neprekidna u jednom pravcu, ne-
prekidna u oba pravca, valovita u jednome ili dva prav-
ca. Kod vlaknastih slojevitih kompozita vlakna su nosivi
elementi, dok osnovna masa ima ulogu da zastiti vlakna
od vanjskih utjecaja, da ih drzi zajedno i da obavlja rav-
nomjernu raspodjelu utjecaja na svako vlakno. Materija-
li koji se upotrebljavaju za izradu vlakna imaju vecu no-
sivost, a geometrijski gledano plostina poprecnog pres-
jeka vlakna mnogo je manja od njegove duljine. Materi-
jali od kojih se izraduju vlakna mogu biti aluminij, bakar,
zeljezo, nikl, Celik, titan, ili pak materijali kakvi su stak-
lo, ugljik, grafit, itd. Sloj koji sadrzi vlakna u jednom
pravcu ima bolja svojstva u pravcu vlakna negoli u pravcu
okomitom na vlakno.

Nasuprot homogenim izotropnim plo¢ama, heterogenost
anizotropne konstrukcije slojevite kompozitne ploce ¢esto
izaziva pojavu velikog broja nepravilnosti koje se mogu
pojaviti na op¢oj razini ploce, ili na razini sloja, kao i na
lokalnom razini vlakno/osnovna masa. Opc¢a je deforma-
cija slojevitih ploca Cesto definirana sa kompliciranim
vezama izmedu aksijalne deformacije, savijanja i pos-
mika. Kod ovakvih plo¢a za manje odnose duzine prema
debljini znacenje posmicnih deformacija je vece nego
kod odgovarajuc¢ih homogenih izotropnih ploc¢a. Na ra-
zini sloja, kompoziti ¢esto sadrze koncentraciju poprec-
nih naprezanja u blizini materijalnih ili geometrijskih
diskontinuiteta, efekt slobodnog kraja koji dovodi do
ostecenja. Dosadasnji klasi¢ni matematicki modeli, zas-
novani na pretpostavci o homogenim i izotropnim mate-
rijalima, ne mogu obuhvatiti ove probleme, kao ni veliki
spektar slicnih problema koji se pojavljuju kod kompo-
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zitnih konstrukcija. Stoga je potrebno razviti matematic-
ki model koji ¢e, na razini sloja, biti u stanju da u prora-
¢un uvede kinematicko 1 materijalno objasnjenje ako ne
svih, onda vecine parametara koji mogu utjecati na pro-
mjenu stanja naprezanja u presjecima. Uza sve to mora
se voditi racuna da na tocnost ne utjece cijena proracuna.

Metoda konacnih elemenata je veoma znacajna metoda
za rjeSavanje i integralnih i diferencijalnih jednadzbi.
Osnovna ideja ove metode je prikaz nekog podrucja kao
skupa jednostavnih geometrijskih oblika nazvanih kona¢ni
elementi. Fizicka diskretizacija podru¢ja konacnim ele-
mentima ¢ini da ova metoda bude dragocjena pri rjesSa-
vanju velikog broja inzenjerskih problema.

U ovom radu prikazan je kinematicki promjenljiv konacni
element koji se zasniva na postavkama parcijalne teorije
slojeva [1]. Ova teorija zanemaruje deformaciju okomi-
to na ravninu plo¢e pa je konacni element kinematicki
promjenljiv element nazvan LW1 element. Ovaj je ele-
ment hijerarhijski i u njega se mogu ugraditi pojave de-
laminacije, odnosno raspucavanja. Stvaran element LW1
moze se prosiriti na slozeniji 3D model, element LW2,
jednostavnim dodavanjem zanemarene deformacije u
osnovne relacije teorije.

2 Matrica krutosti elementa LW1

2.1 Deformacija ploce

Polje pomaka u parcijalnoj teoriji slojeva definiramo na
sljedeci nacin:

u(x,y,z) = u(x,y) +U(x,y,2)

v(x,y,2) =v(x, ) +V(x,y,2) ©)
w(x,y,z) = w(x,y)

gdje su u(x,y), v(x,y) i w(x,y) pomaci totaka
(X, y, 0) srednje ravnine ploce, a pomaci U(X, y, z) i
V(x,y, z) dani su kao rezultat ¢vornih pomaka po debljini i

usvojene interpolacijske funkcije \|IJ (2):

Ux,y,2)= 2 u” (x,n)yp” (2)

anl )
V(x,.2)= lev’ (xw (2)
gdje je n broj ¢vorova po debljini ploce.
Na osnovi usvojenog polja pomaka dobiju se komponente
tenzora deformacija:

u,, u,’
Vs _ v,j
fef=1u,,+v,, s ) +v,] 3)
w,, u’
W, v
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gdje je {&} deformacija srednje ravnine ploge, a {€'} de-
formacija po debljini plo¢e. Deformacija se moze prika-
zati u sljedec¢em obliku:

feb=[mYal ¥ =[] | )

gdje su vektori pomaka definirani na sljedec¢i nacin:

o ) ®

v

NE

{A} je vektor pomaka srednje ravnine ploge, {A'} je vektor

pomaka &vora j po debljini ploge. Clanovi matrica [H] i

[ﬁ] su prve derivacije interpolacijskih funkcija po

nepoznanicama u ravnini (x, y).

2.2 Veze komponenata tenzora naprezanja i
deformacija

Pretpostavlja se da se sloj sastoji od homogenog ortotro-

pnog materijala. Za j—ti sloj veza naprezanja — deforma-
cija jest:

@) ) )

O 91 Qo Qs O 0P
Oy 90 9 96 0 0 &y
Owi =G Q6 6 0 O Yy (6)
O 0 0 0 24 4 g4 5 Yz
Oy 0 0 0 O O] (7

Matrica koeficijenata j-tog vlaknima ojacanog sloja od-
reduje se transformacijom materijalnih svojstava iz lokal-
noga koordinatnog sustava sloja u globalni koordinatni
sustav slojevite ploce. Naprezanja u ravnini (X, y) dobi-
Vaju se prlmjenom jednadzbe (6). Posmic¢na naprezanja
ox/ 1 6, dobivena primjenom ovih jednadzbi imaju kon-
stantne vrijednosti duz j—tog sloja. Da bi se odredio real-
niji raspored po debljini moZe se primijeniti aproksima-
tivni postupak koji je opisan u [5].

2.3 Izoparametarska formulacija elementa

Generalizirani pomaci kona¢nog elementa (u,v,w,u’,v')
prikazuju se kao linecarna kombinacija interpolacijske
dvodimenzijske funkcije @; i ¢vornih vrijednosti (u;, v;,
wi, U;,v; ') na sljededi nacin:

m

— J oyl
(u,v,w,uj,vl.)—Z(ui,vi,w,.,ui,vi )gol. (7)

i=1

Interpolacijske funkcije ¢; definirane su u funkciji prirod-
nih koordinata ("').U izoparametarskoj analizi konaénim
elementima koordinate se interpoliraju na isti nacin kao
i pomaci elementa:
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7)

®)

Matrice H i H definiraju se na sljedeci nacin ((3), (4)

i(7)):
5@& o0 a:p L0 0 . % 0 0
0 o0, 0 0 % 0 % 0 (9)
3 ;y A 50)’ _ aOy
LS
o 0 &g o 22y o 22
Ox ﬂ@x wax
0 o & o &2 o 0o 9P
o oy |
% 0 % 0 % 0
8x 6x ax
0 ) 0 ] 0 9P (10)
[H l = ay y oy
sm) =1 O O, Oy, Op, op, 0o,
ay Ox 3)/ ox ay Oox
o 0 ¢ 0 .. ¢, O
L 0 @ 0 ?, 0 ®, ]

gdje je m broj ¢vorova u ravnini ploce.

Prvi derivacije koordinata u globalnom sustavu mogu se
prikazati s pomoc¢u prvih derivacija koordinata lokalnog
sustava na sljedeci nacin:

o, N
Ox [ _| e Do
% x’r] y’q

Druge derivacije interpolacijskih funkcija koji se rabe
pri izraunavanju posmicnih naprezanja u ravnima (X, z)
i (y, z) definiraju se na sljedeci nacin:

ooy

,. (11)
¢977 @aq

P> Py
@uy (=1 00 = 12] {Z} (12)
Py sy v
gdje su :
Yoo Yo 20X
)= x) »v. 2yox) (13)
Yong Vopg  XopeTVope
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Xoge  Voge
)= %0 Vo (14)
x’fié y’né

2.4 Matrica krutosti kinematicki promjenljivog
konacnog elementa

Prva je varijacija potencijalne energije deformacije ko-
nacnog elementa:

ST, = IV "0 e dv (15)
Primjenom izraza (5) i (4) dobiva se:

e=HA+HY 8'N (16)
j=1

gdje su 0’ interpolacijske funkcije okomite na ravninu

ploce ili njezine derivacije:

J ‘//j(Z)
% =| (17)
g Lf’ (z)j

Ako se (16) uvrsti u (15) dobiva se

o, =| (AHT +H TfajA” )-

- R (18)
O-(HoN+H Y 06N )av

=1

Nakon mnozenja, matrica krutosti elementa dobiva oblik
volumenskog integrala s kojeg se moze pre¢i na plostin-
ski integral, uvode¢i ve¢ poznate odnose za A, B' i D"
matrice:

gdje submatrice predstavljaju ¢lanove zbroja jednadzbe
(19):

“:jj HT AHdA (21a)
Ae

k2 = J'IHTB‘ﬁ dA =12, (21b)
A

21 _ joTB"HdA i=1,2,..n 21c)
Ae

ki?=[[H"DYHdA ij=12...n (21d)

A

e

Elementi matrice A zavise od znacajki slojeva slojevite
kompozitne plote, a elementi matrice B' i D" su
funkcija karakteristika slojeva i usvojene interpolacijske
funkcije i njezinih derivacija po visini presjeka [4].

Plostinski integral raduna se u sustavu prirodnih
koordinata :

dA = dx dy = det J d& dn 22)
i tada je:

+1+1

JI, (aa= ()

=1-1

detJ dé dn (23)

S obzirom na (23), elemente submatrice mozemo
prikazati na sljedeci nacin:

! :j]j] H'AHdetJd&dn

—1-1

k, —jﬂH QH+ZH QOJH+ZH 06 H+ZZH 00'0’H )dv =

ﬂ H AH+ZH B H+ZH B H+ZZH "DYH )d4

c

U matriénom obliku, s 4 submatrice, matrica krutosti ele-
menta ima sljedeci oblik:

11 12 12 12 7]

k' k> kY .. k!

21 22 22 22

k1 kn k12 km
k., =k k7 kZ .. k2 (20)

ko kn k) k.. |
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I1=1J=1
(19)
I1=1J=1
+1+1 L
k}zzj | HTB'H detJdédn i=1.2,..n (24)

-1-1

+1+1
k2 = j j H'B"H detJ d& d7yp i=12,...n

-1-1

+1+1

ki = [ [H'D'H detJ d& d7 ij=12,..n

-1-1
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3 Interpolacijske funkcije i numericka integracija

Teorija slojeva uvodi dva tipa interpolacijskih funkcija.
Prvi tip su interpolacijske funkcije u ravnini (x,y) koje
se mogu naci u literaturi koja definira probleme u ravni-
ni [6]. Drugi tip su interpolacijske funkcije po debljini
ploce. To su funkcije varijable z i mogu biti linijske, kva-
dratne ili funkcije varijable visega reda [6].

Za pravokutne modele konacnog elementa moguce je pri-
mijeniti Siroki spektar standardnih interpolacijskih funkcija
1 u ravnini (X, y) i po debljini sloja. Na raspolaganju nam
stoje 2D elementi:

E4 - cetverocvorni Lagrangeov pravokutni element
E8 - osmerocvorni serendipiti pravokutni element
E9 - devetero¢vorni Lagrangeov pravokutni element
E12 - dvanaesterocvorni serendipiti pravokutni element
E16 - Sesnaestero¢vorni Lagrangeov pravokutni element

Svaki od ovih elemenata moZe se kombinirati s jednim
ili viSe jednodimenzijskih Lagrangeovih elemenata po
debljini:

L - linearni element
Q - kvadratni element
C - kubi¢ni element

1 kreirati Siroki spektar razli¢itih konacnih elemenata te-
orije slojeva. Oznaka E12-L5 oznacava 2D element s 12
¢vorova kombiniran s 5 linearnih 1D elemenata po deb-
Jjini.

Ako slojevitu plocu ¢ini N slojeva s linearnom interpo-
lacijom po debljini (slika 1., [4]) i interpolacijom s m
¢vorova u ravnini (X, y), tada je ukupan broj stupnjeva
slobode jednog elementa (3 + 2n) m, gdje jen=N + 1.
Za konac¢ni element dan na slici 2.a, m=4,N=2,n =
2+1 =3, a broj stupnjeva slobode jest (3 + 2 x 3) x 4 = 36.
Za primjer dan na slici 2.b, m = 8, N = 3, broj stupnjeva
slobode jest (3 +2 x 4) x 8 = 88.

— N W| || O

3
| |
| |

|
e

i
[13
II
| K$7
|
|
| |

[ @&‘%:::::::;
t

slojevi ¢vorovi

Slikal. N =6, n = 7, linearne i nterpolacijske funkcije dvaju
susjednih slojeva
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Slika 2. Pravokutni kona¢ni element: (a) E4-L2; (b) E8-L3

Da bismo izracunali elemente matrice krutosti, potrebno
je provesti numeri¢ku integraciju. Obi¢no rabimo Gauss-
Legendreov postupak integracije definiran na sljedeci
nacin:

+1+1 m m
1&n)=[[rEndsdn="3Y w0, fE.7)es

-1-1 i=l j=1
gdje su o, ia)j tezinski koeficijenti integracije, a

(f ,ﬁ) koordinate tocaka u kojima se vrsi integracija.
Tezinski koeficijenti i polozaj integracijskih tocaka za
najéesce upotrebljavan red integracije kod konacnih ele-
menata ploce mogu se pronaci u [6].

4 Uvjetne jednadZbe u metodi kona¢nih elemenata

Uvjetne jednadzbe u metodi konac¢nih elemenata racunaju
se iz principa virtualnih pomaka. Prva varijacija poten-
cijala cijelog sustava elemenata jest:

A =8UTKU-8UTF (26)

gdje je U - vektor pomaka cijelog sustava, F - vektor
¢vornih sila i K - matrica krutosti sustava. Primjenom
principa virtualnih pomaka na prethodni izraz dobivamo
jednadzbe metode konaénih elemenata:

KU=F 27)

5 Numericki primjeri

Primjenom vlastitog programskog paketa BELACOP
(Bending of Laminated Composite Plate) napisanog u
programskom jeziku Fortran 90, za cetveroCvorni konacni
element LW1 dobiveni su numericki podaci koji slijede.
Na slikama koje slijede prikazani su rezultati proracuna
Cetveroslojne kompozitne ploce podijeljene na 16 elemena-
ta E4-L4 i grani¢nim uvjetimau=v=w =0.

U primjerima su usvojene sljedeca materijalna svojstva
Ei=25,E=1,G12=G1;3=0,5, G3=0,2, vi;=v;3=0,25.

Naprezanja su dana u bezdimenzijskom obliku:

(o-xz 0 yz )= qLOS( xz30yz )’

(Exxﬁyy@y)=q%(oxx,oyy,%) (28)
0
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u Gaussovim to¢kama:

Gy 0,,(0.44716884; 0.44716884)
5,,(0.052831224; 0.052831224)

7..(0.9471688a; 0.4471688a) (29)

G,.(0.44716884; 0.94716884)

gdje je s = a’h (odnos duljine i debljine ploce), pri cemu
je usvojeno da je a = b, a q je intenzitet ravnomjerno
raspodijeljenog optere¢enja svakog elementa posebno.

5.1 Slobodno oslonjena ploca 45°/-45°/45°/-45°

Za slojevitu plocu s antimetri¢nim rasporedom slojeva
45°/-45°/45%-45° odnosa a/h = 10 promjena naprezanja
po debljini prikazana je na slikama 3. — 6.

45°/-45°/45°/-45°, a/h=10

01—
45°
0.075]
45°
0.05
-45°
0.025
45°
-0.3 -0.2 -0.1 0 0.1 0.2 0.2
O
Slika 3. Promjena naprezanja O o = o vy PO debljini ploce
45°/-45°/45°/-45° a/h=10
0.1
-45°
0.075
45°
0.050
-45°
0.025—
45°
0 L 1 |
-0.3 0.2 -0.1 0 0.1 0.2 0.3
Oy
Slika 4. Promjena naprezanja Exy po debljini ploce
£ ) ) )
45°/-45°/45°/-45°, a/h=10
-45°
0.075
45°
0.050 —
-45°
0.025
45°
0 1
0 0.2 0.4 0.6

Oxe

Slika 5. Promjena naprezanja EXZ po debljini ploce
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45°/-45°/45°/-45°, ath=10

0.1

-45°
0.075
45°
0.050
-45°
0.025
45"
0 1 L
4] 0.2 0.4 0.6

Oy

Slika 6. Promjena naprezanja Eyz po debljini ploce

5.2 Slobodno oslonjena ploca 450/-450/-450/450

Na slikama 7.do 10. prikazana su naprezanja za simetri-
&an raspored slojeva 45%-45%-45°/45° odnosa a/h = 10.
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Slika 10. Promjena naprezanja Eyz po debljini ploce
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M. Rakocevié¢

Slojevite kompozitne ploce

6 Zakljucak

Iako rezultati dobiveni primjenom metode konacnih ele-
menata ovise o izboru grani¢nih uvjeta, interpolacijskoj
funkciji u ravnini (X, y), interpolaciji po debljini ploce,
kao i o broju elemenata usvojene mreze, ipak je ova me-
toda pogodna za analizu slojevitih kompozitnih ploca.
Prikazanim modelom kona¢nog elementa mogu se rjesa-
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