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A. Jaguljnjak-Lazarevi¢, H. Werner, L. Frgic¢ Izvorni znanstveni rad

Proracun debelih plo¢a pomo¢u prostornog konac¢nog elementa

U radu su prikazane mogucnosti prostornog konacnog elementa velike toc¢nosti u linearnoj analizi ploca
proizvoljne ali konstantne debljine. Primijenjen je pravokutni trikubicni Lagrangeov element s 192
kinematicka stupnja slobode. Opisano je analiticko rjeSenje bisinusoidalnog savijanja zglobno
oslonjene ploce i pripadni numericki model. Rezultati usporedbe analitickog i numerickog rjeSenja
pokazuju visoki stupanj tocnosti pomaka i naprezanja dobivenih numerickim proracunom.

A. Jaguljnjak-Lazarevi¢, H. Werner, L. Frgic¢ Original scientific paper

Analysis of thick plates by a finite space element

Possibilities of using a highly accurate finite space element in the linear analysis of plates of arbitrary
but constant thickness are presented in the paper. The rectangular three cubical Lagrange element with
192 kinematic degrees of freedom is applied in the analysis. The analytical solution for bisinusoidal
bending of a hinged plate, as well as an appropriate numerical model, are described. The comparison
of analytical and numerical solutions shows a high level of accuracy as to displacement and stress
values obtained by numerical analysis.

A. Jaguljnjak-Lazarevi¢, H. Werner, L. Frgic¢ Ouvrage scientifique original

Analyse des plaques épaisses par un élément fini tridimensionnel

Les possibilités d'emploi d'un élément fini tridimensionnel a haute précision dans l'analyse linéaire des
plaques d'une épaisseur arbitraire mais constante sont présentées dans l'ouvrage. L'élément fini de
Lagrange, de forme rectangulaire, a trois cubes et a 192 degrés de liberté cinématiques, est appliqué dans
l'analyse. La solution analytique pour la flexion bisinusoidale d'une plaque articulée, ainsi que le model
numérique correspondant, sont décrits. La comparaison des solutions analytiques et numériques montre
un haut niveau de précision des déplacements et des contraintes obtenus par l'analyse numérique.

A. Aeynousix-Jlasapesuu, X. Bepnep, JI. @peuu Opueunanvnas nayynas paboma

Pac4éT TOJCTBHIX ILUIUT ¢ MOMOIIBIO MPOCTPAHCTBEHHOI'0 KOHCYHOI'0 3JIEMECHTA

B pabome nokasanvl 803MOHCHOCMU NPOCMPAHCIMEEHHO20 KOHEUHO20 deMEeHMA 8bICOKOU MOYHOCMU 8
JIUHENHOM aHanuse NAUM NPOU3BONbHOU UTU KOHCMAHMHOU MmOoMwunbsl. TIpumenén npamoyeonvHulil
mpéxkybosoii Jlacpanoices anemenm co 192 xunemamuueckumu cmeneHsamu c80600bi. Onucanvi
aHanumMuYeckoe — peuteHue  OUCUHYCOUOANbHO2O — U32UOQ  WAPHUPHO — ONUPAIowelics — niumol U
coomsemcmeyiowas 4uciogas Mooenv. Pesynemamul cpasenus ananumuiecko2o u Yuciogoeo peuieHus
NOKA3bIEAION BbICOKYIO CIeneHb MOYHOCU COBUL08 U HANPSNCEHUI, NOTYYEHHBIX YUCTIO8bIM PACYEMOM.

A. Jaguljnjak-Lazarevi¢, H. Werner, L. Frgic¢ Wissenschaftlicher Originalbeitrag

Berechnung dicker Platten mit Hilfe des rdumlichen endlichen Elements

Im Artikel sind die Moglichkeiten des rdaumlichen endlichen Elements hoher Genauigkeit in der linearen
Analyse von Platten mit beliebiger aber konstanter Dicke dargestellt. Angewendet wurde Lagrange's
rechteckiges dreikubisches Element mit 192 kinematischen Freiheitsgraden. Beschrieben sind die
analytische Lésung der bisinusoidalen Biegung der gelenkig gelagerten Platte und das zugehorige
numerische Modell. Die Ergebnisse der Vergleichung der analytischen und der numerischen Lésung zeigen
einen hohen Grad der Genauigkeit der Verschiebungen und Spannungen die man mittels numerischer
Berechnung erhielt.

Autori: Mr. sc. Antonia Jaguljnjak.Lazarevié, dipl. ing. grad., Rudarsko-geolosko-naftni fakultet Sveucilista u
Zagrebu; prof. dr. sc. Heinrich Werner, dipl. ing. grad., Gradevinski fakultet SveuciliSta u Zagrebu;
prof. dr. sc. Lidija Frgi¢€. dipl. ing. grad., Rudarsko-geolosko-naftni fakultet Sveucilista u Zagrebu
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Proracun debelih ploc¢a

A. Jaguljnjak-Lazarevi¢ i drugi

1 Uvod

Uobicajena numericka analiza ponaSanja ploca optere-
¢enih na savijanje temelji se na teorijama koje sadrze
odredena ogranicenja u odnosu na op¢i trodimenzijski
pristup linearne teorije elasti¢nosti.

Konac¢ni elementi utemeljeni na Kirchhoffovoj teoriji
upotrebljavaju se pri analizi relativno tankih ploc¢a, kod
kojih moZemo zanemariti utjecaj posmi¢nih naprezanja
na veli¢inu poprec¢nog pomaka. U okviru ove teorije ra-
zvijen je prilican broj dvodimenzijskih kona¢nih eleme-
nata.

Druga grupa elemenata temelji se na Reissner-Mindli-
novoj teoriji. Problem savijanja ploce i dalje ostaje dvo-
dimenzijski, ali se uvodi i utjecaj posmicnih naprezanja
na veli¢inu pomaka. Takoder je, za razliku od Kirchho-
ffove teorije moguce zadati tri rubna uvjeta. Ovako de-
finirani elementi primjenjuju se u analizi i tankih i um-
jereno debelih ploca.

Osim modeliranja plocastih nosaca dvodimenzijskim
elementima, u inZenjerskoj se praksi moze javiti potreba
i za trodimenzijskim elementima, primjerice ako je
popreéni presjek ploce oslabljen velikim otvorom koji
znatno mijenja stanje pomaka i naprezanja. Uobicajeni
elementi s trilinearnim koordinatnim funkcijama dovolj-
no dobro aproksimiraju paraboli¢nu promjenu posmi¢nih
naprezanja ako se po visini popre¢nog presjeka ploce
upotrijebi barem pet elemenata. U ovim sluc¢ajevima
prednost mogu imati sloZeniji trodimenzijski elementi s
veéim brojem nepoznanica. lako su takvi elementi nu-
mericki zahtjevniji, ¢esto dobivamo numericki model s
manjim brojem nepoznanica jer je dovoljan i jedan ele-
ment po visini popre¢nog presjeka.

U ovome je radu za proracun ploca opterecenih na savi-
janje upotrijebljen Lagrangeov trikubi¢ni konacni ele-
ment u obliku kvadra, s 64 ¢vora i 192 stupnja slobode.
Jednadzba kona¢nog elementa izvedena je iz teorema o
minimumu funkcionala ukupne potencijalne energije
elasti¢noga tijela, odnosno iz izraza linearne teorije elas-
ti¢nosti ne uvodeci pritom nikakve dodatne pretpostav-
ke. Dobiveni kona¢ni element je C° kompatibilan s ko-
ordinatnim funkcijama u obliku nepotpunoga trikubic-
noga polinoma.

Za usporedbu numeri¢koga i analitiCkoga rjeSenja upo-
trijebljeno je trodimenzijsko to¢no rjesenje ploce proi-
zvoljne debljine, opterecene bisinusoidalnim opterece-
njem po vanjskim plohama prema Woinowsky-Kriegeru.

Obradeni primjeri podijeljeni su u tri osnovne grupe
prema debljini ploce, tako da su obuhvacene tanke, um-
jereno debele i debele ploce. Unutar svake od grupa pro-
vedeni su numericki proracuni za razli¢ite gusto¢e mre-
ze konacnih elemenata.
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Iako se u literaturi spominje, ovaj konac¢ni element, pre-
ma spoznajama autora, do sada nije ispitan na rjeSenjima
koja postoje u okviru to¢nih teorija ploca. Takoder je
slaba i njegova zastupljenost u programskim paketima
za proracun inzenjerskih konstrukcija, zbog ¢ega je sla-
bo provjeren na primjerima iz inZenjerske prakse. Tome
je glavni razlog relativno veliki broj nepoznanica po ele-
mentu §to je u proslosti bio problem zbog slabih racuna-
la. S dana$njim je napretkom racunala zastupljenost tak-
vih elemenata i dalje skromna jer se programski paketi
najcesée razvijaju na raéun predprocesora i postproceso-
ra, a manje na racun razvoja konac¢nih elemenata i algo-
ritama za rjeSenje sustava jednadzbi koji se najCeSce
nasljeduju [1].

2 Analiticko rjeSenje sinusoidalnog savijanja
pravokutne zglobno oslonjene ploce

Ploca je matematicki model trodimenzijskog kontinuuma
kojemu je jedna dimenzija bitno manja od preostale dvi-
je. Geometrijski oblik ploce definiraju ravne plohe ispod
i iznad ravnine simetrije i izvodnice. Izvodnice su duzi-
ne okomite na ravninu simetrije ¢ije duljine odreduju
debljinu ploce. Presjek oplosja ploce i ravnine simetrije
naziva se karakteristi¢nim likom ploce (slika 1.).

Pretpostavlja se da je kontinuum homogen i izotropan te
da su pomaci mali u odnosu na debljinu plo¢e. Zakon
ponasanja kontinuuma opisan je Hookeovim linearno
elasti¢cnim modelom.

Za opisani matematicki model kao analiticko rjeSenje
usvojena je rubna zadaca sinusoidalnog savijanja pravo-
kutne zglobno oslonjene ploce. Predlozeno rjesenje pri-
pada to¢nom trodimenzijskom rjeSenju ploce proizvolj-
ne, ali konstantne debljine optere¢ene normalnim ili pop-
renim naprezanjima po vanjskim plohama prema [2].

Odabrano analiti¢ko rjeSenje definirano je komponenta-
ma polja pomaka kao funkcijama separiranih varijabli:

u(x,y,z)z coslzsinlﬂU(z),

x y
v(x, y,z)z sinﬂcosQV(z), @)
[, l,
W(x,y,z) =sin X sin 2 W(z).
I8 L,

U izrazu (1) pojavljuju se dvostruko periodi¢ne funkcije
definirane na karakteristicnom liku ploce (pravokutnik
dimenzija /, x/, ) i nepoznatih funkcija U(z), Mz) i W(z)

kojima se definiraju promjene komponenata polja pomaka
duz izvodnica.

Uza sve Cetiri boc¢ne strane ploce zadani su rubni uvjeti
po pomacima koji opisuju poopceni linijski zglob sa
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sprijeCenom devijacijom izvodnice rubne plohe. Ako
promatramo bo¢nu plohu koja sadrzi os x ili je s njom
paralelna, spomenutim rubnim uvjetom sprijecene su
komponente pomaka u i w, ¢ine¢i tako rubnu plohu
apsolutno krutom u svojoj ravnini, ali bez ograni¢enja
pomaka izvan svoje ravnine:

u(x, 0,z)=w(x, 0,2)=0,
u(x, 1, z) =wk, 1, z)= 0. )

Sli¢no vrijedi i za strane paralelne s osi y:
v(0,y,2z)=w(0,y 2)=0,
u(ley z)=w(l,y z)=0. 3)

Komponente polja opisanoga problema jesu:

o, —sm;lzxsmﬂy[—P Ulz )—*Q V(z )+Q‘WI(Z)J >

G = Sll’lSll’l[

+—P V(z )+Q.W'(Z)J ,

o, = s1n—51

+—Q V(z )+P-W'(z)] ,

X

|3
B

=G cos—cos

~

l

U(z)+ﬁV(z)],

lx y 'y lx
4
T, = Gcosmsin@}[U’(z)+”W(z)J, @
L1, I,
T, =GsinZcos 2 V'(z)+£W(z) ,
: Lo, 1,

gdje su slovima G, P i Q oznacene materijalne konstante
koje ovise o modulu elasti¢nosti £ i Poissonovu omjeru
v prema izrazima:

E E
R R (v e
E
“Toi-2)

(5)
0=

Trazenje rjeSenja postavljene rubne zadace jest trazenje
izraza za funkcije U(z), V(z) i W(z). Ono je dobiveno
kao homogeno rjesenje sustava diferencijanih jednadzbi
ravnoteze koje moraju zadovoljiti komponente polja
naprezanja (4).

Prema [2] homogeno rjesenje je linearna kombinacija
hiperbolnih funkcija:

Uo(z)=(Cya + CsB)sh Az + (Cya + Cy f)ch Az
+Cy0zch Az+ Cyazsh Az,

Vo(z)=(Ca = Cs B)sh 2z +(Coa — Cy B)ch Az (6)
+CyazchAz+ Cyazsh Az

Wo(z)=[(4v =3)C, + CoA]sh 22

+[(dv-3)C; + O\ Afch 2z + CyAzch Az + CyAzsh Az,
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gdje su C; do Cs konstante integracije koje se odreduju
iz rubnih uvjeta po silama, a «, f 1 A konstante koje
ovise o obliku karakteristicnog lika:

a:l, ﬁ:ll, /1:\1052+ﬁ’2. (7

x y
Zadavanjem vrijednosti

020,65 ¥x20,G> Ty20,G> O220,0>%xz0,0 ! Tyz0,D »

odnosno amplituda normalnih i posmi¢nih naprezanja
na gornjoj (oznaka G) i donjoj (oznaka D) povrS$ini plo-
¢e, dobiva se sustav od Sest linearnih jednadzbi:

T h 4 h h
0 20,6 =__QU0(_)+_QVO(_)+PWOI(_) >
I 27, 2 2

%]%W(%}] ®)
h

T h T
=-Zou,-L|+Zo |-
O z20.,D ZxQ 0( 2j+Z}Q 0[ 2)
[ h
+ P Wo(*zj,

, h V4 h
Tyeo,D = G(Vo(— Ej + ZWO(_ EJJ

s pomocu kojih se, uz uvrstavanje izraza (6) za funkcije
U,,V,1W,, dobivaju vrijednosti konstanata C; do Cs.

Prema opisanom postupku u programskom jeziku
FORTRAN 77 (inacica g77) napisan je racunalni prog-
ram u kojemu se za zadane vrijednosti normalnih i pos-
micnih naprezanja na vanjskim plohama, sustav jednadzbi
(8) rjesava postupkom Gauss-Jordan. Iz dobivenih vrijed-
nosti integracijskih konstanti C; .... Cs, odnosno funkcija
U (2), V(z) 1 W (z), prema izrazu (6), proracuna se traze-
no polje pomaka (1) i polje naprezanja (4).

Za potrebe grafickog pracenja rezultata program je na-
dopunjen potprogramima koji omogucuju njegovo pove-
zivanje s AUTOCAD-om.

U primjerima koji su sluzili za ocjenu numeric¢kog rjese-
nja, opterecenje je zadano u obliku bisinusoidalnoga nor-
malnog naprezanja po vanjskim plohama u smjeru osi z:

—na gornjojplohi: o, 5 =0,¢ s1nﬂsmﬂ

Y )
—nadonjojplohi: o, p=-0_,p sinlﬂsinlﬂ,

x y

gdje su 0., 1 0.9 p amplitude opterecenja (slika 1.).
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Preostala opterecenja, posmic¢na naprezanja na gornjoj i
donjoj plohi ploce, 7., 7). 5,7 pl 7). p Jjednakasu

nuli.

= sinTxsinx
Oee=Cumoosin e sin Sy )

.
| N -

—
e ———
/II I“‘-“

I“" R—
——

e

%}&“‘5"

Tezp= — Tuxo p SINTESINRY
Sy

=
T ———
=0

Slika 1. Rubni uvjeti i optereéenje ploce

Na slikama 2., 3. i 4. prikazane su glavne karakteristike
polja pomaka i naprezanja dobivenih za bisinusoidalno
optere¢enu plo¢u prema (9). Prikazane promjene polja
pomaka i naprezanja dane su kvalitativno, jer su prora-
¢unom dobivene vrijednosti prema potrebi uveéavane ili
smanjivane radi zornijeg prikaza. Proracun je proveden
za srednje debelu kvadratnu plo¢u s omjerom visine i

Slika 3. Normalna naprezanja u ravnini x = /,/2: a) Gy, b) G,
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duljine stranice 0,2. Dimenzija karakteristi¢nog lika je
I, =1,= 40, a visina 7 = 8. Materijalna svojstva odrede-
nasus: £ =151 v=0,25. Amplitude sinusoidalnog nor-
malnog opterecenja iznose: O, = 10 1 05, p =-10. Na-
vedene su vrijednosti u odgovaraju¢im jedinicama.

Slika 4. Posmi¢na naprezanja na bo¢nim stranama ploce: a)z,, ,
b)z;i g,

Raspodjela normalnog naprezanja oy, po visini ploce
prikazana je u sredini raspona, u ravnini x = /,/2, gdje
ono poprima svoje ekstremne vrijednosti (slika 3.a). Istu
raspodjelu i vrijednosti poprima i naprezanje oy, ali u
ravnini y = /,/2. Promjena naprezanja o, po visini ploce
prikazana je na slici 3.b. Na slikama 4.a 1 4.b dani su
aksonometrijski dijagrami posmi¢nih naprezanja ., t,. i
7,, po bo¢nim stranama ploce.

3 Numericki model

Za numericko modeliranje ploce upotrijebljen je Lagran-
geov trikubi¢ni konacni element u obliku kvadra (slika 5.).
Element sadrzi 64 pravilno rasporedena ¢vora. Unutras-
nji ¢vorovi nisu stati¢ki kondenzirani.

Slika 5. Kona¢ni element u obliku kvadra sa 64 ¢vora
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b) umjereno debela ploda
hilxy=1:5

a) tanka ploga
h:ilxy=1:10

veli¢ina elementa: 1x1x1 veligina elementa: 2x2x2

bro] elemenata: 20x20x2 bro] elemenata: 10x10x2
01) bro] nepoznatih kinematskih bW) bro] nepoznatih kinematskih

parametara: 68 137 parametara: 16 957

7=10

c) debela plo&a
hily=1:2

n/2="!

veligina elementa: 5x5x5
broj elemenata: 4x4x2

01) broj nepoznatih kinematskih
parametara: 2 620

velitina elementa: 0,5x0,5x0,5 veligina elementa: 1x1x1

broj elemenata: 40x40x4 broj elemenata: 20x20x4
A2) Lroj nepoznatih kinematskih b2) proj nepoznalih kinematskin

parametara: 532 279 parametara: 132 919

veligina elementa: 2x2x2
02) broj elemenata: 10x10x5

broj nepoznatih kinematskih

parametara: 41 230

b3)

Slika 6. MreZe elemenata numerickog modela osmine ploce

Koordinatne funkcije dobivene su umnoskom jednodi-
menzijskih Lagrangeovih polinoma definiranih na prav-
cima koordinatnih osi. Kako konac¢ni element sadrzi jed-
naki broj interpolacijskih tocaka za svaki od koordinat-
nih smjerova, jednodimenzijski Lagrangeovi polinomi
istoga su stupnja. Primijenjena interpolacija daje kom-
ponente polja pomaka u obliku nepotpunog polinoma sa
64 c¢lana. Na slici 8. prikazan je Pascalov tetraedar na
kojem su crveno oznaceni ¢lanovi polinoma koji Cine
koordinatne funkcije. Potpuni dio postava ¢ine ¢lanovi s
potencijama do ukljuéivo treceg stupnja, $to obuhvaca
prvih dvadeset ¢lanova. Preostali ¢lanovi, od kojih je
najvisi devetog stupnja, naruSavaju potpunost polinoma.

U proracunu matrice krutosti elementa uporabljena je
analiticka integracija. Konac¢ni element provjeren je na
nizu osnovnih rjesenja linearne teorije elasti¢nosti [3, 4].
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veligina elementa: 0,5x0,5x0,5

broj elemenata: 40x40x8

broj nepoznatih kinematskih c3
parametara: 1 050 643

h/Z:‘

7210

veligina elementa: 1x1x1
broj elemenata: 20x20x10
broj nepoznatih kinematskih
parametara: 327 265

=

h/z=1

veli¢ina elementa: 0,5x0,5x0,5
broj elemenata: 40x40x20
broj nepoznatih kinematskih
parametara: 2 605 735

c4)

u(x,|

W y/2,2)<y

X"Y/Zz):g

Slika 7. Rubni uvjeti i optereéenje za osminu ploce

Prikazana osmina plo¢e modelirana je elementima u ob-
liku kocke. Radi dobre aproksimacije, po visini svakoga
numerickoga modela upotrijebljena su barem dva konac¢na
elementa. Uz odabranu debljinu ploce i broj elemenata
po visini odredena je veli¢ina elementa. Na slici 6. prika-
zane su razliCite mreze elemenata za svaku grupu ploca
s osnovnim podacima.

953



Proracun debelih ploc¢a

A. Jaguljnjak-Lazarevi¢ i drugi

Slika 8. Pascalov tetraedar — graficki prikaz ¢lanova potpunog
polinoma u prostoru

3.1 Numericki eksperiment

Numeri¢kom analizom obuhvaéene su pravokutne ploce
razliitih debljina i jednakih dimenzija karakteristi¢énoga
lika. Debljine ploc¢a odabrane su u rasponu od tankih ploca,
s omjerom debljine i duljine krace stranice A:/, =1:10,

umjereno debelih ploca s omjerom /4 :/, =1:51 debelih

plo¢a omjera h:l =1:2.

Prikazano analiticko rjesenje ima dvije ravnine simetrije
x =1/2 iy =1[/2 iravninu antimetrije z = 0 pa je nume-
ricki potrebno obraditi samo osminu ploce (slika 7.). Pri
tome, osim kinematic¢kih rubnih uvjeta koji odgovaraju
poopéenom linijskom zglobu, postavljaju se i dodatni
rubni uvjeti simetrije i antimetrije:

-uravnini x = 0; u=(0,y,z)=0,
—uravn%n% y=0, v= (x,O,z): 0, (10)
-uravnini z = 0; u= (x,y,0)= 0,

\Z :( ,y,O): 0
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3.2 Usporedba rezultata

Dobivene analiticke i numericke vrijednosti polja poma-
ka i naprezanja usporedene su u tockama ploce gdje se
biljeze njihovi ekstremni iznosi. Te tocke prikazane su
na slici 9.

Prema analitickom i numeri¢kom proracunu, maksimal-
na vrijednost pomaka dobivena je u sredini ploce u tocki
1(/2 ,1,/2, h/2), (slika 9.). Buduéi da tocka lezi u obje
ravnine simetrije pomak tocke sadrzi samo komponentu
u smjeru osi z.

Osim pomaka toc¢ke 1 kontrolirani su i pomaci toc¢aka
duz rubova ploce. Ti pomaci sadrZze samo komponentu u
smjeru osi y, (0si x) za rub paralelan s osi x (osi y) §to u
potpunosti odgovara zadanim rubnim uvjetima (2) i (3).
Maksimalne vrijednosti ovih pomaka nalaze se na sre-
dini rubova u tockama 2 (/,, /2, h/2) i 3 (1/2, I,, h/2),
(slika 9.).

Slika 9. Mjesta usporedbe rezultata prorauna

Usporedbom rezultata pomaka u tockama 1, 2 i 3, (tab-
lice 1.1 2.), vidi se da ve¢ kod najrjede mreze gotovo da
nema odstupanja izmedu analitickog i numeri¢kog rje-
Senja.

Tablica 1. Pomaci tocke 1(1,/2, 1,/2, h/2)

I/h | primjer ar}.allitiéke. nu‘r.neriéke. W/ W,
vrijednosti vrijednosti
w, W,

ol al 1613,131576 | 1613,131570 | 1,000000
a2 1613,131576 1613,131580 | 1,000000
bl 228,768277 228,768263 1,000000

0,2 b2 228,768277 228,768277 | 1,000000
b3 228,768277 228768277 1,000000
cl 27,305465 27,305446 1,000001

0.5 c2 27,305465 27,305467 1,000000
c3 27,305465 27,305465 1,000000
c4 27,305465 27,305465 1,000000
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Tablica 2. Pomaci toc¢aka 2(0,1,/2,h/2) 1 3(1,/2,1,,h/2)

Tablica 4. Usporedba normalnih naprezanja o, u tocki
1(0/2, 1,2, h/2)

1/h | primjer analiticke numericke s
primy vrijednosti vrijednosti V" /v” analitiCke numericke
Ug Vg Uy, Vy o I/h | primjer | vrijednosti vrijednosti Ot/ Oz
og L2l | 242164067 | 242.164065 | 1000000 Oz Oz
’ a2 | 242,164067 | 242,164067 | 1,000000 o1 L2 10,000000 10,060823 | 0,993954
bl 60,785590 60,785584 1,000000 ’ a2 10,000000 10,007666 0,999234
0,2 b2 60,785590 60,785589 1,000000 bl 10,000000 10,064754 0,993566
b3 60,785590 |  60,785590 1,000000 02| b2 10,000000 10,008354 | 0,999165
05 c2 10,224491 10,224491 1,000000 cl 10,000000 10,095539 0.990536
c3 10,224491 10,224491 1,000000
c2 10,000000 10,007388 0,999262
c4 10,224491 10,224491 1,000000 0,5
c3 10,000000 10,000987 0,999901
Razlike analitickih i numerickih vrijednosti naprezanja c4 10,000000 10,000128 0,999987

nesto su veée i prikazane su u tablicama 3. do 6. Pritom
zamjetniju razliku biljezimo kod normalnog naprezanja
0., za plocu najvece debljine modelirane najrjedom mre-
zom (tablica 4. sluc¢aj c¢/). Omjer analiti¢kog i numeri¢-
kog rjesenja za taj primjer iznosi 0,990536 §to je razlika
od svega 0,9464%. Progu$¢enjem mreze taj postotak
opada i za proracunski model ¢4 iznosi 0,0013%.

Zatim, dobivene numericke vrijednosti normalnih nap-
rezanja Oy, Oy, 1 0., te uzduznog posmicnog naprezanja
7, vece su od analitickih vrijednosti za sve provedene
proracune. Progus¢ivanjem mreze numeric¢ke vrijednosti
monotono konvergiraju k to¢nom rjeSenju odozgo (tab-

Tablica 5. Usporedba posmi¢nih naprezanja Ty, u tocki

lice 3.do 5.).

S druge strane numericko rjeSenje za posmic¢na napreza-
nja z.. i 7. daje manje vrijednosti od analiti¢kih, odnos-

no rjeSenja konvergiraju s donje strane (tablica 6.).

Tablica 3. Usporedba normalnih naprezanja o, i 6y, u

tocki 1(1/2, 1,/2, h/2)

4(1y,1y,h/2)
analiticke numericke
I/h | primjer | vrijednosti vrijednosti Ty Topn
Twa Txyn
o al 228,234256 | 228,234276 | 1,000000
a2 228,234256 | 228,234257 | 1,000000
bl 57,289068 57,289150 0,999999
0,2 b2 57,289068 57,289073 1,000000
b3 57,289068 57,289069 1,000000
cl 9,636356 9,636900 0,999944
c2 9,636356 9,636370 0,999999
03 c3 9,636356 9,636357 1,000000
c4 9,636356 9,636356 1,000000

analitiCke numericke
I/h | primjer | vrijednosti vrijednosti Crra/ O
Oxxa; Oyya Oxx,n
01 al 383,723760 | 383,746807 | 0,999940
a2 383,723760 | 383,726659 | 0,999992
bl 98,815114 98,839933 0,999749
0,2 b2 98,815114 98,818292 0,999968
b3 98,815114 98,815517 0,999996
cl 19,393927 19,432564 0,998012
0.5 c2 19,393927 19,396790 0,999852
c3 19,393927 19,394304 0,999981
c4 19,393927 19,393975 0,999997
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Tablica 6. Usporedba posmi¢nih naprezanja 1, i Ty, u
tockama 5 (I, 1,/2, 0) i 6 (1/2, 1y, 0)

analitiCke | numericke
[/h | primjer | vrijednosti | vrijednosti Txza/Txzn
Txza Txzn
0,1 al 47,667476 | 47,666374 | 1,000023
a2 47,667476 | 47,667407 1,000001
0,2 bl 23,712503 | 23,710263 | 1,000094
b2 23,712503 | 23,712363 | 1,000006
b3 23,712503 | 23,712494 1,000000
0,5 cl 9,107403 9,101339 1,000666
c2 9,107403 9,107250 1,000017
c3 9,107403 9,107393 1,000001
c4 9,107403 9,107402 1,000000
955




Proracun debelih ploc¢a

A. Jaguljnjak-Lazarevi¢ i drugi

4 Zakljucak

Kod C° kompatibilnih numeri¢kih modela temeljenih na
metodi pomaka, diskretni oblik funkcionala energije po-
stize minimum koji je veéi u odnosu na vrijednost toc-
nog minimuma energije kontinuiziranoga matematic¢ko-
ga modela. Drugim rije¢ima, numeri¢ki modeli su pre-
kruti. Zbog toga su pomaci ¢vorova manji od to¢nih vri-
jednosti. Buduéi da naprezanja odredujemo iz pribliznih
pomaka ni ona ne mogu zadovoljiti uvjete staticke dopus-
tivosti, odnosno postoje razlike izmedu to¢nih i nume-
ricki dobivenih vrijednosti. Uz to, element je samo klase
C°, pa u ¢évorovima samoga numeri¢koga modela nasta-
ju odstupanja u naprezanjima kao posljedica razlike u
kontinuitetu prvih (a i svih ostalih) vrijednosti derivacija
polja pomaka.

Iz usporedbe rjesenja proizlazi da je odli¢na aproksima-
cija pomaka i posmi¢nih naprezanja postignuta ve¢ kod
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najslabije diskretizacije od svega dva elementa po visini
popre¢nog presjeka modela. Nesto su veéa odstupanja
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element pokazuje visoki stupanj toc¢nosti u proracunu
pomaka i naprezanja te da, iako se radi o samo C’ kom-
patibilnom kona¢nom elementu, nema potrebe za dodat-
nim (naknadnim) numerickim kontinuizacijama napre-
zanja.
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