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Trodimenzijski numeric¢ki model prednapete natege

Prikazane su osnove numerickog modeliranja prednapete natege za analizu prostornih prednapetih
armiranobetonskih konstrukcija. Natege su modelirane jednodimenzionalnim krivocrtnim elementima
ukomponiranim u trodimenzijski konacni element betona. Razvijeni model je ukljucenu program
PRECONS3D. Primjena modela prikazana je na numerickim primjerima, a njezina valjanost provjerena
Jje usporedbom dobivenih rezultata s numerickim i eksperimentalnim rezultatima poznatima iz literature.
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Basic notions of numerical modelling of prestressed ties, as used in the analysis of spatial prestressed
reinforced-concrete structures, are presented. The ties are modelled by one-dimensional curvilinear
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entered in the PRECON3D program. The use of the model is presented through numerical examples,
and its validity is checked by comparing the results with numerical and experimental results taken from
literature.
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précontraintes spatiales en béton armé, sont présentés. Les tirants sont modelés par les éléments
unidimensionnels curvilignes inclus dans l'élément tridimensionnel fini du béton. Le modéle développé
est inclus dans le programme PRECON3D. L'application du modéle est présentée par les exemples
numeériques, et son valeur est vérifiée en comparant les résultats obtenus avec les résultats numériques
et expérimentaux pris de la littérature.
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1 Uvod

Prednapete se armiranobetonske konstrukcije u gradevi-
narstvu uvelike primjenjuju osobito pri premoscivanju
velikih raspona. Pradenje ponasanja tih konstrukcija
zahtijeva poznavanje stanja naprezanja i deformacija u
betonskoj konstrukeiji, a to nije moguée bez dobrog opi-
sa geometrije natega i analize sila u prednapetoj natezi.
U literaturi su do sada objavljeni razli¢iti modeli za ana-
lizu prednapetih konstrukcija koji se rabe u istrazivanji-
ma, a ¢ija je primjena sve prisutnija u inZzenjerskim pro-
racunima.

Postoji niz mogucénosti diskretizacije prednapetih kons-
trukcija. Najjednostavnija je diskretizacija betonske kon-
strukcije linijskim kona¢nim elementima kod kojih se
prednapete natege ne opisuju s pomocu posebnih eleme-
nata, ve¢ se proracunava utjecaj prednapinjanja koji se
sastoji od uzduzne tla¢ne sile i momenta savijanja zbog
ekscentri¢nosti natege. Ovaj se utjecaj zadaje u ¢vorovi-
ma kao jednakovrijedno ¢vorno opterecenje. Primjena
ovog modela ogranicena je na vrlo jednostavne linijske
konstrukcije u fazi izbora dimenzija.

Gredni su elementi [1, 2] formulirani za visoke grede na
osnovi Timosenkove gredne teorije ili za vitke grede na
osnovi Bernoullijeve hipoteze. Pomaci promatrane toc-
ke grede opisuju se kao funkcija translacijskih pomaka
odgovarajuce tocke na osi grede i rotacije odgovaraju-
¢eg presjeka oko glavnih osi tromosti. Bernoullijeva je
teorija jednakovrijedna Kirchoffovoj teoriji ploca te za-
htijeva C' kontinuitet medu elementima.

Za analizu konstrukcija s ravninskim stanjem napreza-
nja Cesto se rabe Cetvero¢vorni ili osmeroc¢vorni izopa-
rametarski elementi u koje se moze ukomponirati pred-
napeta natega u obliku posebnog elementa. Kod cetve-
ro¢vornog ravninskog elementa betona element natega
moze biti linearan [3], dok se kod osmero¢vornog ele-
menta diskretizira natega s tro¢vornim linijskim elemen-
tom [4-8] pa je moguce opisivati paraboli¢ne natege.

Trodimenzijski konacni elementi primjenjuju se pri dis-
kretizaciji konstrukcija s izraZzenim troosnim stanjem
naprezanja. Primjer takvih konstrukcija su prednapeti
nosaéi I, T ili sanduéastih popre¢nih presjeka. Cak i ka-
da nosa¢ ima pravokutan poprecni presjek, prednapete
natege mogu zauzimati proizvoljan polozaj u prostoru
tako da se ne moraju smjestiti u istu ravninu, pa je na
mjestima skretanja natega prisutno troosno stanje napre-
zanja (slika 1.). U navedenim situacijama nuzna je dis-
kretizacija nosaca s prostornim kona¢nim elementima u
koje se ukomponira prostorna natega. Najjednostavniji
prostorni konacni element za diskretizaciju betonske
konstrukcije jest osmero¢vorni konacni element s linear-
nim baznim funkcijama. U takav se element moze ukom-
ponirati linearni dvo¢vorni element natege. Naime, za
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kvalitetu rjeSenja nuzno je da aproksimacija polja poma-
ka osnovnog prostornog elementa betona i elementa
ukomponirane natege bude istog reda [1]. Kako je u
realnim nosac¢ima prednapeta natega zakrivljena, u ovo-
me je radu za diskretizaciju betonske konstrukcije odab-
ran dvadesetocvorni prostorni element s tri stupnja slobode
u svakom ¢voru, a za diskretizaciju prednapete natege
prostorni troévorni krivocrtni element [9]. Pretpostavlja
se Cvrsta veza prednapetih natega s betonom, tako da
nije moguce klizanje jednog materijala u odnosu prema
drugome te postavljanje natega neovisno o mrezi konac-
nih elemenata betona.

Slika 1. Skretanje natege iz jedne ravnine u drugu

Pri preuzimanju opterecenja nakon zavrSenog prednapi-
njanja natege funkcioniraju kao klasicna armatura uz
postivanje posebnih uvjeta deformabilnosti, $to je nuzno
osigurati u numeri¢kom modelu. Stoga elementi za dis-
kretizaciju prednapete natege mogu sluziti i za diskreti-
zaciju klasi¢nih armaturnih Sipki, a numeri¢ki model,
koji ¢e se prikazati u ovome radu, za proracun predna-
petih i klasi¢nih armiranobetonskih konstrukcija.

2 Matematicka formulacija prednapinjanja

Uobicajeni je pristup pri modeliranju prednapetih kons-
trukcija zasnovan na metodi uravnotezenog opterecenja
[10] gdje se natega i betonski dio elementa promatraju
kao odvojena slobodna tijela. Jednadzba virtualnog rada
definira se posebno za betonski dio presjeka, a posebno
za nategu te se potom utjecaji zbrajaju.

U nastavku ¢e se izloziti matematicka formulacija pred-
napinjanja nac¢elom virtualnih pomaka analizirana na be-
tonskoj konstrukciji s jednom ukomponiranom nategom.

Slika 2. Ukljudivanje utjecaja sila prednapinjanja
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Opterecenja natege koja nastaju kao posljedica predna-
pinjanja (slika 2.) definiraju se u lokalnom koordinatnom
sustavu natega t-n-b ¢ija je os t usmjerena tangencijalno
duz osi natege, os n je u pravcu normale na tu krivulju, a
os b je u smjeru binormale na nategu.

Matematicka formulacija svih utjecaja kojima je izloze-
na betonska konstrukcija s ukomponiranom prednape-
tom nategom moze se izraziti nacelom virtualnih poma-
ka u obliku:

[(&)edVy + [(Su)vaVy+ [(cu)sds,

+II(&1(S)>pZ(S)dS+(5uA)FAZ +(5“B)FBZ =0 M

gdje je J (&)c dV, virtualni rad unutarnjih sila betona i
Vo
armature, [(du)vdV, i [(6u)sdS, su virtualni radovi
Vy So
volumenskih i povrSinskih sila,

a IJ.(&‘(S))PZ(S)dS + (5“A)FAZ + (5“B)FBZ

virtualni rad sila prednapinjanja.

Sukladno metodi uravnotezenog opterecenja, natega se
moze izdvojiti iz betonske konstrukcije i promatrati kao
zasebno tijelo, kao §to je prikazano na slici 3.

_FA’

-p(s)=pt-pn

Slika 3. Natega izdvojena iz betonske konstrukcije

Uvjet ravnoteze natege predstavljen je izrazom:

— Ay lf % (s)o(s )ds
_ IJ5U(S)pZ(S)dS+(5uA)FAz +(&43 )FBZ o 2)

0

gdje su A; plostina poprecnog presjeka natege, s lu¢na
duljina natege do presjeka u kojem se prora¢unava nap-
rezanje, 1y ukupna duljina natege, p“(s) vektor linijskog
opterecenja duz natege, a F,” i Fg* vektori sidrenih sila.
Zbrajanjem izraza (1) i (2) virtualni rad linijskog optere-
¢enja p“(s) i sidrenih sila F,* i Fg” i§¢ezava. Virtualni
rad unutarnjih i vanjskih sila na prednapetoj betonskoj
konstrukciji moze se zapisati u obliku:
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—VI(&)GdV—AZII&(S)c(s)d
+ [(Su)vdVy+ [(ou)sdS, =0 (3)

VO 0

Izrada modela prednapetog elementa zahtijeva definira-
nje geometrije elementa natege i sile prednapinjanja,
odredivanje utjecaja tih sila na betonski dio elementa te
sumiranje vanjskog optereéenja i optereéenja nastalog
zbog prednapinjanja.

3 Numericki model prednapinjanja

3.1 Geometrija natege ukomponirane u element
betona

Analiza prednapetih i armiranobetonskih konstrukcija
zahtijeva definiranje ponasanja betona i armature odnos-
no natege te njihova zajedni¢kog djelovanja. U modelu
koji ¢e se predstaviti u ovome radu prednapete natege i
armaturne Sipke modelirani su jednodimenzijskim tro-
¢vornim konaénim elementima ukomponiranima u pros-
torni konacni element betona. Izbor mreze konacnih ele-
menata betonske konstrukcije neovisan je o geometriji i
polozaju armature i natege.

Diskretizacija betonske konstrukcije obavit ¢e se trodi-
menzijskim izoparametarskim dvadesetoro¢vornim ko-
na¢nim elementima koji u svakome ¢voru imaju tri trans-
lacijska stupnja slobode [11]. Za opis geometrije konstruk-
cije u prostoru rabi se globalni koordinatni sustav x-y-z,
dok se vrijednosti deformacija i naprezanja izracunavaju

u Gaussovim tockama ¢iji je polozaj definiran u lokal-
nom koordinatnom sustavu &-n-C.

U trodimenzijskoj je analizi geometrija natege opisana
prostornom krivuljom drugog stupnja [9] koja se defini-
ra s pomocu svojih projekcija, tj. s pomocu koordinata
krajnjih ¢vorova elementa i polozaja tangenata u tim
¢vorovima. Za diskretizaciju natege primijenjen je tro-
¢vorni krivolinijski jednodimenzijski element.

U svrhu detaljnijeg opisa geometrije ovog elementa te
preslikavanja i izraCunavanja ukupne krutosti elementa
betona s ukomponiranom armaturom, osim spomenutih,
globalnoga koordinatnog sustava i lokalnoga koordinat-
nog sustava, uvodi se linijski koordinatni sustav armature.

U linijskom koordinatnom sustavu definirane su bazne
funkcije 1D izoparametarskog konac¢nog elementa. Ovaj
je koordinatni sustav oznacen normiranom koordinatom
x koja se pruza duz 1D elementa, $to se moze vidjeti na
slici 4.

Nakon postavljanja mreze konacnih elemenata betona, u
globalnome se koordinatnom sustavu definira polozaj
armature pri ¢emu se krajnji ¢vorovi elementa armature
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Slika 4. Koordinatni sustavi prostornog elementa betona s ugra-
denom armaturom

moraju nalaziti na stranicama osnovnog prostornog ele-
menta. Za simulaciju armature upotrijebljeni su izopara-
metarski tro¢vorni linijski elementi opisani Lagrangeo-
vim polinomom treéeg stupnja, pa je osim krajnjih ¢vo-
rova potrebno poznavati i polozaj srednjeg c¢vora. Model
ima moguénost interpolacije srednjeg ¢vora koja se obavlja
numericki. Postupak interpolacije srednjeg ¢vora arma-
ture za trocvorni izoparametarski linijski element razra-
den je po pravcu, po kvadratnoj paraboli [5] te po pros-
tornoj paraboli drugog stupnja [9].

Prednost je modela s ugradenom armaturom fleksibil-
nost pri diskretizaciji sustava jer se armatura smatra za-
sebnim elementom i zadaje se odvojeno od mreze pros-
tornog elemenata betona. Geometrija 1D elementa arma-
ture opisana je prostornom krivuljom drugoga reda koja
se u parametarskom obliku moze izraziti:

x(t)z axt2 +b. t+c,; y(t)z ayl‘2 +byt+c,;

At)=a > +b t+c, (4)
gdje je t parametar koji se nalazi u odredenom intervalu
te [t, t].

Rjesavanjem sustava jednadzbi (4) po parametru t dobi-
je se sustav:
y:y(x):Ax2+Bx+C;
z=z(x)=Dx*+Ex+F

koji predstavlja ortogonalne projekcije prostorne krivulje
na ravnine x-y odnosno x-z. Nepoznati se koeficijenti
(A, B, C, D, E iF) izracunavaju s pomocu globalnih ko-
ordinata krajnjih ¢vorova 1D elementa i polozaja tange-
nata u ¢voru na promatrane projekcije krivulje, u odno-
sunaosx[9,12,13].

)

3.2 Matrica deformacija natege

Prednapeta natega prenosi samo uzduznu silu. Zbog dje-
lovanja te sile, element se deformira u smjeru svoje osi,
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odnosno diferencijalna duljina luka ds mijenja se u (ds +
€ds). Za definiranje krutosti armature potrebno je odre-
diti matricu deformacija B, odnosno relativau deforma-
ciju & armaturnog elementa. U globalnom koordinatnom
sustavu x-y-z definirani su pomaci u, v i w paralelno s
koordinatnim osima, a deformacija elementa armature
moze se definirati u linijskom koordinatnom sustavu
preko normirane koordinate y.

Matrica deformacija elementa natege ukomponirane u
3D element betona [9] moze se izraziti u obliku: B,

B :|:leIBSIZBSI3Bsle322BS23"':| (6)
s
BsilBsiZBsi3 "‘BsnlBanB

sn3

Clanovi matrice deformacija By su:

oN, [asz N, ax &y ON; ox &z
= L = =

N ox \oy) T ox oy 0y ox oy oy
2
SNy Ny Ny oz, ()
oy \ox O Oy oy oy Oy oy
N[z N v oz oN, o oy
B oz \ oy oz 0y Oy 0z Oy oy

gdje je n broj ¢vorova, a N; bazne funkcije osnovnog
prostornog kona¢nog elementa betona [11].

3.3 Matrica krutosti natege

Matrica krutosti elementa armature dobiva se linijskom
numeri¢kom integracijom u Gaussovim to¢kama jedno-
dimenzijskog elementa armature. U istim Gaussovim
tockama izracunavaju se vrijednosti Cartesyjevih deri-
vacija ON;i/0x, ON;/Oy 1 ON;/0z potrebnih za izraCunavanje
matrice deformacija linijskog elementa. Polozaj Gaussovih
tocaka na jednodimenzijskom elementu zadan je u linij-
skome koordinatnom sustavu preko normirane koordina-
te x s pomocu koje se odreduju pripadne koordinate u
globalnom koordinatnom sustavu. Koordinata Gaussove
tocke u globalnome koordinatnom sustavu moze se izra-
ziti preko baznih funkcija linijskog elementa Hy = Hy(y)
[9] i koordinate krajnjih ¢vorova tog elementa:

X =Y H(x b, &7 =X Hl(x)ve

k=1 k=1

., ®
227 =Y Hi(x )

k=1
gdje je n broj ¢vorova jednodimenzijskog elementa (n =
3), Xk, Yk 1 Zx su koordinate ¢vorova jednodimenzijskog
elementa u globalnome koordinatnom sustavu, a x®*,
y®#" i z#" koordinate Gaussovih toaka jednodimenzijs-
kog elementa u globalnome koordinatnom sustavu.

Bazne funkcije prostornih elementa ovise o lokalnom
koordinatnom sustavu &n-(, a polozaj Gaussovih toca-
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ka u kojima su proracunane vrijednosti ¢lanova matrice
deformacija je prema izrazu (7) definiran u globalnome
koordinatnom sustavu x-y-z. Zbog toga je potrebno iz-
vrsiti preslikavanje polozaja Gaussovih toc¢aka iz global-
nog (x®“-y®'-z#“) u lokalni (£%-n®"-C®") koordinatni
sustav. Polozaj Gaussovih tocaka u globalnome koordi-
natnom sustavu moze se izraziti sa tri nelinearne jednad-
zbe [9]:

x &P — ZNl (E.ag.p.ong.p,vc.>g.p.)xi =0
i=l

yg.p' - Z Ni (&g,p, 5ng_p, ’ Cg.p.)Yi =0 (9)
i=1

n
g.p. —
z _zNi(E.sg,p,’ng.p.an.p,)Zi =0
i=1
¢ije se rjeSenje dobije Newtonovom iterativnom meto-
dom.

Matrica krutosti elementa natege se moze izracunati nu-

merickom integracijom po linijskom elementu:

K,= [B,'DBdV, (10
ve

gdje je Dy matrica elasti¢nosti natege, a dV,° diferenci-

jalni element volumena natege koji se moze izraziti kao

funkcija elementa duljine i plostine popreénog presjeka
dV=Agdy.

3.4 Modeliranje prijenosa sile prednapinjanja

Sila u proizvoljnom presjeku natege ovisi o intenzitetu
zadanih sila na sidrima i gubicima. Obi¢no su poznate
vanjske sile na krajevima natege te je potrebno odrediti
utjecaj prednapinjanja u unutarnjim to¢kama natege.

Posljedica prednapinjanja natege jest raspodijeljeno li-
nijsko opterecenje koje se moze prikazati preko normal-
nom p,, tangencijalnom p, i binormalnom p, komponen-
tom (slika 5.). Medusobna se veza ovih komponenata i
zadanih vanjskih sila moZze izraziti uspostavljajuéi rav-
notezu na diferencijalno malom elementu natege.

C

Slika 5. Diferencijalni element luka izloZen silama prednapinjanja
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Jedinicni vektori tangente, normale i binormale na ele-
ment luka u promatranoj tocki t(s), n(s) i b(s) mogu se
izraziti u obliku:

£(s) =% . n(s)

b(s) =t(s)xn(s)

_ L dr
k(s) ds” (11)

gdje je r vektor polozaja promatrane tocke u odnosu na
ishodiSte globalnoga koordinatnog sustava, dok je k(s)
zakrivljenost natege. Ravnoteza na diferencijalno malom
elementu glasi:

- (F(S) - ld—Fds][t - lﬂds]

2 ds 2 ds
+ F(s)+ld—Fds t+l£ds (12)
2 ds 2ds
+(— pt—pn+ pbb)ds =0
odnosno:
Fﬂ+d—Ft=pttpnn—pbb (13)
ds ds

Koriste¢i se geometrijskim odnosom:

dt
% k(s)n (14)

izraz (12) moze se zapisati kao:
dF
F(S)k(S)ngt = p($)t+ p,(s)n— p,(s)b 15)

ili u skalarnom obliku kao:

P(8) =k(s)F (s) (16)

pi(s) = —di;(s) (17)
S

pp(s)=0 (18)

Tangencijalna se komponenta optereéenja p(s) moze
prikazati kao funkcija normalnog opterecenja p,(s) i
koeficijenta trenja izmedu natege i betona:

pi(8)=%up,(s) 19)

Jednadzba ravnoteze na prikazanom elementu u pravcu
normale i tangente moze se zapisati u obliku:

F(s)k(s)ds—p,(s)ds=0; dF(s)— p,(s)ds=0 (20)

Kombiniranjem izraza (19) i (20) i integriranjem na
intervalu [sy, s,] gdje je s, > s;, podrazumijevajuci da je s
glatka krivulja na tom intervalu, dobijemo:

iy?k(x)ds
F(sy;)=F(s))e " 21
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Za odredivanje normalne i tangencijalne komponente
optere¢enja duz natege potrebno je odrediti zakrivlje-
nost prostorne natege k(s) koja redovito zahtijeva dvos-
truko preslikavanje iz lokalnoga linijskoga koordinatnog
sustava natege 7y, najprije u lokalni koordinatni sustav &-
n-C, a zatim u globalni koordinatni sustav x-y-z 3D ele-
menta betona. Zakrivljenost prostornog natega k(s) mo-
ze se prikazati u obliku:

&:toxﬂ

29
ds ds (29)

Kako je vektor koji prikazuje derivaciju jedini¢nog vek-

tora okomit na taj vektor, slijedi da je d—o okomit na
s

by, tj. na binormalu. Vektorski je umnozak okomit na

jedan i na drugi vektor u vektorskom umnosku, odnosno

2
A
dy® \ds dy ds® dy? \ds dy ds®
gdje su komponente d’x/ds”, d’y/ds’ i d*z/ds* definirane
kao:

d_zi_i[ﬁd_ﬂt]d_x_ d’i dydy  di I’y

ds®>  dy\dy ds ) ds dy? ds ds dy ds* (23)
i=x,y,z
di 3. dH
= z_kl , i:x’y’z (24)
dy (=dy !

2. 3 2
d 12 — d [ik ik’ i:x’y’z (25)
dy” k=1 dy

3.5 Skretanje natege iz jedne ravnine u drugu

U slucaju kada se natega ne moze cijelom svojom dulji-
nom smjestiti u jednu ravninu, utjecaji zbog prednapi-
njanja ovise o zakrivljenosti natege koju karakterizira
promjena otklona osi od tangente, ali i o promjeni polo-
Zaja binormale u promatranim presjecima duz natege.
Binormale nisu medusobno paralelne ve¢ zatvaraju neki
kut . Posljedica ove promjene jest uvrtanje natega o,
Sto se matematicki moze izraziti kao:

_dy _
ds

by

s (26)

4

gdje je y kut Sto ga Cine jedini¢ni vektori b i by binor-
mala povucenih u dva promatrana susjedna presjeka.

Deriviranjem binormale, koja se moze izraziti u obliku
vektorskog umnoska b, =t,xn, po duljini luka dobi-

va se izraz:

db, dn dt,

— =ty X———ny X—= 27
ds 07 ds 07 ds @7)

. dt, .. ..
dok se ¢lan — moze izraziti kao:
ds

dt, d*r n,

— =——=k(s)n, =— 28
2 (s)n » (28)

Uvrstavanjem izraza (28) u (27) dobivamo:
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J

2
d’z [dxj L dzdy
dy* \ ds dy ds’
(22)

natyi <M (vidi izraz 29). Dakle, vektor 2% je oko-
ds ds

mit i na tangentu. Kako je vektor okomit i na binormalu
i na tangentu, on se podudara s glavnom normalom kri-
vulje u promatranoj tocki pa je:

db, _|dby
= n 30
ds ds |’ (30)
odnosno prema izrazu (26) :
Do~ som, &)
ds

Koristeé¢i se Frenetovom formulom koja pokazuje vezu
izmedu zakona promjene glavnih smjerova prostorne
krivulje, zakrivljenosti k(s) i uvrtanja, uvrtanje natege u
promatranom presjeku moze se izraziti skalarnim kom-

rd*r d’r
ponentama vektora —, —
ds ds ds
& @k
ds ds ds
|di 2y
ds* ds®  ds?
3 3 3
0= ds ds ds (32)

ds? ds? ds?

Prema tome, ako natega cijelom svojom duljinom ne
lezi u jednoj ravnini, dolazi do uvrtanja natege prikaza-
nog izrazom (32) koje ima za posljedicu pojavu mome-
nata uvrtanja te dodatnih posmi¢nih naprezanja. Unato¢
tome, na mjestima skretanja natege iz jedne ravnine u
drugu ne pojavljuje se komponenta opterecenja u smjeru
binormale na nategu, $to je pokazala jednadzba ravnote-
ze (12) na diferencijalno malom elementu natega.

3.6 Ekvivalentne ¢vorne sile zbog prednapinjanja

U opcéem slucaju natega je proizvoljno postavljena u
prostorni element betona. Sile prednapinjanja djeluju na
beton na sidrima i kao raspodijeljeno optereéenje duz

GRADEVINAR 58 (2006) 4, 271-280



M. Galié i drugi

Numeri¢ki model prednapete natege

natega. Metoda konaénih elemenata temelji se na pos-
tavljanju jednadzbi ravnoteze u ¢vorovima konstrukcije,
pa je u njima potrebno postaviti i opterec¢enje. Zbog toga
je potrebno izracunati ekvivalentne ¢vorne sile uzroko-
vane sidrenim silama i raspodijeljenim opterecenjem
uzduz natege.

Tocka u kojoj djeluje sidrena sila (xy, yx, zx) zadana je
geometrijom natege u globalnom koordinatnom sustavu
konstrukcije te u lokalnom koordinatnom sustavu ele-
menta natege (slika 6.). Prije odredivanja ekvivalentnih
¢vornih sila potrebno je odrediti pripadne koordinate
tocke (&, Mk Cx) u lokalnome koordinatnom sustavu
elementa betona.

Slika 6. Ekvivalentne ¢vorne sile uslijed sidrenih sila

Sila F* (k = 1, n) zadaje se u pravcu tangente na os na-
tege pa je potrebno odrediti njezine komponente F,X, Fyk
i F,*u smjeru odgovarajuéih osi globalnoga koordinat-
nog sustava. Komponente sile F* u prvom odnosno pos-
ljednjem ¢voru natege mogu se izraziti kao:

FQ:Flﬂ; Fyleld—y; FZI=F1£ (33)
ds ds ds

FJ:—F"ﬂ; F;“:—F"d—y; FZ’“=—F”£ (34)
ds ds ds

Ekvivalentne ¢vorne sile uzrokovane sidrenim silama
mogu se, koriste¢i se baznim funkcijama N; (&, Nk, Ck)
¢prostornog dvadeseterocvornoga konacnog elementa
betona, prikazati u obliku:

F/! FF

i k
Ev :Ni(fk’nkaé’k) Ev (35)
F/' Ef

gdje su in, Fyi iF/ komponente ¢vornih sila u smjeru
osi x, y 1 z globalnoga koordinatnog sustava za
promatrani ¢vor i.

Zbog prednapinjanja se, osim koncentriranih tla¢nih sila
na sidrima, pojavljuje i utjecaj duz cijele natege, mode-
liran kao raspodijeljeno linijsko opterecenje koje moze-
mo razloziti na normalnu i tangencijalnu komponentu.
Ove su veli¢ine definirane u linijskome koordinatnom
sustavu natege . Odredivanje ekvivalentnih ¢vornih
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sila je moguce preslikavanjem iz lokalnoga linijskoga
koordinatnog sustava  natege u globalni koordinatni
sustav x-y-z cijele konstrukcije te potom definiranjem
projekcija tih sila u smjeru odgovarajucih koordinatnih
osi (slika 7.).

Slika 7. Ekvivalentne ¢vorne sile zbog raspodijeljenog opterecenja

Nakon postupka koji je detaljno prikazan u [9], ukupne
sile u smjeru glavnih koordinatnih osi (j =x,y,z) mo-

gu se prikazati u obliku:

Il-p 1 pﬂ—pi 74

- ! d’x dzy d*z ds’ td}( T (30)
o to Tt

ds ds ds

Jj=xy,z

gdje je p=1/k(s) polumjer zakrivljenosti natege, a k(s)
je odreden jednadzbom (22). Sile u izrazu (36) izracuna-
vaju se numerickom integracijom u Gaussovim to¢kama
elementa natege. Ekvivalentne ¢vorne sile u smjeru
glavnih koordinatnih osi (j = x, y,z) u i-tom ¢voru ko-

nacnog elementa (i =1,...,20) uzrokovane raspodijelje-

nim opterecenjem uzduz natege mogu se prikazati u
obliku:

. 3
P = kZINk CopollgpsCop) PP j =202 (37)

4 Numericki primjeri

Na osnovi opisanoga numeri¢kog modela prednapinja-
nja razvijen je racunalni program PRECON3D za line-
arnu analizu prostornih prednapetih armiranobetonskih
konstrukcija. Primjena programa prikazana je na analizi
dvaju numerickih primjera, a valjanost provjerena uspo-
redbom dobivenih rezultata s numerickim i eksperimen-
talnim rezultatima poznatima iz literature

4.1 Primjer 1.

Proracunana je prednapeta greda koja je analizirana u
lit. [2]. Greda je duljine /, s lijeve strane ima sprijecene
pomake u sva tri smjera, a s desne strane je osloboden
jedino pomak u x smjeru. Izlozena je samo prednapinja-
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nju, bez utjecaja vanjskog opterecenja. Polozaj natege u
konstrukciji definiran je funkcijom z(x). Trenje izmedu
natege i cijevi te vlastita tezina konstrukcije su zanema-
reni. Na slici 8. prikazana je geometrija zadanog sustava.

2(x)=1.5(W/P)x+1.75(W/)x-0.25h

0.25h E »
9 $0.250 %8 / ‘{

zZ,W

Slika 8. Geometrija sustava

Primjer je rijeSen analiticki i numericki [2]. Pri analiti¢-
kom rjeSavanju sustava najprije se pronade opterecenje
jednakovrijedno prednapinjanju, a potom rijesi sustav
izlozen tom opterecenju za zadane rubne uvjete. Radi
prednapinjanja zbog sprijecenih pomaka na krajevima
nosaca javljaju se leZajne reakcije. U nastavku su prika-
zani deformacijska linija te veliina lezajnih reakcija i
pomaka u sredini nosaca (slika 9.).

1.75Fh/l optereenje ekvivalentno prednapinjanju 1.75Fh/l
3FWI

RO 0 0 0 0 0 0 . O

W(E)=4.571(0.56'-0.8333'+0.3333¢")

B TN T 77 E

0.1250Fh =R

74 0.1250 Fh/l

0.1250 Fh/l

Slika 9. Analiticko rjeSenje sustava

U literaturi [2] ovaj je sustav rijeSen numericki na dva
nacina. U svrhu usporedbe s rjeSenjem primjenom mo-
dela primjenjivanog u programu PRECON3D prikazat
¢e se oba rjesenja. U prvom koraku je analiziran sustav
kod kojeg je beton diskretiziran s dva gredna elementa,
a natega s dva tro¢vorna linijska elementa. Na slici 10.
prikazane su veli¢ine lezajnih reakcija, deformacijska
linija te pomak u sredini nosaca dobiveni ovim numeric-
kim proracunom.

deformacijska linija

(jw\,(//“”’ Joasesyl -,

0.1255 Fhl i 2 gredna clementa 0.1255 Fivl

2 clementa kabela T
12 12

Slika 10. Pomaci, deformacijska linija i reakcije pri diskretizaciji
sustava grednim elementima [2]

Velicine reakcija i pomaka izraZzene su kao funkcija za-
dane sile prednapinjanja F, duljine nosaca 1, visine pop-
re¢nog presjeka nosaca h te konstante y = FI/Ebh%, gdje
je E Youngov modul elasti¢nosti, a b Sirina poprecnog
presjeka.

Potom je numericki analiziran isti sustav diskretiziran s
deset 3D dvadesetorocvornim elementima, a natega linij-
skim tro¢vornim elementima, kako je prikazano na slici 11.
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3D 20-&vorni elementi betona

Slika 11. Diskretizacija sustava i rubni uvjeti

Ista je diskretizacija primijenjena i pri rjeSavanju prog-
ramom PRECON3D. Na slici 12. prikazani su pomaci
nosaca zbog prednapinjanja. U tablici 1. prikazane su
veli¢ine lezajnih reakcija i pomaka u sredini raspona
prorac¢unane programom PRECON3D, veli¢ine dobive-
ne numeri¢kim prora¢unima prema [2] za dvije diskreti-
zacije sustava (grednim i prostornim elementima) te ve-
li¢ine dobivene analiticki.

Rezultati dobiveni numeri¢kim prora¢unom s pomodéu
programa PRECON3D pokazuju zanemarivo odstupanje
(0,24%) u odnosu na rezultate prikazane u lit. [2] i dis-
kretizaciju sustava prostornim elementima.

Slika 12. Pomaci nosaca uslijed prednapinjanja

Tablica 1. Lezajne reakcije i pomaci u sredini nosaca
(usporedba rezultata)

S " Pomaci w (1/2)
RjeSenje Reakcije (y=Fl /Ebhz)
N R,=0.1239 Fh/l
yﬁggg)ﬁ% M,=0.1239 Fh 0,19528y1
Rp=0.1239Fh/1
N R,=0.1255 Fh/l
Nun&flclk" [2]{ M,=0.1255 Fh 0,18680y1
(gredni elementi) | " 1555 Fpy
N R,=0.1236 Fh/l
N“mte“c.l“i (2] & | Ma=0.1236 Fh 0,19530y1
(prostorni elementi) Ry=0.1236 Fhl
R,=0.1250 Fh/l
Analititko M,=0.1250 Fh 0,18750y1
Rp=0.1250Fh/l
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4.2 Primjer 2

Analizira se prednapeta greda I poprecnog presjeka pre-
uzeta iz lit. [14]. Geometrija i opterecenje grede prika-
zani su na slici 13.

f

OFT
H— 1
« 40.045

T
10.0 m
11.0m

0.350 m

1030]42,103

0.120
0.700 m

0.490

0.09

Slika 13. Prednapeti nosac I popre¢nog presjeka

Karakteristike materijala su: modul elasti¢nosti betona
E. = 35000 N/mm?, Poissonov omjer v = 0,25, modul
elasti¢nosti natege E; = 210000 N/mm’ i plostina popreg-
nog presjeka natege A;= 1962,5 mm®. Sustav je diskre-
tiziran s 550 prostornih izoparametarskih dvadesetero-
¢vornih elemenata s 55 ukomponiranih linijskih trocvor-
nih elemenata za diskretizaciju natege.

a) b)

Slika 14. Deformacija nosa¢a u fazi prednapinjanja a) i u fazi
nakon prednapinjanja optereena Koncentriranom
silom P b)
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Na slici 14. prikazana je deformacija nosaca zbog pred-
napinjanja (slika 14.a) te deformacija nosaca koji je u
fazi nakon prednapinjanja opterecen koncentriranom si-
lom P (slika 14.b).

Na slici 15. prikazani su pomaci prednapetog nosaca u
sredini raspona dobiveni s tri razli¢ite analize: (1) nume-
ricka analiza prema lit. [14]; (2) eksperimentalna analiza
prema lit. [14]; (3) numericka analiza provedena opisa-
nim 3D modelom ugradenim u program PRECON3D [9].
U podrucju linearnog ponasanja konstrukcije vidljiva su
dobra slaganja rezultata dobivenih programom
PRECON3D s onima iz literature [14].

prema [14]

————— rezultati eksperimenta [14]
——— PRECON3D

>

100 ) W (1/2)=6.9992 mm

0 50 100 150 pomak u sredini raspona (mn'l)

Slika 15. Pomaci prednapetog nosaca u sredini raspona

5 Zakljucéak

U stvarnim prednapetim armiranobetonskim nosacima
¢esto je izraZeno troosno stanje naprezanja zbog oblika
poprecnog presjeka, skretanja natege iz jedne ravnine u
drugu, koncentracije naprezanja u podrucju sidrenja na-
tege i sl. Za pouzdan proracun takvih konstrukcija i pra-
¢enje stanja naprezanja i deformacija na lokalnoj razini
primjenjuju se trodimenzijski konacni elementi za diskre-
tizaciju konstrukcije s ukomponiranom prostornom nate-
gom.

U ovome su radu prikazane osnove numeri¢kog modeli-
ranja prednapete natege u prostornim konstrukcijama.
Geometrija natege opisana je prostornom krivuljom dru-
gog stupnja koja se zadaje preko svojih ortogonalnih pro-
jekcija u ravnini x-y odnosno x-z. Natege se modeliraju
jednodimenzijskim krivocrtnim elementima. Posljedica
prednapinjanja natege su koncentrirane tlacne sile na
sidrima i raspodijeljeno linijsko optereéenje koje se mo-
ze prikazati normalnom i tangencijalnom komponentom.
Naime, analizom ravnoteze na diferencijalno malom
elementu natege pokazalo se da, ¢ak i na mjestima skre-
tanja natege iz jedne ravnine u drugu, binormalna kom-
ponenta optereéenja iS¢ezava. Skretanje natege ima za
posljedicu pojavu momenata uvrtanja te dodatnih posmic-
nih naprezanja.

Razvijeni je model implementiran u ra¢unalni program
PRECON3D. Primjena modela prikazana je na nekoliko
numeri¢kih primjera, a valjanost je provjerena uspored-
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bom dobivenih rezultata s numerickim i eksperimental- nim elementima zahtjevno jer dovodi do velikog broja
nim rezultatima objavljenima u literaturi. lako je nume- stupnjeva slobode konstrukcije, sve veéi kapacitet danas-
ricko modeliranje konstrukcija trodimenzijskim konac- njih ra¢unala takvu analizu ¢ini dostupnom.
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