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I. Kožar, D. Lozzi-Kožar Izvorni znanstveni rad

Neki numeri ki postupci rješavanja istjecanja iz akumulacije 

Opisuje se odre ivanje visine vode u akumulaciji poznatog obujma, u koju ulazi poznata koli ina vode, 
a izlaz vode je mogu  preko preljeva ili na neki drugi na in. Za razliku od metoda koje se baziraju na 
integralnoj formulaciji ravnoteže masa autori razvijaju diferencijalnu formulaciju problema. Pri tome 
se uvodi novi parametar „derivacija funkcije kapaciteta akumulacije“. Usporedba dvaju pristupa 
pokazuje da je diferencijalna formulacija jednostavnija i to nija u primjeni. 
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I. Kožar, D. Lozzi-Kožar Original scientific paper

Some numerical procedures for solving reservoir leakage difficulties 

The authors describe procedures for determining the level of water in the water storage reservoir of 
known volume, to which a known quantity of water is supplied, and from which the water can be 
evacuated via an overflow or in some other way.  Unlike methods that are based on an integral 
formulation of mass balance, the authors have developed a differential formulation of the problem.  At 
that, they have introduced a novel parameter "storage capacity function derivative". The comparison of 
these two approaches reveals that the differential formulation is simpler and more accurate in practical use.
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I. Kožar, D. Lozzi-Kožar Ouvrage scientifique original

Quelques procédures numériques pour l'analyse de la décharge d'eau des retenues 
Les auteurs décrivent les procédures pour la détermination du niveau d'eau dans les retenues à niveau 
d'eau connu, alimentées en une quantité d'eau connue, et desquelles l'eau pet être évacuée par un 
déversoir ou d'une autre manière.  A la différence des méthodes basées sur une formulation intégrale de 
l'équilibre des masses, les auteurs ont développé une formulation différentielle du problème.  Dans ce 
cadre, ils ont introduit un nouveau paramètre de "dérivé de la fonction de capacité de la retenue".  La 
comparaison de ces deux approches montre que la formulation différentielle est plus simple et plus 
précise dans l'application pratique.
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Schlüsselworte 

hydrotechnischer 
Speicher,  
Ausfluss aus dem 
Speicher,  
numerische Verfahren, 
Massengleichgewicht, 
Differentialgleichung

I. Kožar, D. Lozzi-Kožar Wissenschaftlicher Originalbeitrag

Einige numerische Verfahren für die Lösung des Ausflusses aus dem hydrotechnischen Speicher 
Man beschreibt die Feststellung der Wasserhöhe im Speicher mit bekanntem Rauminhalt, in den eine 
bekannte Wassermenge einfliesst, wobei der Ausfluss über den Überlauf oder andersartig möglich ist. 
Zum Unterschied von Verfahren die sich auf der integralen Formulierung des Massengleichgewichts 
begründen, entwickeln die Verfasser eine differentiale Formulierung des Problems. Dabei wird ein 
neuer Parameter eingeführt, die "Ableitung der Funktion des Fassungsvermögens des Speichers". Der 
Vergleich beider Verfahren zeigt dass die differentiale Formulierung einfacher und genauer in der 
Anwendung ist.
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1 Uvod 
U ovome e se lanku razmatrati primjena nekih nume-
ri kih metoda u analizi istjecanja vode iz akumulacije (u 
engleskome govornom podru ju to je reservoir routing 
method, [5]). Pokušava se prikazati i usporediti matema-
ti ki zasnovane metode prikladne za opis istjecanja iz 
akumulacije; naime, iskusan inženjer može rješavanju 
problema pristupiti intuitivno i smisliti postupke koji 
daju rezultate, ali e se pokazati da je matemati ki dob-
ro definirana procedura u prednosti. Daljnja prednost 
matemati ki definiranog problema jest mogu nost rješa-
vanja poznatim matemati kim 'alatom' i daljnje razvija-
nje problema, na primjer proširenje na problem optimi-
zacije istjecanja. Dodatnu motivaciju može nam pružiti 
klasi ni Prandtlov tekst (preuzet iz [1]): „Hidrodinamika 
ima malo zna enje za inženjere zbog velikoga matema-
ti koga znanja potrebnog za njeno razumijevanje, a za-
nemarive mogu nosti primjene njezinih rezultata“; upravo 
ovdje želimo prikazati prednost (i time prakti nost) pos-
tupka zasnovanog na jednadžbama hidrodinamike. 
Matemati ki opis problema temeljit e se na jednadžbi 
o uvanja mase (mass balance equation [3]) koja je jed-
na od osnovnih jednadžbi u hidrotehnici i tehnici op e-
nito. ini se da se u hrvatskome govornom podru ju 
udoma io izraz 'jednadžba kontinuiteta', iako su izrazi 
ekvivalentni (jednadžba kontinuiteta može se dobiti i 
matemati kim formalizmom, primjenom Gaussova teo-
rema divergencije na integralni oblik jednadžbe o uva-
nja mase, [3]. Za izvod jednadžbe kontinuiteta iz jed-
nadžbe o uvanja mase preko „kotrolnih volumena“, npr. 
[4]). U svim jednadžbama pretpostavljamo nestla ivost 
teku ine (uobi ajeno za rezervoare), tako je primjerice u 
jednadžbi kontinuiteta 0t .

U drugome dijelu lanka opisuje se integralni oblik jed-
nadžbe o uvanja mase i iterativnu metodu koja se može 
razviti na temelju njezina razmatranja. Tre i dio prika-
zuje diferencijalni oblik iste jednadžbe koji vodi do opi-
sa problema s pomo u diferencijalne jednadžbe. Upravo 
je taj oblik najpovoljniji za rješavanje istjecanja iz rezer-
voara, a u op em obliku nije ga bilo mogu e prona i niti 
u doma oj, niti u stranoj literaturi. Izvedena diferencijalna 
jednadžba rješava se raznim poznatim matemati kim me-
todama. U etvrtom se dijelu na primjeru uspore uju
rezultati integralnom i diferencijalnom formulacijom, a 
peti dio daje preporuke za prakti no rješavanje proble-
ma na ra unalu. 

2 Integralni oblik jednadžbe ravnoteže masa 

Klasi no razmatranje jednadžbe ravnoteže masa provodi 
se razmatranjem kontrolnog volumena  za koji vrijedi  [3] 

d
tmasa

izlazna
masa
ulazna

mase
prirast

 (1) 

Skica problema koji razmatramo najbolje ilustrira veli-
ina za koju želimo uspostaviti odnos (integralnom ili 

diferencijalnom jednadžbom) (slika 1.). 

Slika 1. Skica razmatranog problema

Metoda koju je opisao [5] United States Department of 
Agriculture osniva se na jednadžbi kontinuiteta dolazne 
i odlazne mase vode i pripada integralnim jednadžbama 
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gdje je t vremenski interval, I1 i I2 ulazna koli ina vode 
na po etku i na kraju vremenskog intervala, O2 i O1 iz-
lazna koli ina vode, a S2 i S1 sadržaj rezervoara na po etku 
i kraju vremenskog intervala. Da se radi o integralnoj 
formi postaje jasno kad se uvidi da sadržaj rezervoara S
treba pratiti kumulativno u vremenu jer izlaz O ovisi o 
visini vode u rezervoaru, dakle zapravo 

SOdtIdt
TT

 (3) 

gdje je T vrijeme simulacije. 

Za diskretne ulazne podatke (kako je zadana ulazna ko-
li ina vode) bolje je integrale zamijeniti približnim izra-
zima – zbrajanjem, pa jednadžba ravnoteže masa (koli-
ine vode) poprima oblik 
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Vidimo da je jednadžba (4) u obliku prediktor – korek-
tor u odnosu na visinu vode H u akumulaciji. U [5] nije 
navedeno da je to prediktor – korektor formulacija i ne 
predvi a se iteriranje unutar jednadžbe (4) radi postiza-
nja ve e to nosti rješenja. Naravno da je korekcija rješe-
nja potrebna samo kada imamo istjecanje (prelijevanje) 
i da je zna ajnija pri ve em prelijevanju. Na primjeru sa 
zna ajnim prelijevanjem provedena su ispitivanja osjet-
ljivosti na broj iteracija unutar prediktor – korektor pos-
tupka pri odre ivanju visine H i rezultati su prikazani 
grafi ki. Slika 2. pokazuje primjer gdje postupak s jed-
nom iteracijom (što je ekvivalentno postupku koji nema 
programiran postupak iteriranja za dostizanje ravnoteže) 
daje pogrešno rješenje, a postupak s dva iterativna cik-
lusa daje rezultat koji je blizak to nom rješenju. 
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Slika 2. Utjecaj broja iteracija na to nost prora una

Iz slike 2. razvidno je da je dovoljan broj iteracija tri, ali 
je pri programiranju na ra unalu usvojena metode kon-
trole razlike rezultata (ali nakon najmanje tri iteracije). 

Ova je formulacija uspore ena kasnijom s diferencijal-
nom metodom. Ovdje možemo re i da metoda primjet-
no ovisi o veli ini vremenskog koraka t i na inu prora-
una srednjih vrijednosti ulaznog dotoka vode. 

3 Diferencijalni oblik jednadžbe ravnoteže masa 

Diferencijalni oblik jednadžbe ravnoteže masa esto se 
naziva jednadžbom kontinuiteta (equation of continuity,
vidi [3]) i uobi ajeni postupak izvo enja jest razmatra-
nje jednadžbe ravnoteže masa na nekom kontrolnom vo-
lumenu, pri emu je rezultat za nestla ivi fluid kao u 
našem primjeru u = 0. Dosljednom primjenom te jed-
nadžbe dolazimo do formulacije problema u kojoj u ko-
na nici zanemarujemo brzinu te enja vode u rezervoaru 
(napr. vidi [6]). U našem posebnom slu aju gdje izbjegava-
mo uvo enje brzine te enja vode u jednadžbu i kontrol-
ni nam je volumen ukupni sadržaj akumulacije, možemo 
postupiti druga ije 
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Ovo je osnovna diferencijalna jednadžba ravnoteže koli-
ine vode u akumulaciji koju treba prilagoditi specifi -

nom zadavanju podataka preko ulaznog hidrograma i iz-
laznog preljeva i/ili ispusta i sli no.

Kapacitet akumulacije zadaje se tabli nim prikazom ukup-
nog volumena ovisnim o visini vode u akumulaciji, što 
možemo prikazati funkcijom ovisnosti volumena o visini 
vode (ili funkcijom ovisnosti visine o volumenu) )(QfH .

Uz takvu oznaku imamo 

dt
dHHf

dt
HtdQ )(),(  (6) 

gdje je )(Hf  derivacija po visini funkcije ovisnosti 

volumena o visini punjenja. Izraz 
dt

tdQulaz )(  funkcija je 

vremena t i u hidrologiji rezultat je mjerenja ili se pret-
postavlja, a obi no se zadaje kao tablica koli ine koja 
dotje e u jedinici vremena, te u tom obliku izravno pred-
stavlja veli inu koju trebamo: promjenu dolaznog volu-

mena (mase) u vremenu. Izraz 
dt

HdQizlaz )(  funkcija je 

visine vode H i naj eš e opisuje neki preljev, temeljni 
ispust ili sli no i zadaje se kao funkcija visine H, pri e-
mu esto postoji neki aktivacijski prag ispod kojeg nema 
izlaza vode 

)()()(
pizp

izlaz HHqHH
dt
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gdje je H Heavyside funkcija,a Hp visina aktivacijskog 
praga. Nema nikakvih teško a da se izlaz vode definira i 
tablicom koja može biti rezultat mjerenja, a isto se tako 
može uzeti i da je otjecanje još i u funkciji vremena (npr. 
kao posljedica otvaranja ili zatvaranja nekog ispusta). 

Vidimo da se dosta podataka zadaje u tabli nome obliku, 
pri emu neke ak treba i derivirati. Tabli ne podatke 
možemo zamijeniti interpolacijskom krivuljom, na primjer 
kolokacijskim polinomom, preko metode najmanjih kva-
drata ili drugim prikladnim postupkom, ali se u ovome 
radu primjenjuje drugi (jednostavniji) pristup; podaci se 
ne interpoliraju nego se tablica zamjenjuje nizom (linearno 
interpoliraju ih) pravaca koji nigdje ne postoji kao ekspli-
citna funkcija nego samo u obliku ra unalno opisane pro-
cedure. Tako zadana ra unalna procedura može se, me-

utim, prikazati kao grafikon pa se dobiva iluzija da se 
rabi neka eksplicitno zadana funkcija. Derivacija tako 
zadane funkcije se tako er može opisati kao ra unalna 
procedura (koja može dati grafi ki izlaz). U primjeru su 
grafi ki izlazi takvih procedura za opis tabli no zadane 
funkcije i njezine derivacije. 

Uzevši u obzir sve navedene pretpostavke, kona ni ob-
lik diferencijalne jednadžbe jednodimenzijskog transporta 
mase jest 

dt
tdQHHqHHHf

dt
dH ulaz

pizp
)()()()(  (8) 

Osnovna je nepoznanica u ovome pristupu H, visina vo-
de u akumulaciji, za razliku od integralne formulacije 
gdje je osnovna nepoznanica koli ina vode Q ili promje-
na koli ine vode Q.
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Problem je sada opisan u uobi ajenoj matemati koj for-
mulaciji i uz opisani je tretman tabli no zadanih funkci-
ja prikladan za rješavanje cijelim nizom poznatih postu-
paka za obi ne diferencijalne jednadžbe. U primjeru ko-
ji slijedi upotrijebljen je Eulerov eksplicitni postupak, 
Heunov postupak kao predstavnik jednokora nih predi-
ktor-korektor postupaka i postupak Runge-Kutta etvrtog 
reda kao suvremeni višekora ni postupak (za objašnjenje 
postupaka numeri kog rješavanja diferencijalnih jednadžbi, 
npr. [2]). 

Formulacija za Eulerov eksplicitni postupak jest 
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Heunov postupak uklju uje u prvom koraku Eulerov 
postupak za prora un Hi+1, iza kojeg slijedi dodatni ko-
rektivni korak 
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Primjena postupka Runge-Kutta provodi se u više 
koraka 
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Formulacija problema diferencijalnom jednadžbom omo-
gu uje primjenu i drugih matemati kih metoda, ali one 
ovdje ne e biti razmatrane. 

4 Primjeri 

Pretpostavimo da za neku akumulaciju poznajemo funk-
ciju dotoka vode (bilo kao rezultat mjerenja ili ra unske 
pretpostavke) i da je grafi ki prikaz dotoka prema slici 3. 

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28
100

50

0

50

100

150

200

250

300

350

vrijeme (sati)

ko
lic

in
a 

vo
de

 (m
3)

.

Slika 3. Dotok vode u vremenu

U ovome primjeru pretpostavljamo da voda otje e preko 
preljeva koji ima prag na koti Hp= 41,0 m i opisuje se 
uobi ajenom funkcijom. 

Kapacitet akumulacije neka je tako er poznat preko funk-
cije visine vode u odnosu na volumen (dobije se mjere-
njem ploština po visini na dobroj karti ili izravno na te-
renu). Naravno, simulacija može pretpostaviti bilo koju 
visinu vode u trenutku nailaska vode (u našem primjeru 
to je Hv = 38,30 m). Za formulaciju diferencijalnom jed-
nadžbom potrebno je definirati izraz )(Hf  kojeg nema 
u integralnoj formulaciji. Taj je izraz derivacija funkcije 
kapaciteta akumulacije i može se ra unati numeri ki kao i 
svi izrazi u ovome lanku. Dakle, nije potrebno iznala-
ziti interpolacijsku krivulju za bilo koje podatke zadane 
tabli no. Primijenivši numeri ki postupak, grafi ki pri-
kaz funkcije volumena akumulacije i derivacije te funk-
cije dan je na slici 4. 
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Slika 4. Funkcija volumena akumulacije u ovisnosti o visini i 
njezina derivacija

Sada smo spremni za postupak rješavanja diferencijalne 
jednadžbe. Za usporedbu i kontrolu rezultata usvojen je 
vrlo mali vremenski korak t 3 min, koji teško da bi 
se rabio u praksi, no samo za tako mali korak integral-
nom i diferencijalnom metodom dobivamo usporedive 
rezultate (slika 5.). 
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Slika 5. Grafi ki prikaz rezultata simulacije punjenja akumulacije 
t 3 min 

Usporedba najve ih vrijednosti dobivenih primjenom 
raznih metoda prikazana je u tablici 1. 
Iz tablice 1. vidljivo je da su vrijednosti sli ne i može-
mo pretpostaviti da predstavljaju to nu vrijednost koja e
nam biti referencija za prora une s ve im vremenskim 
korakom.  
Razlika najve ih vrijednosti rezultata za t 30 min u 
postotcima promjene u odnosu na vrijednost za t 3
min, prikazana je u tablici 2.  

Na slici 6. grafi ki su prikazani rezultati simulacije pu-
njenja akumulacije za t 30 min. 

Tablica 1. Usporedba najve ih vrijednosti prema raznim 
metodama t 3 min 

Formulacija 
Integralna Eulerova Heunova 

Postupak
Runge-Kutta
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9,209 m3 9,339 m3 9,192 m3 9,223 m3

Tablica 2. Usporedba najve ih vrijednosti prema raznim 
metodama t 30 min 

Formulacija 
Integralna Eulerova Heunova 

Postupak
Runge-Kutta 
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Slika 6. Grafi ki prikaz rezultata simulacije punjenja akumulacije t 30 min 
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Vidimo da razlike u visinama nisu velike, dok su u mak-
simalnim protokama nešto ve e jer protoka naglo raste 
svisinom vode; na prvi pogled ini se svejedno koju me-
todu koristimo (ako zanemarimo da je diferencijalna meto-
da jednostavnija za primjenu). Daljnja analiza dovela 
nas je do zanimljivog slu aja koji se pojavljuje za pret-
postavku vremenskog koraka t 120 min. Prihvatljivo 
rješenje daje samo postupak Runge-Kutta (Eulerov pos-
tupak dosta griješi u vremenu aktiviranja preljeva), a 
integralna formulacija i Heunov postupak uop e ne akti-
viraju preljev, što je bitno odstupanje od to nog rezultata. 

Tablica 3. Prikazi maksimalno dostignute visine vode za 
t 120 min. 
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Integralna formulacija 

Hmax= 40,951 m 

Eulerov postupak 

Hmax= 41,032 m 

Heunov postupak 

Hmax= 40,958 m 

Runge-Kutta postupak 

Hmax= 41,079 m 

Slika 7. Grafi ki prikaz aktiviranja preljeva za t 120 min

U emu je stvar? Problem s jednostavnijim postupcima 
nastao je zbog toga što smo izabrali korak koji je ve i
od zadane razlu ivosti ulaznih podataka, konkretno 
dotoka vode. Dobiveni rezultati za relativno veliki 
vremenski korak vode nas do zaklju ka da je grani na 
veli ina koraka razlu ivost ulaznih podataka, tj. korak 
ne bi smio biti ve i od onoga kojim su zadani ulazni 
podaci. Isto tako, dobro definirani matemati ki postupci 
i u tom slu aju daju upotrebljive rezultate pa im treba 
dati prednost. 

5 Zaklju ak

Prikazane su i uspore ene integralna i diferencijalna meto-
da odre ivanja visine vode u akumulaciji s poznatim do-
tokom vode koji je funkcija vremena i poznatim odtokom 
vode koji je funkcija visine vode u akumulaciji (i even-
tualno vremena). Autori nisu u literaturi naišli na prim-
jenu diferencijalne formulacije, pa se postupak naveden 
u lanku smatra doprinosom prora unu istjecanja iz hid-
rotehni kih akmulacija. Iz riješenih primjera razvidno je 
da je «nova», diferencijalna formulacija u prednosti gle-
de to nosti i jednostavnosti postupka. Za prakti nu pri-
mjenu preporu uje se postupak rješavanja diferencijalnih 
jednadžbi postupkom Runge-Kutta koji je nešto složeniji, 
ali i «otporniji» na izbor veli ine vremenskog koraka.
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