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Analiza prednapetih betonskih ljusaka pod dugotrajnim opterećenjem 

Prikazan je numerički model za materijalnu i geometrijsku nelinearnu analizu prednapetih betonskih 
ploča i ljusaka opterećenih kratkotrajnim i dugotrajnim statičkim opterećenjem, provedenim bez 
rasterećenja. Simulirani su najvažniji nelinearni efekti ponašanja betona, betonskog čelika i prednapete 
armature. Opisani numerički model provjeren je na rezultatima provedenog eksperimentalnog 
ispitivanja prednapete betonske ljuske opterećene kratkotrajnim i dugotrajnim opterećenjem. 
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Analysis of prestressed concrete shells subjected to long-term load 

A numerical model for the material and geometric non-linear analysis of prestressed concrete slabs and 
shells subjected to short-term and long-term static load, applied without release of load, is presented.  
Most significant non-linear effects exhibited by concrete, concrete steel, and prestressed steel, are 
simulated.  The described numerical model is verified through results obtained by experimental testing 
of a prestressed concrete shell subjected to short-term and long-term load. 
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Analyse des coques en béton précontraint assujetties à une charge à long terme 

Un modèle numérique pour l'analyse non-linéaire géométrique et matérielle des dalles et coques en 
béton précontraint, assujetties à la charge statique à court et long terme, appliquée sans relâchement, 
est présenté.  Les effets non-linéaires les plus importants sur le comportement du béton, de l'acier et de 
l'acier précontraint, sont simulés.  Le modèle numérique décrit est vérifié à travers les résultats des 
essais expérimentaux de la coque en béton précontraint assujettie à la charge à court et long terme. 
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предварительно напряженных бетонных плит  и оболочки, находящихся под действием коротких  и 
длительных статических нагрузок, проведенного без разгрузки. Моделировались важнейшие 
нелинейные эффекты поведения бетона, арматурной стали и предварительно напряженной 
арматуры. Описанная цифровая модель проверена по результатам проведенного 
экспериментального испытания предварительно напряженной бетонной оболочки, находящейся под 
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Analyse vorgespannter Betonschalen unter langdauernder Belastung 
Dargestellt ist ein numerisches Modell für die materielle und geometrische unlineare Analyse 
vorgespannter Betonplatten und -Schalen belastet durch kurz- und langdauernde statische Belastung, 
durchgeführt ohne Entlastung. Simuliert sind die wichtigsten unlinearen Effekte des Verhaltens von 
Beton, Betonstahl und Vorspannungsbewehrung. Das beschriebene numerische Modell überprüfte man 
durch die Ergebnisse der durchgeführten experimentalen Untersuchung der vorgespannten 
Betonschale, belastet durch kurz- und langdauernde Belastung. 
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1 Uvod 

Eksperimentalna ispitivanja betonskih ploča i ljusaka, 
kao i razvoj numeričkih modela za simulaciju njihova 
ponašanja, još su uvijek predmet istraživanja brojnih is-
traživača. Neki radovi autora ovog članka iz područja 
betonskih ploča i ljusaka navedeni su u popisu literature 
[1-12]. U radovima [1-3] prikazani su rezultati eksperi-
mentalnog ispitivanja betonske ploče, a u radovima [4-6] 
rezultati eksperimentalnog ispitivanja prednapete beton-
ske ljuske pod kratkotrajnim i dugotrajnim statičkim op-
terećenjem. Numerički modeli za statičku i dinamičku 
analizu betonskih ploča i ljusaka opisani su u radovima 
[7-10]. Numerički model za simulaciju geometrijske 
nelinearnosti ljusaka prikazan je u radu [11], a numerič-
ki model za proračun betonskih ljusaka pod dugotrajnim 
opterećenjem, s uključenjem puzanja i skupljanja beto-
na, dan je u radu [12]. 

U ovom radu prikazan je model za materijalnu i geometrij-
sku nelinearnu analizu prednapetih betonskih ploča i 
ljusaka pod kratkotrajnim i dugotrajnim statičkim opte-
rećenjem. Simulirani su utjecaji puzanja i skupljanja 
betona, kao i najvažniji nelinearni efekti vezani za čelik 
za armiranje i čelik za prednapinjanje. Prikazani su sa-
mo rezultati istraživanja koja predstavljaju nastavak na-
vedenih u radovima [1-12]. Opisano je modeliranje na-
tega, modeliranje gubitaka sile prednapinjanja, modeli-
ranje prijenosa sile s natega na beton te numerički pos-
tupak rješenja problema. Izloženi numerički model pro-
vjeren je na rezultatima eksperimentalnog ispitivanja 
prednapete betonske ljuske pod kratkotrajnim i dugotraj-
nim opterećenjem [4-6]. Model nije namijenjen problemi-
ma dugotrajnog opterećenja s rasterećenjem. 

2 Modeliranje prednapete armature 

2.1 Opis geometrijskog oblika natege  

Geometrijski oblik natege zadaje 
se s pomoću koordinata točaka 
kroz koje prolazi os natege (slika 
1.), izrazom 

( ) ( ) kp
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k
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1
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=
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gdje je ( )spx  vektor koji 
opisuje geometrijski oblik 
natege, kL  su Lagrangeove 

interpolacijske funkcije, a kp,x  
je vektor koji sadrži globalne 
koordinate od m-točaka u 
kojima je natega definiran. 
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Slika 1. Geometrijski oblik natege 

Raznim "automatskim" postupcima mogu se odrediti 
elementi ljuske koji su presječeni nategom [13], [14]. 
Osim toga, mogu se proračunati koordinate točaka sjecišta 
natege s elementom ljuske u prirodnom koordinatnom 
sustavu ( ) ip,,, ζηξ  preko sljedećeg sustava nelinearnih 

jednadžbi 

( ) ( )spxx =ζηξ ,,  (2) 

gdje ( )ζηξ ,,x  definira geometrijski oblik presječenih 
konačnih elemenata. Kod zakrivljenih izoparametarskih 
elemenata ljuske [15], geometrijski oblik ljuske ekspli-
citno se opisuje izrazom: 
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gdje je n broj čvorova pojedinog elementa, ( )ηξ ,iN  su 
bazne funkcije za =ξ  konst., ix  su koordinate srednje 
ravnine, ih  je debljina ljuske za i-ti čvor, a i,3v  je jedi-
nični vektor koji definira smjer normale u čvoru i. 

Slično prethodnome, koordinate ζηξ ,,  srednjeg čvora 
jednodimenzijskog elementa natege (čvor 2 na slici 2.) 
dobivaju se sustavom jednadžbi: 

( ) ( )2,, spxx =ζηξ  (4) 

gdje je ( ) 2312 sss +=  duljina natega između refe-
rentnih točaka koje se promatraju. 
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Slika 2. Prednapeta natega ugrađena u element ljuske 
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Kada se proračunaju krivolinijske koordinate ( ) ip,,, ζηξ  

za čvorove elementa natege, tada su s pomoću izraza (3) 
definirane odgovarajuće globalne koordinate jp,x . Pre-

ma tome, geometrijski oblik segmenta natege uključene 
u element ljuske (slika 2.) može se opisati izrazom: 

( ) ( ) jp
j

jp N ,
3

1

' xx ττ ∑
=

=  (5) 

gdje su ( )τ'
jN  bazne funkcije usvojene za jednodimen-

zijski parabolični element [16], a τ  je odgovarajuća kri-
volinijska koordinata. 

2.2 Formulacija prianjajućih natega 

2.2.1 Općenito 

Razlika prethodno napetih i naknadno napetih konstruk-
cija je u vezi betona i prednapetog čelika, odnosno u 
prionjivosti (vezi) natega i betona. Kod prethodno nape-
tih konstrukcija osigurana je čvrsta veza betona i prednape-
tog čelika slično kao betona i čelika za armiranje, s od-
govarajućom prionjivošću. Kod naknadno napetih kons-
trukcija čvrsta veza natega i betona stvara se tek nakon 
napinjanja i injektiranja prostora oko natega, odnosno 
nakon očvršćivanja injekcijske smjese (tzv. prianjajuće 
natege). Ako prostor između natega i betona nije injekti-
ran, nema prianjanja betona i natege (tzv. slobodne nate-
ge). Modeliranje mehaničkih efekata prianjanja betona i 
natega zahtijeva sljedeće korake: (i) uključenje doprino-
sa napinjanja globalnoj krutosti, (ii) proračun prirasta 
deformacija prouzročenih napinjanjem, kao vanjskog 
opterećenja na konstrukciju, te (iii) proračun konačne 
sile u natezi i generiranje unutrašnjih sila od napinjanja. 
Primjena prvog navedenog koraka ubrzat će konvergen-
ciju postupka, iako većina postupaka rješavanja ne zah-
tijeva točnu matricu krutosti. 

Kod prethodno napetih natega veza beton-natega je stal-
no osigurana, tako da se koraci (i)-(iii) izvode u svakom 
inkrementu opterećenja. Prirast deformacije proračuna 
se za svako djelovanje čvornih sila od prednapinjanja. 
Gubici sile prednapinjanja od elastičnog skraćenja beto-
na uključeni su automatski. 

Modeliranje naknadno napetih natega teče u dvije faze: 

(a) Veza betona i napetog čelika ne uzima se u obzir u 
svim fazama prednapinjanja. Prirast deformacija u 
napetom čeliku ne javlja se prije nego što se nate-
ga napinje. 

(b) U kasnijim fazama uzima se "nepotpuna" veza iz-
među betona i napetog čelika te se koraci (i)-(iii) 
izvode sukcesivno.  

2.2.2 Matrica deformacija 

Izraz (5) definira globalne koordinate ( )τpx  opće točke 

elementa natege. Pretpostavlja se lokalni koordinatni 
sustav ( )τ'

px  s ortogonalnim osima, gdje je prva koor-

dinatna os u smjeru tangente na os natege, a odgovaraju-
ći jedinični vektor 'i  je oblika: 
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Jedinični vektori koji definiraju ostale dvije lokalne osi 
mogu se uzeti kao 
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Matrica transformacije θ , koja povezuje lokalni i glo-
balni koordinatni sustav, može se dobiti iz izraza (6) - (8). 
Ona sadrži komponente normaliziranih lokalnih vektora 
( )',',' kji  u globalnom koordinatnom sustavu. Parcijalne 
derivacije pomaka u lokalnom koordinatnom sustavu po-
vezane su s odgovarajućim derivacijama u globalnom 
koordinatnom sustavu s pomoću: 
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Kako se uzimaju samo uzdužne deformacije natege, 
izraz (9) može se pojednostavniti kao 
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gdje se parcijalne derivacije pomaka lk xu ∂∂  mogu 
dobiti iz izraza za pomake čvorova konačnog elementa, 
korištenih za diskretizaciju konstrukcije. Matrica defor-
macija natege pB , koja povezuje uzdužnu deformaciju 

prednapetog elementa sa stupnjevima slobode elementa 
ljuske, tada se definira izrazom: 

( )dB τε pp =  (11) 
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Matrica deformacija jednodimenzijskog elementa natege 
ugrađene u degenerirani element ljuske može se rastavi-
ti na linearni i nelinearni dio. 

Za slučaj linearne geometrijske analize, matrica defor-
macija elementa natege za i-ti čvor elementa ljuske mo-
že se napisati kao: 
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 (13e) 

2.2.3 Matrica krutosti 

Prednapete natege pridonose krutosti elemenata ljuske u 
koju su ugrađene. Matrica krutosti natege pK  dana je 

izrazom: 

dlAE ppp
l

T
pp

p

BBK ∫=  (14) 

gdje je Ep modul elastičnosti prednapetog čelika, Ap 
ploština poprečnog presjeka natege, a lp je duljina 
segmenta natege koji je uključen u element ljuske. 

Ako se (14) izrazi s pomoću krivolinijskih  koordinata 
natege τ , te ako se povežu čvorovi i  i  j  elementa ljus-
ke, dobiva se submatrica ( )

pijK kao: 

( ) ( ) ( )∫
−

=
1

1
 τν dE

pjp
T
pipij BBK  (15) 

koja se može proračunati numeričkom integracijom: 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) kk
k

pkjppk
T
pkpij wvAE∑

=

×=
NGAUS

1
i ,,,, ζηξζηξ BBK

 (16) 

gdje je kw  faktor utjecaja integracijske točke k jednodi-
menzijskog elementa, a NGAUS ukupni broj interpola-
cijskih točaka. 

2.2.4 Sile koje uzrokuje natega 

Polje pomaka prianjajućih natega podudara se s odgova-
rajućim pomacima konstrukcije. Pri tome, elementi na-
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tege imaju samo uzdužnu deformaciju. Uzdužna defor-
macija dana je u inkrementalnom obliku kao 

dB Δ=Δ ppε  (17) 

gdje je pB  uzeto iz izraza (11), a dΔ  je prirast čvornih 

pomaka konstrukcije. 
S pomoću usvojene ovisnosti εσ −  za prednapeti čelik, 
iz prirasta deformacije pεΔ  dobije se prirast naprezanja 

pσΔ . Trenutačno naprezanje u općoj točki dano je kao: 

ppp σσσ Δ+= 0  (18) 

gdje je 0
pσ  početno naprezanje u natezi. 

Doprinos elementa prednapetog čelika na ekvivalentne 
čvorne sile konstrukcije definiran je na standardni način 
s pomoću 

∫=
pl

p
T
ppp dlA σBp  (19) 

ili numeričkom integracijom 

( ) ( ) kkkp

T

pk
ppi wvA ,

1
σ∑

=
=

NGAUS
ki,Bp  (20) 

U gornjem je izrazu ( )pip  vektor doprinosa natege ek-

vivalentnim čvornim opterećenjima u i-tom čvoru ele-
menta ljuske u koji je ugrađena natega, a k se odnosi na 
integracijske točke jednodimenzijskog elementa natege.  
Za slučaj geometrijske nelinearnosti, izraz (19) može se 
napisati kao 

( )∫ +=
pl

p
T

NLpLppp dlA σ,, BBp  (21) 

ili 

( )∫ +=
pl

p
TTT

pp dlA σGGdGp 1  (22) 

2.3 Formulacija slobodnih natega 

2.3.1 Općenito 

Eksplicitna definicija matrice deformacija i matrice kru-
tosti za slobodne natege znatno je složenija od prethod-
no izvedenih za prianjajuće natege. Nadalje, upitno je 
može li se efikasnost numeričkog modela poboljšati ako 
se rabe matrice u standardnom obliku. 

Sidrenje i efekti trenja slobodnih natega daju mali dopri-
nos krutosti konstrukcije, pa je taj utjecaj mnogo manji 
nego kod prianjajućih natega. S druge strane, točan pro-
račun tangentne matrice krutosti kod inkrementalnih i 

iterativnih postupaka nije presudan. Tako, primjerice, 
primjena aproksimativne matrice krutosti može biti znatno 
efikasnija kod takvih problema [15]. Razni autori uglav-
nom su se koristili dvjema metodama proračuna krutosti 
natege. U prvoj metodi doprinos slobodnih natega glo-
balnoj krutosti konstrukcije je zanemaren. U drugoj me-
todi uzeta je krutost slična za prianjajuće natege, kao što 
je prethodno opisano. Prednost odabira jedne od nave-
denih metoda ovisi o posebnosti analiziranog slučaja. 

2.3.2 Određivanje deformacija i naprezanja 

Kompatibilnost polja pomaka konstrukcije i polja poma-
ka natege osigurana je samo u području sidrenja. Prema 
tome, razlikuje se prirast deformacije natege pεΔ  i pri-

rast deformacije betona pc,εΔ  koji okružuje nategu. Pri-

rast deformacije pεΔ  u zadanoj točki natege proračuna 

se globalnim pristupom koji uzima u obzir zajedno sve 
elemente natege. 

Jednadžba ravnoteže za kratki segment natege može se 
izraziti u diferencijalnom obliku (slika 3.) kao 

( )sP
ds
dP  μχ±=  (23) 

gdje je μ  koeficijent trenja, χ  zakrivljenost segmenta 
natege, a P je sila u natezi. 
 

ds

P

kabel

P+dP

pt (s)

pn (s)

1
x

 
Slika 3. Sile koje djeluju na kratkom segmentu natege 

Predznak drugog člana ovisi o relativnim pomacima 
(klizanju) između natege i zaštitne cijevi. Prirast defor-
macije pεΔ  povezan je s prirastom sile prednapinjanja 

PΔ  s pomoću izraza: 

pppEAP εΔ=Δ  (24) 

gdje je pA  ploština poprečnog presjeka natege, a pE  

tangentni modul elastičnosti prednapetog čelika. 

Iz izraza (23) i (24) slijedi diferencijalna jednadžba 
oblika 
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( ) ( )pp
pp E

ds
Ed

εμχ
ε

Δ±=
Δ

 (25) 

s rješenjem 

( ) ( ) ( )sCge
sE

Cs

S

AS

ds

p
p ==Δ

∫±   χμ

ε  (26) 

gdje je C  konstanta koja se proračuna s pomoću rubnih 
uvjeta (npr. osigurana je kompatibilnost pomaka kons-
trukcije i natege u području sidrenja), As  je početak na-
tege i s  je presjek gdje se određuje prirast deformacija. 
Odnosno, C  je veličina trenutačnog prirasta deforma-
cija, a ( )sg  je funkcija koja opisuje promjenu prirasta 

( )spεΔ  uzduž osi natege (bazna funkcija). 

Konstanta integracije C  dobije se izjednačavajući pro-
mjenu duljine natege s odgovarajućom promjenom u 
okolnom betonu između početnog (A) i krajnjeg (B) po-
ložaja natege, tj.: 

∫∫ Δ=Δ
pp l

pc
l

p dsds ,εε  (27) 

pa iz izraza (26) slijedi 

( )∫

∫Δ
=

p

p

l

l
pc

dssg

ds

C

,ε

 (28) 

Vrijednost prirasta deformacije pεΔ kod slobodnih na-

tega kabela dana je kao 

( ) ( ) ( )sg
dssg

ds

s

p

p

l

l
pc

p
∫

∫ Δ
=Δ

,ε

ε  (29) 

Fizikalni smisao konstante C  može se objasniti norma-
liziranom baznom funkcijom ( )sg  u izrazu (26), opi-
sanom kao 

( ) ( ) ( )sg
dssg

ds

sg

p

p

l

l

∫

∫
=  (30) 

Nakon integracije (26) i s pomoću (27), dobiva se  

mp

l

l
pc

p

p

ds

ds

C ,

,

ε

ε

Δ=

Δ

=
∫

∫
 (31) 

gdje je C  prosječni prirast deformacije mp,εΔ  u natezi. 

U izrazu za baznu funkciju 

( ) ( )
∫ ±

=

s

As

ds

p
e

sE
sg

  χμ
1  (32) 

predznak eksponenta ovisi o relativnom klizanju ( )su p  

između natege i betona. 

Definirajući  

( ) ( )∫ Δ=
s

s
pp

A

dsssu ε  (33) 

i  

( ) ( )∫ Δ=
s

s
pcpc

A

dsssu ,, ε  (34) 

slijedi da je  

( ) ( ) ( )sususu pcpr ,−=  (35) 

Ako je ( ) 0>sur , eksponent se uzima s pozitivnim pred-
znakom, a u drugim slučajevima s negativnim predzna-
kom. 

Za određivanje točaka gdje relativno klizanje ( )sur  mi-
jenja predznak, koje ovisi o prirastu deformacije natege, 
rabi se iterativni postupak proračunavanja. U ovom radu 
uzet je jednostavan postupak gdje se za prvu iteraciju 
uzima pozitivan predznak za rast vrijednosti pc,εΔ , a 

negativan predznak za smanjenje vrijednosti pc,εΔ . 

Za proračunavanje veličina potrebnih za dobivanje pεΔ  

usvojen je sljedeći numerički postupak. Počevši od sidra 
A natege i sukcesivno uzimajući Gaussove točke svih 
elemenata natege: 

Iz (17) proračuna se pc,εΔ , te se pronađe promjena 

duljine odgovarajućeg segmenta: ( )∑
=
Δ

N

k
kkpc l

1
,ε . 

Općenito, kod analize velikih pomaka jest:  

dGGddG Δ⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ Δ++=Δ T

T

pc 2
1

1,ε  (36) 

i 

( ) ( )∑
=

Δ=Δ
N

k
pkkkpc lwv

1
,ε  (37) 

gdje je N = broj Gaussovih točaka × broj elemenata natege 
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Proračuna se bazna funkcija ( )sg :  

( ) ( ) ∏=
±∫

==
k

j

wv

kp
kk

s

As
jjj

e
E

gsg
1

1
χμ 

 (38) 

gdje se predznak od μ uzima: 

u prvoj iteraciji:  

( ) ( )1
1,

1
, −

Δ−Δ
jpcjpc εε       

akvan predzn    negati
akvan predzn    poziti

0
0

<
>  (39) 

u ostalim iteracijama: 

( ) ( ) 00:1 11 =→=−> −− μi
jc

i
jp uui      (40) 

Nakon toga proračuna se odgovarajući integral: 

( ) ( ) ( )∫ ∑ ∑∏
= =

±

≡=
∫

p

s

As
jjj

l

N

k
kkk

k

j

wv

kp

kk wvge
E

wvdssg
1 1

μχ

 (41) 

Na kraju, prirast deformacije za slobodnu nategu može 
se dobiti izrazom:  

( )
∑

Δ
=Δ

kkk

p
kkp wvg

l
gε  (42) 

Prirast naprezanja u natezi pσΔ , trenutačno naprezanje 

u natezi pσ , te ekvivalentne čvorne sile kabela pp  pro-

računavaju se iz izraza (18) – (20) za prianjajuće natege. 

2.4 Model ponašanja prednapetog čelika 

Bilinearni dijagrami koji se često primjenjuju za opis 
ovisnosti naprezanje - deformacija čelika za armiranje 
ne mogu se primijeniti i za prednapeti čelik. Čelici veli-

ke čvrstoće, koji služe za prednapinjanje, imaju drugači-
je ponašanje pri velikim deformacijama kada dolazi do 
progresivnog popuštanja. Kang [17], Van Greunen [18] 
i Roca [19] koristili su se multilinearnim dijagramom za 
opis takvog ponašanja čelika (slika 4.). Isti je model us-
vojen i u ovome radu. Rasterećenje i ponovno optereće-
nje proračuna se s pomoću početnog modula elastičnosti 
prednapetog čelika 1E . 

3 Modeliranje gubitaka sile prednapinjanja i 
prijenosa sile s natege na beton 

3.1 Općenito 

Razlikuju se trenutačni i naknadni gubici sile prednapi-
njanja. Numerički postupci usvojeni za simuliranje tre-
nutačnih gubitaka sile prednapinjanja, koji se javljaju 
tijekom i neposredno nakon prednapinjanja, opisani su u 
nastavku [20]. Navedeni postupci mogu se primijeniti za 
prethodno i naknadno napete natege. Trenutačni gubici 
sile prednapinjanja jesu: gubici uzrokovani trenjem, pro-
kliznućem klina sidra i trenutačnom deformacijom betona. 

Naknadni gubici sile prednapinjanja nastaju od relaksa-
cije prednapetog čelika te skupljanja i puzanja betona. 
Gubici od skupljanja i puzanja uključeni su izravno u 
model simulacije za dugotrajna opterećenja [10, 12]. 

3.2 Gubici uzrokovani trenjem 
Pri relativnim pomacima između natege i betona, kada 
je prisutno trenje između njih, dolazi do promjene sile 
prednapinjanja u natezi. Ova promjena opisana je s po-
moću ravnoteže natege definirane izrazom (23). Napi-
njanjem natege na sidru A (slika 5.), sila u natezi ( )sP  
na udaljenosti s  od mjesta usidrenja uzeta je kao: 

( ) ( ) '
APssP α=  (43) 

gdje je: 

( )
∫−

=

S

AS

ds

es
 χμ

α  (44) 
Zakrivljenost natege χ  može uključiti i slučajno kutno 
odstupanje k . 

Ako se natega napinje na oba sidra A i B, relativni 
pomaci između betona i natege mijenjaju predznak u 
srednjoj točki C (slika 5.) kako slijedi: 

( )
∫−

=

s

As

ds

AA ePsP
χμ

'  (45) 

i 

( )
∫−

=

Bs

s

ds

BB ePsP
χμ

'  (46) 
ε

1

ε ε ε εp1 p2 p3 p4 p5

E1

E2

E3

E4
E5

p1

p2

p3

p5
p4

σ
σ
σ
σ

σ

2

E1

3
4 5

 
Slika 4. Ovisnost naprezanje-deformacija za prednapeti čelik 
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P'A
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Ps(A)

Ps(B)

A D C B

P'B

 
Slika 5. Promjena sile prednapinjanja uzduž natege uzrokovana 

trenjem 

Funkcija ( )sα  definira gubitke sile prednapinjanja zbog 
trenja. Ona se uzima prema izrazima (45) ili (46), 
ovisno o tome koji od ova dva izraza daje veću 
vrijednost sile prednapinjanja. Dakle: 

( ) CA

ds

ssses

s

As ≤≤=
∫−

 za      
χμ

α  (47a) 

( ) BC

ds
ssses

Bs

s ≤≤=
∫−

  za      
χμ

α  (47b) 
Vrijednost ( )sα  proračunava se u čvorovima jednodi-
menzijskog elementa natege kao čvorni parametar jα . 

Ostale vrijednosti odrede se s pomoću izoparametarskog 
koncepta. 

3.3 Gubici zbog prokliznuća klina sidra 

Pri prijenosu sile prednapinjanja s hidrauličke preše na 
sustav sidrenja dolazi do prokliznuća klina sidra i sma-
njenja deformacije natege zbog njegzina skraćenja uΔ . 
Veličina prokliznuća klina, tj. veličina skraćenja natege 

uΔ , ovisi o sustavu sidrenja. Općenito, zbog utjecaja 
trenja, efekt prokliznuća klina ograničen je samo na udalje-
nost al  od sidra (slika 5.). 

Segment natege na kojemu se razmatraju gubici, za za-
dano skraćenje natege uΔ  pri prokliznuću klina i odgo-
varajuću duljinu utjecaja al , dobije se s pomoću  

( )dssu
al

p∫ Δ=Δ
0

ε  (48) 

ili s pomoću (24) 

( )dssP
AE

u
al

pp
∫ Δ=Δ
0

1  (49) 

gdje je ( )sPΔ  promjena sile prednapinjanja zbog 
prokliznuća klina. 

Prema slici 5. i ako se uzme 0=As , vrijedi: 

( )
∫−

=

al

ds

AD ePsP 0'
χμ

 (50) 

i 

( )
∫−

=

al

ds

DA ePsP 0

χμ
 (51) 

Slijedi da je  

( )
∫−

=

al

ds

AA ePsP 0

2
'

χμ

 (52) 
Skraćenje natege uΔ  na udaljenosti al , zbog prokliznu-
ća klina, definirano je u izrazu (49), gdje je ( )sPΔ  dobi-

veno kao razlika sile prednapinjanja proračunane iz '
AP  

i AP  (slika 5.), odnosno kao 

dseee
AE

Pu
A

alalal

l dsdsds

pp

A ∫
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−=Δ
∫∫∫ −−

0

2'
000

χμχμχμ
 (53) 

Nepoznanica al  odredi se iterativnim postupkom, a in-
tegrale se proračuna numeričkom integracijom. 

Sila AP  pri prednapinjanju samo s jedne strane opisana 
je u izrazu (52). U izrazu (44) ili (47) za funkciju ( )sα , 
kojom se određuje sila u natezi zbog gubitaka uzrokova-
nih trenjem, moraju se uračunati i gubici zbog prokliz-
nuća klina na udaljenosti al . Prema tome jest: 

( ) DA

dsds
sssees

alal

≤≤=
∫∫−

       ,00

2 χμχμ
α  (54) 

Ako je duljina al  u izrazu (53) jednaka ili veća od du-
ljine natege, izraz (54) treba  proširiti na udaljenost od 
sidra A do sidra B. 

3.4 Gubici uzrokovani trenutačnom deformacijom 
betona 

Gubici sile u natezi kod naknadno prednapetih natega 
uzrokovani deformacijom betona uzimaju se u proračun 
automatski s pomoću numeričkog modela za opis prije-
nosa sile prednapinjanja, upotrijebljenoga u postupku 
opisanom u točki 4.2. 

3.5 Gubici zbog relaksacije prednapetog čelika 

Magura je razvio matematičke izraze za uključenje gu-
bitaka zbog relaksacije prednapetog čelika, kojima su se 
kasnije koristili Roca [21-23] i Kang [17], a koji su i ov-
dje uzeti. Model se koristi sljedećom formulom:  
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55,055,0
10

log1 10 ≥
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
−−=

pi

p

pi

p

pi

p zat
σ
σ

σ
σ

σ
σ

          (55) 

gdje je pσ  prognozirano konačno naprezanje za počet-

no naprezanje piσ  nakon t dana. Ova se formula rabi 

samo za čelik izložen konstantnim deformacijama. Za 
ostale slučajeve, kao npr. za progresivne i višestruke 
slučajeve opterećivanja, potreban je složeniji model. 
Slika 6. prikazuje jedan model koji je razvio Magura, a 
koji je uporabljen i u ovome radu. Neka je 0pif  početno 

naprezanje. Nakon nekog vremena 1t , naprezanje će 
pasti na 1Rf  zbog relaksacije čelika. Za modificirano 

naprezanje 1pf  od vanjskog trenutnog opterećenja  u 

vremenu 1t , dobije se fiktivno početno naprezanje 1pif  

pridruženo krivulji koja sadrži točku ( )11, pift . Ta se 

krivulja rabi kao model za daljnju relaksaciju. Isti se 
postupak ponavlja za svaki inkrement opterećenja. 
Ukupna relaksacija čelika do vremena nt  dobiva se kao 
zbroj svih pojedinačnih smanjenja naprezanja od 
relaksacije ( )n,...,fRk ,    21, . 

Gubici zbog relaksacije čelika moraju se uključiti s 
pomoću rezidualnih sila  za predmetni segment kabela 

ds
Γ pp

u
rlx ∫ Δ−=Δ *σBR  (56) 

koje simuliraju smanjenje prednapinjanja na betonsku 
konstrukciju. Pri tome se *

pσΔ  odnosi na promjenu 

naprezanja zbog relaksacije čelika u promatranom 
vremenskom inkrementu. 

t 0 t1 t 2 t 3 t

sf

fsi0

fsi1

fsi2

Δf r1

fs1

fs2

fs3

Δf r2

Δf r3

 

Slika 6. Proračunavanje gubitaka početnog naprezanja natege 
kod višekratnog opterećivanja zbog relaksacije predna-
petog čelika 

3.6 Gubici zbog puzanja i skupljanja betona 

Gubici zbog puzanja i skupljanja betona uzimaju se u 
obzir automatski konstitutivnom jednadžbom koja se 
rabi za opis vremenski ovisne analize [10, 12].  

4 Numerički postupak rješenja 

4.1 Općenito 

Detaljan prikaz općeg postupka rješenja problema 
numeričkog modeliranja betonskih ljusaka pod 
dugotrajnim opterećenjem može se naći u [12]. U 
nastavku je prikazana samo dopuna ovog modela koja 
sadržava rješenje za prednapinjanje. 

4.2 Rješenje za prednapinjanje 

Kao što je opisano u točki 2., kod modeliranja prijenosa 
sile napinjanja natege na beton razlikuju se prethodno 
napete i naknadno napete konstrukcije. Za proračun 
prijenosa sile napinjanja natege na beton primjenjuje se 
numerički postupak razvijen za rješavanje problema s 
kratkotrajnim i dugotrajnim opterećenjem.  Sila 
prednapinjanja unosi se u sustav s pomoću 
ekvivalentnih čvornih sila. Istodobno se uzimaju u obzir 
trenutačni gubici sile prednapinjanja. U trenutku 
prednapinjanja na konstrukciju obično djeluje samo 
vlastita težina, ali je moguće da djeluje i neko drugo 
opterećenje. Rubni uvjeti za slučaj prednapinjanja 
obično su drugačiji od onih za uporabno stanje. Dakle, 
nakon uspostavljanja ravnoteže za prednapinjanje, 
sustav se rješava za druga vanjska opterećenja, pri čemu 
se dugotrajni (vremenski) gubici sile prednapinjanja 
izravno uzimaju u obzir.  

Osnovni koraci iterativnog postupka jesu: 

(i) Prednapinjanje se modelira unošenjem početne 
deformacije 0pε  u natezi, koja odgovara sili napinjanja 

natege. Uzimajući gubitke uzrokovane trenjem, 0pε  

proračuna se s pomoću sile prednapinjanja 0P  prije 
gubitaka 

pp

j
p AE

P
j

,0
,0
=ε  (57a) 

a 

'
0,0 PP jj α=  (57b) 

gdje je jα  koeficijent gubitaka u čvorovima zbog trenja, a 
'

0P  maksimalna sila prednapinjanja prije prijenosa sile 
na beton. 
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Ekvivalentna opterećenja u čvorovima od prednapete 
natege opisana su izrazom (19) kao: 

( ) ( ) jp
j

jpp NE ,0
3

1

'
0 εττσ ∑

=
=  (58) 

Dobivena ekvivalentna opterećenja dodaju se postojećim 
čvornim silama. 
(ii) Za proračunano polje pomaka konstrukcije dΔ , u 
promatranima točkama natege proračuna se mehanička 
deformacija ( )τε p  i naprezanje ( )τσ p . 

(iii) Ekvivalentna sila prednapinjanja '
0P , koja djeluje 

na prvi "čvor" natege (sidro), dobivena je s pomoću in-
tegrala na udaljenosti lpl ,  prvog elementa natege 

( ) dlABP pp
l

p
lp

τσ∫=
,

'
1,

'
0  (59) 

gdje '
1,pB  opisuje jednodimenzijsku matricu deformaci-

ja, koja povezuje uzdužnu deformaciju natege pε  s tan-

gentnim pomakom '
1u  u prvom čvoru (slika 2.). 

Nadalje, '
1,pB  proračuna se iz izraza koji povezuje uz-

dužnu deformaciju natege pε  s čvornim pomacima jpu ,  

jednodimenzijskog elementa u globalnom koordinatnom 
sustavu (slika 2.): 

[ ]
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

== ∑
=

jp

jp

jp

j

j
p

w
v
u

ds
dN

cba
ds
du

,

,

,3

1

''     ε  (60) 

Ekvivalentne čvorne sile za prvi čvor mogu se izraziti 
kao: 

[ ] dlA
ds

dNcba
Z
Y
X

pp
l

T

p

σ∫=
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

1,

'
1

1

1

1
  (61) 

gdje je 

ντ
τ

τ
1'

1
'
1

'
1

d
dN

ds
d

d
dN

ds
dN

==  (62) 

a 

[ ]
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

1

1

1

111
'

0
Z
Y
X

cbaP    (63) 

gdje submatrica [ ]111 cba  sadrži komponente jedi-
ničnog vektora a  koji je tangenta na os natege u čvoru 
1 u globalnom koordinatnom sustavu. 

Ekvivalentna sila prednapinjanja u čvoru 1 jest: 

( ) dlA
d

dNccbbaaP pp
l p

σ
ντ
1'

1
111

'
0

1,

∫ ++=  (64) 

Iz izraza (64) slijedi da je: 

( )
ντ
1'

1
111

'
1, d

dNccbbaaBp ++=  (65) 

(iv) Konvergencija, tj. jednakost početne '
0P  i proraču-

nane sile prednapinjanja '
0P  provjerava se s pomoću uvjeta 

TOLER
P

PP
≤

−
'

0

'
0

'
0  (66) 

gdje je TOLER usvojena tolerancija. 

Ako uvjet (66) nije zadovoljen, početna deformacija 
natege uveća se prirastom 

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−=Δ 1'

0

'
0

,0,0
P
P

jpjp εε  (67) 

Koraci od (i) do (iv) ponavljaju se dok se ne zadovolji 
uvjet konvergencije (66) i uvjet konvergencije koji se 
odnosi na nelinearno rješavanje cijelog sustava [12]. 

(v) Nakon postignute konvergencije, uzimaju se u obzir 
gubici uzrokovani relaksacijom čelika (56) s pomoću 
promjene naprezanja na duljini kabela al : 

( ) ( ) ( )τσαττσ pj
j

jp N Δ=Δ ∑
=

3

1

'  (68) 

gdje je  

( )
∫∫∫ −−

−=Δ=Δ

js

As

aljs

As

dsdsds

jj eees
χμχμχμ

αα 0

2
 (69) 

Za rješenje nelinearnog problema rabi se iterativna 
metoda Newton-Raphson.  

5 Primjer 

Izloženi numerički model provjeren je na rezultatima 
eksperimentalnog ispitivanja prednapete betonske ljuske 
pod kratkotrajnim i dugotrajnim opterećenjem [4-6] do 
rasterećenja. U nastavku su dani samo podaci vezani za 
usvojeni numerički model, te usporedba eksperimental-
nih i numeričkih rezultata, a detalji eksperimenta mogu 
se naći u [4-6]. 
Modelirana je samo četvrtina ljuske zbog simetrije pro-
blema. Geometrijski oblik ljuske i njezina diskretizacija 
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konačnim elementima prikazani su na slici 7. Ljuska je 
po visini simulirana sa 6 lamela betona različite deblji-
ne. Armatura je simulirana s četiri lamele različite ploš-
tine. Opterećenje ljuske zadano je s pomoću ekvivalent-
noga jednolikog plošnog opterećenja. Natega je polože-
na kroz sredinu konačnih elemenata uzduž slobodnog 
ruba ljuske. Utjecaj trenja između natege i betona je za-
nemaren. Djelovanje krute horizontalne čelične zatege 
na kraju ljuske modelira se s pomoću spriječenoga boč-
nog pomaka u smjeru osi y.  

Numerička analiza ponašanja ljuske podijeljena je u tri 
faze, kao i u eksperimentu: prednapinjanje, kratkotrajno 
opterećenje i dugotrajno opterećenje do rasterećenja. 
Veličina proračunskih inkremenata sile prednapinjanja i 
kratkotrajnog opterećenja identična je veličini inkreme-
nata kod provedenog eksperimenta. Sila napinjanja od  
P = 50 kN unosi se u pet inkremenata, kao i kratkotraj-

no opterećenje (L). Od 1 do 15 dana vremenske analize 
uzeti su kraći vremenski koraci, a nakon toga su vremenski 
koraci povećavani prema kraju vremenske analize. 

Treba napomenuti da utjecaj skupljanja betona ovdje ni-
je točno simuliran jer je razmatrana vremenska domena 
započeta tek nakon t = 90 dana. Naime, u tom je trenut-
ku uklonjena oplata, izvedeno napinjanje natega i nano-
šenje vanjskog opterećenja. 

Na slikama 8. do 11. prikazana je usporedba numeričkih 
rezultata i izmjerenih eksperimentalnih vrijednosti. Us-
poređeni su rezultati za svaki inkrement prednapinjanja 
i opterećenja, te za ukupno vanjsko opterećenje nakon 3, 
14, 28, 90, 180 i 365 dana od prednapinjanja.  

Kao što se vidi iz priloženih slika, dobiveni numerički 
rezultati dobro se slažu s eksperimentalno utvrđenim 
vrijednostima pojedine faze opterećenja. 

 

(iii) Prostorna diskretizacija: 

Lamele armature:

Aax=2.77cm2 

Aax=2.77cm2 

Lamele betona:

(iv) Diskretizacija po debljini ljuske: 
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Slika 7. Osnovni podaci analizirane četvrtine ljuske 
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c) Dugotrajno opterećenje, do rasterećenja 

Slika 8. Pomaci ljuske u mjernoj točki M-12(sredina ljuske) 
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c) Dugotrajno opterećenje, do rasterećenja 

Slika 9. Pomaci ljuske u mjernim točkama M-4 i M-19 
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a) Kratkotrajno opterećenje (nakon prednapinjanja) - x smjer b) Dugotrajno opterećenje (do rasterećenja) - x smjer 

Slika 10. Deformacije armature gornje i donje zone izmjerene tenzometrima oznake S1 i S5 
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6 Zaključak 

Provjera izloženoga numeričkog modela na rezultatima 
provedenoga eksperimentalnog preispitivanja prednape-
te betonske ljuske [4-6] pokazuje dobro slaganje ekspe-
rimentalnih i numeričkih vrijednosti za kratkotrajna i 
dugotrajna opterećenja. Potrebna su daljnja preispitiva-
nja numeričkog modela na više laboratorijskih ispitva-
nja. Očekuje se da izloženi numerički model nađe prak-
tičnu primjenu u analizi prednapetih betonskih ploča i 
ljusaka opterećenih kratkotrajnim i dugotrajnim optere-
ćenjem bez rasterećenja. 
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Slika 11. Deformacije natege (mjerna mjesta Tx-1, Tx-2, Tx-3 i Tx-4) 
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