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D. Lazarevié, M. Andeli¢, M. Uros Izvorni znanstveni rad

Oblikovanje i prora¢un kupole dvorane ,,KreSimir Cosi¢“ u Zadru

U radu je opisano ponasanje statickog sustava dvorane i numericki postupci primijenjeni u proracunu
konstrukcije. Detaljnije su objasnjeni problemi prouzroceni oblikovanjem kupole, s osvrtom na nuzne
zahvate potrebne za njihovo uklanjanje. Ukratko su opisani algoritmi upotrijebljeni za dokaz nosivosti,
s nesto detaljnijim pristupom proracunu stabilnosti. Upozoreno je i na neke teSkoce nastale pri
proracunu gradevine koje, ponajprije zbog premalo pokusa, jos nisu rijesene.

D. Lazarevi¢, M. Andeli¢, M. Uros Original scientific paper

Shaping and analysis of dome structure for the Kresimir Cosi¢ Hall in Zadar

The behaviour of the static system of the hall, and numerical procedures applied in structural analysis,
are described in the paper. Problems caused by dome shape, and interventions needed to eliminate
such problems, are presented in some detail. Algorithms used for proving bearing capacity are briefly
presented, and the approach adopted in stability analysis is described in more detail. An emphasis is
placed on some difficulties identified during structural analysis that have still remained unsolved, which
is primarily due to insufficient number of experiments.

D. Lazarevi¢, M. Andeli¢, M. Uros Ouvrage scientifique original

Le faconnage et I'analyse du dome de la salle de Kresimir Cosi¢ a Zadar

Le comportement du systeme statique de la salle, et les procédés numériques appliqués dans Il'analyse
structurelle, sont décrits dans l'ouvrage. Les problemes causés par la forme du dome, et les interventions
nécessaires pour éliminer ces problemes, sont présentés en détail. Les algorithmes utilisés afin de démontrer
la capacité portante sont présentés dans les grandes lignes, et l'approche adoptée dans l'analyse de stabilité
est décrite en plus de détail. L'accent est mis sur quelques difficultés rencontrées au cours de l'analyse
structurelle qui restent encore irrésolues, ce qui est surtout dii aux essais inadéquats.
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D. Lazarevié, M. Andeli¢, M. Uros Wissenschaftlicher Originalbeitrag

Gestaltung und Berechnung der Kuppel der Halle "KreSimir Cosié¢" in Zadar

Im Artikel beschreibt man das Verhalten des ststischen Systems der Halle und die in der Berechnung
angewendeten numerischen Verfahren. Detailliert erkicirt man die Probleme die die Gestaltung der
Kuppel verursachten, mit Hinblick auf die nétigen Eingriffe fiir deren Beseitigung. Kurz beschreibt man
die fiir den Nachweis der Tragfihigkeit gebrauchten Algorytmen, mit etwas detaillierterem Zutritt zur
Berechnung der Stabilitdt. Es wird auch auf einige Schwierigkeiten hingewiesen die bei der Berechnung
des Bauwerks aufiraten, die vorerst wegen Mangel an Experimenten noch nicht geldst sind.

Autori: Prof. dr. sc. Damir Lazarevi¢, dipl. ing. grad.; prof. emer. dr. sc. Milutin Andeli¢, dipl. ing. grad.;
Mario Uros, dipl. ing. grad., Sveuciliste u Zagrebu Gradevinski fakultet, Zagreb
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1 Uvod

Dvorana ,Kresimir Cosi¢“ u Zadru novi je sportski, po-
najprije koSarkaski centar koji je dostojno zamijenio do-
trajalo zdanje poklonika koSarke — poznatu dvoranu u Ja-
zinama. Ubrzo nakon izvedbe dvorana je, zbog osobitog
izgleda, postala urbanistickim i sportskim obiljeZjem su-
vremenog Zadra. Projekt dvorane izradila je tvrtka Arhi-
tektonski atelier HrZi€, projektiranje i gradenje, d. 0. 0. iz
Zagreba, (glavni projektant prof. dr. sc. Marijan HrZic),
a projekt konstrukcije tvrtka D&Z, d. o. 0., (projektant
konstrukcije Davor Uglesi¢, dipl. ing. grad.). Na po-
ziv tvrtke IGH, d. d. iz Zagreba koja je obavljala nad-
zor izvedbe dvorane (nadzorni inZenjer Josip Bo3njak,
dipl. ing. grad.), djelatnici Katedre za statiku dinamiku
i stabilnost konstrukcija Zavoda za tehnicku mehaniku
Gradevinskog fakulteta u Zagrebu izvrSili su nuzne iz-
mjene [1] radi jednostavnije izvedbe i uklanjanja manjka-
vosti izvornog projekta. Pri tome je analizirano i nekoliko
nacina podupiranja svjezeg betona, uz provjeru glavnih
nosivih elemenata skele. Nakon preliminarnih proracuna
odlu€eno je preoblikovati i prednapeti temeljni prsten,
ukrutiti podrucje oko otvora i zamijeniti dio punostijene
kupole reSetkastom inaCicom.

2 Oblik konstrukcije

Srednja je ploha kupole rotacijska, definirana tragom koji
ostavlja kruzni luk rotacijom oko uspravne osi poloZene
njegovim tjemenom. Radi se zapravo o odsjecku sfere
promjera 140m i visine 30m. Sredi3nji kut odsjecka iz-
nosi 92°, a glavni je polumjer sfere 194m (slika 1.a).

armirani 1r/'5‘31“‘

beton ™ 10m

e 200m

90 m
140 m

Slika 1. Geometrijski opiskupole: a) pregek, b) tloris

Do visine od 20m kupola je izgradena od armiranog be-
tona, a ostatak, raspona 90m i visine 10m, izveden je u
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Celiku. Omijer visine prema rasponu (smjelost) Citave ku-
pole iznosi 1/4,7, a Celicnog dijela 1/9, Sto smatramo
plitkom kupolom.

Na slici 1.b oznacene su tipicne Cetvrtine kupole. Dvije
nasuprotne Cetvrtine ab dijela sadrZe po devet priblizno
pravokutnih otvora Sirine 10m i visine 23m. Razmaci
su medu otvorima pribliZzno 5m. Preostale su Cetvr-
tine jedini punostijeni dijelovi kupole. Duljina Cetvr-
tine pri temelju iznosi 110m, a u podnoZju Eeli¢ne ku-
pole 72m. Lucni je raspon ab dijela oko 35m. Ovako
oblikovane Cetvrtine €ine kupolu samo dvoosno sime-
tricnom. Celigni dio tvori posebno oblikovana mrezZa
cijevnih profila, zavrSena tjemenim prstenom promjera
12m. Oblik konstrukcije odreduje osnovne sastavnice i
pona3anje statitkog sustava.

3  Staticki sustav

Radi lak3eg objaSnjenja principa nosivosti kupole,
staticki sustav mozemo rasclaniti na tri osnovna dijela:
reSetkastu kupolu, zakrivljeni viSepoljni okvir i punos-
tjenu ljusku. ReSetkasti se dio oslanja na ostatak kupole
preko zavrdnog ab prstena, a Citava kupola na tlo preko
ab temeljnog prstena (slika 2.).

Slika 2. Sastavnice statickog sustava kupole: 1 — reSetka-
sta kupola, 2 — zavr&ni prsten, 3 — punostjenalju-
ska, 4 — zakrivljeni viSepoljni okvir, 5 — teméjni
prsten

éitatelji mogu prepoznati ,,zastarjelu” hijerarhijsku ras€lambu
od ,.krova prema temelju“ koja viSe nije potrebna radi proracuna
konstrukcije. Suvremenim pristupom kupolu proratunavamo
kao cjelinu, metodom konacnih elemenata. Ipak, smatramo da
su ras€lanjenja nuzna jer pridonose razumijevanju principa no-
sivosti, toka unutarnjih sila i tumacenju rezultata numerickih
proracuna.

U sljedetim ¢emo odjeljcima razjasniti sastavnice
statickog sustava, uz isticanje problema koji su uvjetovali
njihovo oblikovanje.

3.1 Redetkasta kupola

Kupolu tvori jednoslojna mreZa €eli¢nih cijevi promjera
323,9mm, debljine stijenke 7,2mm sa ¢vorovima u za-
varenoj izvedbi. TeZina konstrukcije iznosi 0,34kN/m?,
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Prstenaste sile izravno preuzimaju kruzno poloZene ci-
jevi, a luCne se sile preuzimaju posredno, cijevima poli-
gonalno zakrivljenim prema meridijanima kupole. Zbog
prekida cijevi lutnog smjera kupola je ukrucena tjeme-
nim prstenom izvedenim od zakrivljenog cijevnog profila
promjera 508 mm, debljine stijenke 12,5mm.

MreZa je nastala preoblikovanjem reSetkaste kupole s
pribliZzno trokutnim poljima, pomicanjem prstenastih ci-
jevi u lu€nome smjeru za polovinu medusobne udalje-
nosti (slika 3.). Na taj se na€in u ¢voru spajaju samo
tri Stapa (prstenasti prolazi kontinuirano, a lucni se pre-
kidaju), Sto olakSava izvedbu, ali dokaz stabilnosti Cini
sloZenijim jer propisima i preporukama nije obuhvacen
ovako specifi€an oblik kupole. Zbog toga smo pristu-
pili proraCunima poslijekritiCnih grana nosivosti pertur-
bacijom idealne geometrije modela odabranim oblicima
izboCenja. Isti su oblici posluZili i za pristup imperfekci-
jama (vidjeti pododjeljak 4.3.2).

Slika 3. OblikovanjereSetkaste kupole

U oblikovanju re3etke sudjelovao je mr. sc. E.Hemerich
[2], a sa suradnikom 1. Sogicem, dipl. ing. grad. (obojica
djelatnici IGH, d. d. iz Zagreba) izradio je i izvedbenu
dokumentaciju ¢elicnog dijela kupole.

3.2 Zavrsni armiranobetonski prsten

Oslanjanje Celi€nog dijela kupole na armiranobetonski
ostvareno je armiranobetonskim prstenom 70/125cm,
koji je zbog problema izboCenja gornjeg ruba ab dijela
trebalo ojaCati ukrutom 40/100cm (slika 4.a). lako bi-
smo, stati€ki gledano, ukrutu mogli u€inkovitije posta-
viti (vidjeti pododjeljak 4.3.1), odabrani poloZaj ne smeta
gledateljima na vrhu tribina, omogucuje jednostavni de-
talj oslanjanja €eli¢nog dijela (slika 4.b) i stvara dodatni
prostor za smjeStaj instalacija.

X D4 | 100
‘Y/ VO 170
a)
Slika 4. Zavr3ni ab prsten: a) oblik i dimenzije, b) oslonac
resetkaste kupole

3.3 Punostjena ljuska

Na punostijenom dijelu kupola nosi kao tanka ljuska,
debljine 20cm, pozitivne Gaussove zakrivljenosti. Do-
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miniraju, dakle, membranske sile: u horizontalnim pre-
sjecima kupole prstenaste (obru€ne), a u vertikalnim pre-
sjecima lu€ne (meridijalne) sile (slika 5.).

Na bo¢nim rubovima ljuske postoji prekid prstenastih
sila, pa prostorni prijenos opteretenja biva bitno narusen.
Slab doprinos prstenastog smjera €ini slobodne (ne-
ukrucene) pobocke ljuske deformabilnima jer nose vise
ravninski (luéno). Da bismo sprijecili pretjerane progibe,
rubove je trebalo ukrutiti lu¢nim gredama 50/70cm.
Slicno tomu, na gornjem i donjem rubu ljuske postoji
prekid lucnih sila, pa je gornji rub ukru¢en spomenu-
tim zavrSnim prstenom, a donji je ojacan podebljanjem
na 30cm, uz izvedbu spoja upetoga u temeljni prsten.

boéna greda
]

A, progibna

P ploha

-~
-~

lL — = temeljni prsten
Slika 5. Punostjeni dio kupole s polozajima rubnih eleme-
nata

3.4 Zakrivljeni viSepoljni okvir

U statickom smislu, podrucje kupole oko otvora mozZzemo
smatrati zakrivljenim viSepoljnim okvirom koji lezi na
srednjoj plohi sfere (slika 6.). Okvir tvore blago zakri-
vljeni stupovi i visoka, zakrivljena precka. Stupove mo-
7emo smatrati upetima u temeljni prsten, a preCku upe-
tom u punostjenu ljusku. Debljina stijenki poprecnih pre-
sjeka iznosi 20cm, uz podebljanje na 30cm u podrucju
upetosti stupova.

— upeto u
ljusku

g oo >
prstenaste sile  zavrSni prsten _
|
|

rubna greda

/

‘\2\ zakrivljena pretka \\

* upeto u
temelj

i B ~~ zakrivljeni stu
luéne sile ! p

Slika 6. Elementi zakrivljenoga viSepoljnog okvira; istak-
nut jeprekid prstenastih i lu¢nih sila
Stupovi se ponaSaju kao klasi¢ni Bernoulli-Navierovi

Stapovi. Razlog je tomu mala debljina stupova prema
visini i poloZaju otvora koji prekidaju prstenaste sile
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(slika 6.), pa djelovanje ljuske nije moguce. Prema tome,
stupovi nose dominantno poduzno (lu¢no), ponajprije
uzduZnim tlanim silama, a u manjoj mjeri i savijanjem
oko slabije osi. Zbog djelovanja momenata i problema
izvijanja, potaknutog zakrivljenom osi, stupove je trebalo
ojacati ukrutama 30/70cm (slika 7.a).

Stupove moZemo smatrati i zakrivljenim gredama s jasno defi-
niranim rasponom, poprec¢nim preuzimanjem opterecenja i dje-
lovanjem savijanja (momenata i poprecnih sila u vertikalnoj
ravnini poloZenoj kroz os). Medutim, zbog dominantnog utje-
caja uzduZnih sila, manje uobi€ajenog za gredu i ponaSanja po-
drucja s otvorima kao viSepoljnog okvira, odlucili smo ove no-
sive elemente ipak zvati stupovima.

Zaista, uzduZna tlacna sila centrira rezultantu u presjeku, ¢ime
umanjuje ucinke savijanja i omogucuje malu debljinu stupova
(70cm) prema rasponu (23m). Pri savijanju bez uzduZznih sila,
debljina bi grede iznosila najmanje 1/15 raspona (oko 150cm).

Otvori prekidaju i lucne sile (slika 6.), pa se ni u
precki ne moZe aktivirati princip nosivosti ljuske. Ona,
prema tome, nosi dominantno prstenasto, kao visokos-
tjeni kontinuirani nosa¢ velike visine prema rasponu
(Sirini otvora). | precka je pretezno opterecena uzduznim
tlatnim silama i savijanjem, ali protivno stupovima sa-
vijanje djeluje oko jaCe osi. Zbog problema izvija-
nja, dodatno naglasenog savijanjem, gornji je rub precke
ukrucen zavr3nim prstenom, a donji je, zbog prekida, ali
i skretanja lucnih sila oko otvora, trebalo ojacati rubnom
gredom (slika 7.b).

Itb;r:_- 180~ 240 _:_‘_ 180240 —F‘lq'
1
1
1
|

=3(}= 150-210

“30,_ 1150210
e

a) ojadanje stupa

Slika 7. Popretni preseci elemenata viSepoljnog okvira:
a) vitkog stupa, b) visokostjene precke

3.5 Temeljni prsten

Potisak kupole preuzima centricno prednapeti temeljni
prsten 230/120cm (slika 8.a). Na prstenu je izvedeno
osam lizena za unos prednaponske sile i sidrenje natega
(slika 8.b). Pri izboru izmjera poprec¢nog presjeka vodilo
se racuna o vertikalnom pritisku na tlo, najvecem tlacnom
naprezanju u prstenu (prije rasterecenja kupolom) i pros-
toru za smjeStaj natega i armature, posebno u podrucju
lizena.

Pomo¢ pri izradi glavnog i izvedbenog projekta predna-
pinjanja pruZio je Marijan Stekovi¢, dipl. ing. grad., iz
tvrtke Viadukt, d. d. iz Zagreba.
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Slika 8. Temeljni prsten: a) dimenzije, poloZaj armaturei
natega, b) detalj lizene

4 Proracun konstrukcije

U nastavku ¢emo razjasniti neke posebnosti proracuna
konstrukcije koje bi, prema naSem miSljenju, mogle za-
nimati Citatelje. Spomenimo odmah da su staticki i di-
namicki proracuni provedeni programom SAP 2000 [3],
a proracun stabilnosti programom otvorenog koda FEAP
(izvorno pisanog u f77) [4], kojemu je algoritam za ana-
lizu stabilnosti dopunjen s nekoliko rutina. VaZzne sas-
tavnice projekta, poput prora€una skele, dimenzioniranja
presjeka i oblikovanja detalja, trebalo bi obraditi u poseb-
nom ¢lanku.

4.1 Numeri¢ki modeli

Modeli se sastoje od Stapnih i ploSnih elemenata, temelje-
nih na teoriji drugog reda i malim deformacijama (SAP),
odnosno geometrijski toénom pristupu i kona¢nim de-
formacijama (FEAP). U potonjem je slu€aju odabrana
linearno—elastiCna veza izmedu Lagrangeova tenzora de-
formacija i drugog Piola—Kirchhoffova tenzora napreza-
nja [5, 6]. Usvojeni (Saint—Venant—Kirchhoffov) zakon
ponaSanja posjeduje odredene slabosti pri velikim de-
formacijama (bez obzira na iznose pomaka i kutova za-
okreta), ali 0 uzrocima slabosti i njihovu svladavanju ov-
dje ne bismo raspravljali [7, 8]. Konacni su elementi
ravni, na mjestima vecih ekscentri¢nosti povezani apso-
lutno krutim kinematickim ogranic¢enjima.

ProraCuni su provedeni uporabom dvaju numerickih
modela. Jedan je model klasi€an, s ploSnim pristu-
pom stijenci i Stapnim pristupom temeljnom prstenu,
ukrucenjima i reSetkastoj kupoli (slika 9.a).

Slika 9. Pristupi podrucju sotvorima: a) plosni, b) tapni,
sistaknutim polozajima kinematickih ogranicenja
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U drugome je modelu, prema zapaZanjima iz odjeljka
3.4, Citavo podrucje oko otvora modelirano Stapno, uz
primjenu spomenutih ogranicenja u podrucjima ¢vorova
okvira (slika 9.b). To su mijesta viSestrukih sjecista
greda koje ukru€uju stupove i precku, Sto takva po-
drucja Cini vrlo krutima, ponajprije u vlastitoj ravnini. U
skladu sa Stapnim pristupom, visokostjeni je nosa& precke
aproksimiran TimoSenkovim Stapom. Premda se radi
0 nesto loSijoj aproksimaciji precke (zbog velike visine
prema rasponu), pogorsanoj popustanjem ¢vorova ok-
vira, ustanovljeno je dobro podudaranje medu rezulta-
tima proraCuna usvojenih modela. Time je potvrdena
pretpostavka o priblizno okvirnom (zapravo Stapnom)
ponaSanju kupole u podrucju otvora.

Stoga, iako je vanjski oblik konstrukcije kupola, samo
se punostjene Cetvrtine ponaSaju kao klasicna ljuska koju
treba modelirati plosnim elementima. Stovise, radi dobre
aproksimacije momenata lu¢nog smjera, gusta je mreZa
potrebna samo pri rubovima gdje promjena debljine i
upetost ljuske u rubne elemente uzrokuju lokalni eks-
trem koji brzo iS¢ezava s odmakom od ruba, pa poda-
lje, stoga, prevladava membransko stanje naprezanja koje
moZemo aproksimirati puno vetim elementima. Zbog
dobre aproksimacije i uvjetovanosti modela veli€ina ele-
menata mora biti razumna, a promjena gustote mreZe
postupna.

Opisanim pristupom dominantno Stapni model sadrZi
upola manje nepoznanica od preteZito ploSnog modela,
Sto je omogucilo brZe proracune veteg broja inacica,
posebno pri provjerama stabilnosti kupole. Stovise,
Stapni modeli pridonose razjaSnjenju toka unutarnjih sila,
ucinkovitom postavljanju armature i provjeri sloZenijih
inaCica temeljenih na konaCnim elementima, kojima in-
tegracija naprezanja po presjeku mozZe stvarati teSkoce.
Istaknimo na kraju znatan porast broja uvjetovanosti jako
nelinearnih, velikih modela jer treba iteracijski rijeSiti
veliki sustav jednadZbi. Brojne operacije koje pri tome
treba izvrSiti uzrokuju akumulaciju pogreske zaokruZiva-
nja koja utje€e na toCnost prorauna [9]. Prema tome,
treba teZiti Sto manjem sustavu koji jo§ uvijek dobro
aproksimira problem koji rjeSavamo. Pri tome je poznat
povoljan ucinak kinematickih ogranicenja kojima elimi-
niramo €lanove s velikim krutostima.

4.2 StatiCki proracun

Staticki proraCun konstrukcije za djelovanje vlastite
teZine i prednapona napravljen je u tri faze. Najprije je
izvrSen proratun modela temeljnog prstena s prednapo-
nom, zatim je priklju€en ab dio i kona€no je dodana re3et-
kasta kupola. Takav pristup jam¢i pravilan unos pred-
naponske sile u numeri¢ki model. Postupak je ocito ne-
linearan jer postoji promjena stati€kog sustava (matrice
krutosti i vektora opterecenja) tijekom proraCuna. Ostala
opterecenja djeluju na kupolu kao cjelinu.
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4.2.1 Proracun temeljnog prstena

Vla€na sila u prstenu ponistena je prednapinjanjem.
Prednaponska sila iznosa 15000 kN odredena je na te-
melju potiska faktoriranoga osnosimetricnog opterecenja
(vlastite teZine, stalnog i pokretnog tereta). Radi se 0
konacnom iznosu sile preostalom nakon svih gubitaka.
Zbog dominantnog utjecaja uzduZne sile prednapinjanje
je obavljeno centri¢no, sa Sest natega po poprecnom pre-
sjeku temelja i Cetiri natege po njegovu opsegu (ukupno
24 natege). Mali doprinos savijanja postoji samo u po-
dru€ju otvora (slika 10.), jer koncentrirano djelovanje
uzduZnih sila u stupovima unosi poremecaj u membran-
sko stanje naprezanja.
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Slika 10. Dijagram momenata savijanja u temeljnom pr-
stenu

Na punostjenom dijelu dominira jednoliki radijalni poti-
sak ljuske. Tlacna je linija, poput osi temelja, prakticno
kruZna pa je utjecaj savijanja gotovo zanemariv. Postoji,
doduse, utjecaj koncentriranog potiska rubne grede, ali
prema Saint Venantovu principu brzo iS¢ezava s odma-
kom od ruba. MoZemo zamijetiti da oblik momentnog di-
jagrama potvrduje okvirno djelovanje kupole u podrucju
otvora. Utjecaji potresa preuzeti su dodatnom mekom ar-
maturom plostine 200cm?. Opterecenje vjetrom nije se
pokazalo mjerodavnim.

Treba istaknuti da se ovim pristupom ne oslanjamo na
moguce povoljno djelovanje horizontalne krutosti tla na
preuzimanje potiska kupole. lako je procijenjen zna-
tan iznos krutosti, troSnost i malo vertikalno opterecenje
povrsinskog tla, a posebno moguéi radovi u blizini (pri-
mjerice iskopi za potrebe temeljenja ili provodenja infras-
trukture novog objekta) mogu smanjiti predloZene vrijed-
nosti. Time bi nosivost prstena, pa i Citave konstruk-
cije, bila ugroZena jer je poznata osjetljivost kupole na
horizontalne pomake temelja. Zbog toga smo smatrali
riziénim rabiti horizontalnu krutost tla kao vaznu sastav-
nicu statickog sustava kupole.

4.2.2 Proracun armiranobetonskog dijela kupole

Neprekinutost i uzajamno podupiranje prstenastih i
lugnih trajektorija jamce veliku nosivost kupole. U naSem
slu€aju, na Zalost, veliki otvori prekidaju prirodan tok,
ponajprije prstenastih sila, Cime je naruSen ovaj, temeljni,
princip nosivosti. Dolaze€i iz punostjenog dijela, prste-
naste trajektorije moraju zaobici podrucje s otvorima pa
su prisiljene naglo se razdvojiti i skrenuti u precku i te-
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meljni prsten (slika 11.a). Prirodan, usporedni tok tra-
jektorija do ruba punostjenog dijela nije moguc jer uvijet
ravnoteZe okomito na neoptereceni rub zahtijeva iSCeza-
vanje prstenastih sila, odnosno vrijedi Ny = 0 (slika 11.b).
Vazno je zamijetiti da skretanjem dijela trajektorija u te-
melj i preCku nastaje lom prstenastih sila Cija rezultanta,
zapravo skretna sila Ns, daje znatna vlacna naprezanja u
rubnoj gredi. Zbog toga je greda armirana prili¢no ve-
likom simetricnom armaturom (78,5cm?, p = 2,24%).
Pojavu je lako objasniti poligonom membranskih sila i

Slika 11. Skica trajektorija membranskih sila: a) globalni
tijek, b) detalj skretanja oko otvora

Promatanjem trajektorija moZemo uociti joS nekoliko za-
nimljivosti. Najprije, izravno djelovanje prstenastih sila
na rubnu gredu sprijeceno je rasteretnim ucincima: skre-
tanjem trajektorija i lunim djelovanjem. Nadalje, bli-
sko poloZene prstenaste trajektorije pri uglovima prvog
otvora dokaz su velikoga lokalnoga tlaGnog naprezanja
(potvrdenog mjerenjem). Konacno, gusta se raspodjela
trajektorija pruZa i dalje, u temeljni prsten i precku. Kon-
centraciju je lako objasniti zapaZzanjem da rezultanta pr-
stenastih sila istog iznosa prolazi odabranim presjecima
A i B, ali je plostina poprecnog presjeka na mjestu B
puno manja (slika 11.a). Gusce trajektorije znace i vete
uzduZne sile: vlacne u temelju, ponistene prednapinja-
njem, i tlacne u precki koju je trebalo ojacati protiv izvi-
janja. Zamjetujemo da podalje od poremecaja krajnjim
otvorima (u presjeku A) prevladava klasi¢na razdioba pr-
stenastih i lugnih trajektorija, svojstvena punostjenoj ku-
poli.

Veliki otvori €ine i izvedbu kupole sloZenijom jer nije
moguce zatvoriti prstenaste trajektorije do samoga kraja
izvedbe. Tek izvedbom pre€ke i zavrSnog prstena posti-
Zemo kontinuitet prstenastih sila i u tom smislu €inimo
kupolu zatvorenom. Stalna ,,0tvorenost* kupole tijekom
izvedbe i mjestimicno velika iskoristenost skele prevag-
nula je (nakon provjere nekoliko ina€ica) u korist podupi-
ranja Citave kupole. Zbog toga je utroSena velika koli¢ina
oplate i skele.

Osjetljivost kupole prema imperfekciji zahtijeva preciznu iz-
vedbu i vrlo krutu skelu koja ne dopusta pretjerane progibe pod
teretom svjeZeg betona. To se najbolje postiZze niskom razinom
naprezanja, odnosno predimenzioniranjem elemenata podupira-
nja koju, na Zalost, nismo mogli u potpunosti ostvariti.
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Problem grubog prekida prstenastih sila mogao se rijeSiti
preoblikovanjem kupole na dva nacina: postupnim sma-
njivanjem visine otvora prema punostjenom dijelu (slika
12.a) ili potpunim otvaranjem kupole nizom jednakih o-
tvora (slika 12.b). U prvome bismo slu€aju postigli puno
blaZe skretanje trajektorija u precku i manje skretne sile.
U drugome bi slu€aju skretanje trajektorija i svi popratni
ucinci u potpunosti is¢eznuli.
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Slika 12. Preoblikovanje ab dijela: a) postupno smanjenje
visine otvor a, b) potpuno otvaranje ab dijela

Jasno je da otvori prekidaju i lucne trajektorije koje,
prema tome, moraju skrenuti u stupove okvira. Zbog toga
raste koncentracija trajektorija i tlacne sile u stupovima,
Sto je zahtijevalo provjeru protiv izvijanja. Ipak nije teSko
zamijetiti da vece teSkoce nastaju zbog prekida prstenas-
tih nego lu€nih trajektorija.

Skicama trajektorija smo po-
kuSali, pomalo zaboravlje- :
nim pristupom, objasniti te- B :
meljne principe nosivosti i 1
probleme prouzrocene obli- stup__ precka
kovanjem kupole. Sekunda- ~dd-bbA-

rne u€inke, poput blagog kri- Slika 13. Lokalno krivljenje
vljenja trajektorija na spoje— trajektorija

vima stupova s temeljnim prstenom i preckom (slika 13.) ni-
smo crtali jer nemaju utjecaja na globalni tok membranskih sila,
nego unose samo slab, lokalni poremeca;.

Dodavanjem reSetkaste kupole raspodjela membranskih
sila na ab dijelu kupole ostaje prakti¢ki nepromijenjena.
Razlog je jednostavan: teZina Celicnog dijela iznosi ma-
nje od 5% teZine ab dijela. Ipak, potisak reSetkaste kupole
utjeCe na stabilnosti ab dijela.

4.3 Proracun stabilnosti

Za takav sloZeni staticki sustav nema teorijskog rjeSenja,
propisanog postupka ili preporuke za procjenu nosivosti.
Kupoli, dodu8e, pripada linearna prijekriticna (primarna)
grana funkcije ravnoteZe, pa moZemo primijeniti rjeSenje
problema vlastitih vrijednosti. Prema tome, moguce je
odrediti kriticno optereCenje (vlastitu vrijednost) i pri-
padni oblik izboCenja (vlastiti vektor). Na Zalost, dobi-
veni je iznos opterecenja redovito veci od realnog (ekspe-
rimentalno odredenog), ponajprije zbog osjetljivosti ku-
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pole prema imperfekcijama. Razlozi osjetljivosti leZe u
prisutnosti kubnog €lana u izrazu za energiju koji uzro-
kuje pad poslijekriticne (sekundarne) grane funkcije rav-
noteZe i u pojavi viSestrukih ili bliskih vlastitih vrijed-
nosti (grozda) koje taj pad ponekad €ine vrlo strmim.
Smanjenju kriticne sile pridonosi i plastino popusta-
nje, ali je Cesto od sekundarnog znacenja, jer velike vit-
kosti kupola i mali iznosi propisanih imperfekcija ¢esto
odgadaju plasticno popusStanje na poslijekriticnu granu,
nakon gubitka stabilnosti.

Nije lako odrediti koeficijent smanjenja kritinog opterecenja
(engl. knockdown factor), odnosno koeficijent sigurnosti zbog
ovih u€inaka [10]. Naslutujemo da rjeSenje leZi u velikom broju
raznovrsnih pokusa do sloma, poput onih koji se provode na
Stapnim uzorcima i koji su temelj ve€ine propisa. Na Zalost, cje-
loviti su objekti najéeSte unikati pa se takvi pokusi ne provode,
0sim iznimno na umanjenim modelima i malom broju uzoraka.
U slucaju velikog iznosa kriticnog opterecenja (10 i viSe puta
veteg od zadanog), konstrukciju smatramo sigurnom pa de-
taljna provjera stabilnosti nije potrebna. Ovako visoki iznos si-
gurne razine opterecenja ne zna€i da kupola mora preuzeti deset
puta vete opterecenje nego da, osim nepouzdanosti opterecenja
i materijala, utjecaji imperfekcija znatno ugroZavaju njezinu no-
sivost. Vrijednost je, dodu3e, odredena ispitivanjem punostje-
nih, vrlo vitkih, uzduzno opterecenih cilindara i radijalno pri-
tisnutih sfera kao poznatih primjera izrazite osjetljivosti prema
imperfekciji. ReSetkaste kupole dvorana su manjih vitkosti, pa
je ovako visoka razina sigurnosti Cesto pretjerana. Ipak, ma-
nji koeficijent sigurnosti ne jamgi stabilnu konstrukciju. Treba
provesti stroZe dokaze.

U nedostatku pokusa preostaje numericki procije-
niti nosivost kupole na temelju funkcija ravnoteze
odredenih primjenom geometrijski i materijalno neline-
arnog proracuna. Pri tome nije teSko zadati iznos maksi-
malne imperfekcije koju bismo trebali poStovati prilikom
izvedbe, ali mjerodavni oblik (moguca prostorna razdi-
oba) koji daje najmanju nosivost ostaje nepoznat. Nada-
lje, u uvjetima izrazite nelinearnosti rjeSenje nije jedins-
tveno (postoji viSe mogucnosti), pa iteracijski postupci
u kojima treba istodobno zadovoljiti geometrijske i ma-
terijalne kriterije konvergencije mogu odvesti prema po-
greSnom rjeSenju.

I pri proracunu stabilnosti treba voditi rauna o diskre-
tizaciji modela i opteretenja. Progustenje mreZe Kko-
nacnih elemenata pridonosi boljoj aproksimaciji oblika
izboCenja (valova u prstenastom i lu€nom smjeru), a po-
djela Stapnih elemenata aproksimaciji lokalnog izvijanja
medu ¢vorovima reSetkaste kupole. Prirasti opterecenja
u podrudju visestukih ili bliskih vlastitih vrijednosti mo-
raju biti dovoljno mali, a pokazatelji koji potvrduju pre-
koraCenje tih vrijednosti vrlo pouzdani, jer algoritam
proraGuna moZe ,preskoCiti“ neku (najopasnije je prvu)
vlastitu vrijednost i nastaviti nekontrolirani proracun po
labilnoj grani. Pojava je posebno opasna u uvjetima pot-
pune simetrije [11].

GRADEVINAR 62(2010) 10, 875-886

4.3.1 Problem stabilnosti ab dijela kupole

U vertikalno opterecenom ab dijelu kupole, oslonjenom
na prednapeti temeljni prsten, djeluju samo tlacne sile.
Na mjestima prekida trajektorija jednog smjera uc€inak
medusobnog podupiranja slabi. Prekid lucnih sila istice
problem izboCenja gornjeg ruba ljuske, a prekid prstenas-
tih sila izvijanje stupova. lzboCenje gornjeg ruba (za-
pravo zavrSnog prstena i preCke) nastaje u smjeru nor-
male na kupolu (slika 14.a), pa je prirodna zamisao iz-
vesti ukrutu koja izravno povetava moment tromosti oko
slabije osi presjeka, odnosno u smjeru normale (ispreki-
dano naslici 14.b).

n ) /7 SN odabrani
e~ polozaj
Vo !
~ AN
v A
AN
ucinkoviti
a) b) polozaj

Slika 14. Stabilnost gornjeg ruba ab dijela kupole: a) oblik
izbotenja, b) polozaj ukrute

Medutim, zbog nespretnog poloZaja (zadiranja u pros-
tor najgornjih sjedista) ojaCanje je postavljeno horizon-
talno, ¢ime je izgubilo na ucinkovitosti, ali je ipak osigu-
ralo dovoljno povetanje krutosti u smjeru normale. Za-
mjeCujemo da potisak reSetkaste kupole smanjuje tlatnu
silu u zavrSnom prstenu (slika 15.a), ¢ime pridonosi nje-
govoj stabilizaciji. Prema tome, problem izboCenja gor-
njeg ruba izraZen je nakon otpustanja oplate ab dijela,
prije montaZe reSetkaste kupole. Nasuprot tome, potisak
uzrokuje porast uzduZznih sila u stupovima, pa izvijanje
treba provijeriti za konacno stanje (slika 15.b).

a) b)

Slika 15. Potisak resetkaste kupole[pod a)], oblik izbotenja
sdominantnim izvijanjem stupova [pod b)]

Ukrute 30/70cm pridonose dovoljnom povetanju mo-
menta tromosti stupova, Sto rjeSava problem njihova iz-
vijanja.

Ovim su ukru€enjima postignuti veliki iznosi kriti€nog
opteretenja ab dijela (9 i vise) pa nije trebalo provesti
detaljan proraCun stabilnosti. Na Zalost, pri proratunu
reSetkaste kupole nasli smo se u puno sloZenijoj situaciji.
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4.3.2 Problem stabilnosti reSetkaste kupole

Pri djelovanju vertikalnog opteretenja, svi su Stapovi
plitke reSetkaste kupole tlacni. Nedostatak vlacnih pr-
stenastih sila koje stabiliziraju lu¢ni smjer ini problem
stabilnosti vrlo izrazenim. Stovige, rjeSenjem problema
vlastitih vrijednosti dobiven je mali iznos prve vlastite
vrijednosti (samo 4,16) koji, bez strogog dokaza stabil-
nosti, ne jamZi nosivost konstrukcije.

SloZena se provjera moZe dijelom pojednostavniti (i ubr-
zati) uporabom spomenutoga hijerarhijskog pristupa koji
omogucuje zasebnu analizu reSetkaste kupole (ili ab di-
jela). Treba samo zamijetiti veliku krutost (nepopustlji-
vost) ab prema ¢elicnome dijelu. Prema tome, prilikom
analize ab (ili Celi¢nog) dijela moZemo odbaciti Celicni
(ili ab) dio i na mjestima medusobnih spojeva zamijeniti
ga opteretenjem (ili nepomicnim lezajima). U nastavku
temo razjasniti glavne sastavnice algoritma odabranog za
proracun stabilnosti Celicnog dijela na nepomicnim (pre-
ciznije zglobnim) osloncima. Nesto detaljniji opis pos-
tupka moZe se pronaci u [12].

Pristup proraCunu. Algoritam prorauna temelji se
na inkrementalno-iteracijskom pristupu rezidualnoj jed-
nadzbi r (u,A) = Af — Ku = 0. Radi se zapravo o metodi
prediktor—korektor, jer inkrement (prirast) moZzemo sma-
trati prediktorom, a iteracije tumaciti korektorom inkre-
mentalnog poku3aja [13]. JednadZbi r(u,A) = O pripada
nelinearni sustav Ku = Af, gdje je K matrica krutosti, u
vektor pomaka, a f i A vektor i razina optereenja. Kod
problema stabilnosti, sustav redovito nema jedinstveno
rjeSenje za svaki A. Zbog toga je rezidualna jednadZba
rijeSena inaficom (preciznije ogranicenjem) potpune me-
tode Newton—-Raphson, poznatom kao linearizirana me-
toda duljine luka (engl. linearised arc-ength method).
Odabrano je ogranicenje oblika hiperravnine, okomite na
tangentu funkcije ravnotezZe [14, 15]. Primjena metode za
jedan stupanj slobode prikazana je na slici 16.a).

7~ grozd
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kriti¢ne tocke
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Slika 16. Proracun stabilnosti: a) linearizirana metoda du-
ljineluka, b) analizirane funkcijeravnoteze

Ogranic¢enjem dobivamo dodatnu jednadZbu potrebnu za
odredivanje parametra A. Ne radi se, dakle, o una-
prijed odredenom iznosu, svojstvenom metodi Newton—
Raphson s fiksnim prirastom sile, nego o dodatnoj
nepoznanici koju treba odrediti primjenom odabranog
ogranicenja. MatematiCki gledano, matricu sustava koji
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treba rijeSiti tvori matrica krutosti proSirena izborom
ogranienja. Postupak rjeSavanja temelji se na parti-
cijskom pristupu matrici sustava (eliminaciji po bloko-
vima) jer time se koristimo simetrijom matrice krutosti.
U svakoj je iteraciji (linearni) sustav jednadZbi rijeSen
inaicom rastava matrice krutosti prema Choleskome
LTDL, gdje je L donja trokutna, a D dijagonalna matrica
rastava. Na taj je nacin moguce rijeSiti sustave s inde-
finitnom matricom krutosti, odnosno s negativnim pivo-
tima (€lanovima matrice D) nastalim nakon gubitka sta-
bilnosti. Tako je moguce pratiti labilne grane funkcije
ravnoteZe.

Tijekom proraCuna primijenjeno je jednostavno heuri-
sticko pravilo [16] promjene prirasta (duljine tangente)
As. Pravilo se temelji na broju neuspjelih (uspjelih) ko-
raka iteracije unutar inkrementa. Na taj su nacin glatka
podrucja funkcije ravnoteZe (primjerice blizu ishodista)
odredena primjenom velikih, a podrucja naglih skreta-
nja ili lomova (u okolisu kriti€nih tocaka) primjenom vrlo
malih prirasta.

Odredivanje kriticnih toCaka. Matrica proSirenog sus-
tava je singularna u kriti¢noj to€ki. U slu€aju tocke raz-
granjenja (engl. bifurcation point) singularitet je bezu-
vjetan, a u granicnoj je tocki (engl. limit point) poslje-
dica rastava matrice. Srecom, postupak prorauna rijetko
konvergira tocno u kriticnu to€ku. Ako se to slu€ajno
i dogodi dovoljno je vratiti se korak unatrag i ponovno
krenuti naprijed s malo izmijenjenim iznosom prirasta.
Zahvat je poznat kao ,,Covjek u petlji“(engl. man in the
loop) i uz moguénost kontroliranog prekida i pokretanja
proracuna (engl. save and restart) dio je svakog suvreme-
nog algoritma za prora€un stabilnosti. Kako bismo, u tre-
nutku pristupa kriti€noj to€ki, izbjegli nekontrolirani pre-
kid postupka proracuna, algoritam mora (tijekom dekom-
pozicije) ustanoviti smanjenje ranga matrice krutosti. (K
prelazi iz pozitivno definitne u pozitivno semidefinitnu
matricu.) Ukratko, €¢im je jedan ili viSe pivota jednak
(ili blizak) nuli, moguée su ucinkovite izmjene redaka
matrice koje jamce kontrolirani prekid (ili stabilan tijek)
postupka eliminacije odozgo [17]. Istovremena izmjena
stupaca (koja nije uvijek moguca) Guva simetriju matrice
krutosti Sto pridonosi u€inkovitom rjeSavanju sustava.
Opisanim postupkom moZemo sigurno prekoraciti, ali
ne i preciznije odrediti kriti¢nu tocku (osim pukim
slu€ajem). Jedna od metoda kojom je to ipak moguce
uciniti jest bisekcija, temeljena na prafenju promjene
predznaka pivota pri premaSivanju kriticne toCke.
Bisekcija je sporija, ali Cesto stabilnija od drugih pristupa, jer ne
ovisi o derivaciji funkcije. To moZe biti presudno za ukljeSte-

nje kriti€ne toCke (engl. bracketing) jer je glatkost funkcije rav-
noteZe tada Cesto naruSena.

Nakon premasSenja kriticne tocke algoritam mijenja smjer
opteretenja i vrata se natrag za pola koraka. Jednoznac¢nu
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promjenu smjera, bez obzira na tip kriti¢ne tocke, jamci
Berganov trenutni parametar krutosti x = k/ko, gdje je
k= AAfTAu/(AuTAu), ko ishodidna vrijednost od k, a
AM i Au su prirasti opteretenja i pomaka. Pronalaskom
rjieSenja (u, A) provjerimo iznos vlastite vrijednosti ® i
nastavljamo postupak raspolavljanja dok ne postane bli-
ska nuli (do zadovoljenja kriterija). Blizu kriticne tocke
sustav jednadzbi je izrazito loSe uvjetovan (detK — O,
condK — o), pa proracun vlastitih vrijednosti moZzemo
stabilizirati malim pomakom p (engl. shift), odnosno
treba rijesiti sustav (K — pl )¢ = oyl ¢, gdje je | jedinitna
matrica, ¢ vlastiti vektor, a oy, translatirana vlastita vri-
jednost (o = oy + ). Ovaj je dio proraCuna temeljen na
iteraciji po potprostoru, dimenzije jednake broju vlastitih
vektora uvecanom za dva, ali najviSe osam, §to se po-
kazalo dobrim izborom. Rezultat ukljestenja je kriti¢na
tocka (Ukr,Akr) S jednim ili viSe vlastitih vektora ¢;. (Na-
ravno, pripadni je w~0.) Ako joj pripada jedan vlas-
titi vektor (i =1) zovemo je izoliranom, a u slucaju
veteg broja vektora (i = 1,...,n) viSestrukom kriticnom
tockom. Konagno, provjerom skalarnog produkta ¢'f
treba odrediti tip kriticne tocke. Ako je jednak nuli radi
se o toCki razgranjenja (AA iSCezava), a ako je razlicit od
nule o grani€noj tocki (AA proizvoljan).

Ovim je pristupom, osim prve (dvostruke) kriti€ne tocke
(A kr = A2k = 4,16), izolirana jo3 jedna bliska (takoder
dvostruka) Kriticna tocka (A1 kr = Aok = 4,48), a po-
tom i neSto udaljeniji grozd s pet vrlo bliskih oblika
izboCenja (Aookr = 7,52 do Apsyr = 7,53). Ove tocke,
ustanovljene kao tocke razgranjenja (slika 16.b) treba is-
pitati jer grupiranje vlastitih vektora uzrokuje vec€u osjet-
ljivost prema imperfekciji. Medu njima leZi jo3 (izoli-
ranih!) kriti€nih toCaka, ali ih mala osjetljivost ne Cini
mjerodavnima. Postoje i vise kritine tocke koje su zbog
CeSteg grupiranja osjetljivije. Medutim, radi velikog pri-
padnog optere€enja nisu zanimljive. Treba istaknuti do-

bro podudaranje Ay i ¢; s rezultatima klasi¢nog problema
vlastitih vrijednosti (Ko — Al )¢ = 0, gdje je Ko ishodiSna
matrica krutosti jer je prijekritiCna grana kupole gotovo
linearna. (Razlika medu rezultatima iznosi oko 8%.)
PrekoraCenje niZih vlastitih vrijednosti i pracenje labilne
grane ostvareno je kinematickim ogranic¢enjem u obliku
linearne kombinacije vlastitih vektora (bez potrebe za
vodecim €vorom). Temeljna je zamisao vektor pomaka
uciniti ortogonalnim na postojece vlastite vektore, a time
i na bilo koju linearnu kombinaciju tih vektora. Matricu
ogranienja stalno proSirujemo umetanjem novih vlasti-
tih vektora (stupaca) Cime suZzavamo potprostor mogucih
rjeSenja jer su pomaci sprijeeni u smjeru sve veteg
broja vektora. Na taj nacin ,,pridrzavamo” model po la-
bilnoj grani. Bit je postupka, dakle, matricu krutosti
(veC proSirenu ogranienjem oblika hiperravnine) do-
datno prosiriti kinematickim ogranienjem. Algoritam i
programsku realizaciju u FEAP-u trebalo bi obraditi u po-
sebnom ¢lanku.

Odredivanje poslijekriticne grane. Nakon primarne
grane i kriticnih toCaka koje smo smatrali zanimlji-
vima treba odrediti poslijekriticne grane koje iz njih
proizlaze. Svladavanje kritiCne toCke i prijelaz na se-
kundarnu granu (engl. branch switching) temelji se na
perturbaciji modela oblikom izboCenja (engl. buckling
mode injection). Zamisao je poremetiti deformirani
oblik modela u kriticnoj toCki dodavanjem pripadnog
oblika izboCenja. Takva je perturbacija logicna jer vek-
toru pomaka (deformiranom modelu) i vlastitom vek-
toru (obliku izboCenja) pripada ista razina opterecenja
u kritiénoj tocki. StoviSe, vlastiti su vektori tangenci-
jalni na poslijekriticnu granu u toj tocki pa predstav-
ljaju dobar izbor poCetnog pokuSaja. U skladu s FEAP-
om, takav pokuSaj jest: uj = Uk, + |uk|/(€]0;]) d;, gdje
je e =100uk d;/(Jukr||d;]) + 1, iznos predloZene pertur-
bacije, iako moZemo usvojiti i puno manji iznos. Na-

A covers v A
oblik imperfekceije: £,
o 4,5
1
3,50 : ________________________
0715 funkcija elasticne osjetiivosti .~ 3,04 e e R e — -
| A (£)=4.16-2.705""" £%0,00 [m] —
} ! = H 2,54 £=0,01 [m]
55 funkcija osjetljivosti pri tn:y"pnju, 51 funkcije ravnoteze £=0,04 [m]
% 1A (g)=4.16-3.61g"" ! : ) ” ; . —0.10
1,75 Hee _ % (£) fiindy e ] _ funkcija pocetka tecenja =010 [m]
1 (R S Y 1 151 .r;=I'F.I~1[m]
. funkcija nosivosti I
: o iy (£)=4(£)/2 \ 1,0 £=020 [m] —
i | Ay ~ 1 ; 5 i ; £=0.50 [m]
- | | 1 0,5 tefenje na primarno) grani Slkias
== 1] i (£[m] u;[m]
0 01 02 0 0.4 0.5 0 0.05 010 015 020 025 030 035 040 045
a) b)
Slika 17. Analiza prve (dvostruke) totke razgranjenja: a) funkcije ogetljivosti, b) funkcijeravnoteze
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A oblik imperfekcije: ¢, A

£ =000 [m] —_—
£=0,01 [m] —_
£=0,04 [m]
£=0,10 [m] —_—
£=0.14 [m]

Slika 18. Analiza bliske (dvostruke) totke razgranjenja: a) funkcija osetljivosti, b) funkcijeravnoteze

ime, ako je kriti¢na tocka precizno odredena, dovoljan je
vrlo mali poremetaj (e ~ 0) koji ,,gurne” model na pos-
lijekriticnu granu. U slucaju viSestruke kritine tocke svi
vlastiti vektori ¢; i njihove kombinacije Y. €j¢; mogu odre-
diti mjerodavni pocetni smjer, pa ih treba pojedinacno is-
pitati umetanjem u izraz za u;. U dvostrukim Kriti€nim
toCkama treba ispitati tri smjera e, €, i €(d; + ),
iako se moglo pokusati i €1 ¢; +¢€2¢,. U sluCaju pet bli-
skih oblika izboCenja treba ispitati 15 smjerova. Mjero-
davan je smjer koji odreduje tangentu na poslijekriticnu
granu s globalnim minimumom. Za prvu i drugu kriticnu
toCku radi se 0 kombinaciji obaju vlastitih vektora, a u
sluCaju grozda svih pet. Pojedinacni smjerovi €¢; (i =
1,111 20) daju malo viSe iznose minimuma pa su, jednos-
tavnosti radi, zajedno s pripadnim funkcijama odabrani
za daljnju analizu (slike 17.b) i 18.b) za e =~ 0 i slika 19.).

10,0

8.0

g9

6.0

4.0

Slika 19. Oblici izboCenja i odabrana funkcija ravnoteze
promatranog grozda; istaknut jeoblik zasluZzan za
perturbaciju

Da bismo izbjegli vizualne zamke pri odredivanju tipa
kritine tocke [18], treba provjeriti oblik funkcija rav-
noteZe u joS nekim €vorovima i stupnjevima slobode, s
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mogucim presijecanjem medu poslijekriticnim granama.
Stati¢kim je pristupom teSko razlu€iti viSestruke i bliske
vlastite vrijednosti, a posebno njihov utjecaj na poslije-
kritiéno ponaSanje. Zbog toga je dobro rezultate provje-
riti dinamiCkim proraCunom jer inercijalni u€inci nakon
dostizanja kriti€ne toCke ,,gurnu®“ model u fizikalno is-
pravnom smjeru. Odabrana je stabilna metoda vremen-
ske diskretizacije Hilber-Hughes-Taylor alfa (HHT ),
realizirana SAP—om. Zadan je blagi prirast statickih op-
terecenja, kako bismo izbjegli znacajnije ubrzanje na pri-
jekriti€noj grani. Upotrijebljena je matrica koncentrira-
nih translacijskih masa, Rayleighijevo priguSenje i, na-
ravno, geometrijski nelinearna matrica krutosti. Najprije
su primijenjeni veci vremenski koraci (At = 0,01) i ko-
eficijent (numeri¢kog priguenja) o = —1/3, a zatim su
obje veli€ine postupno smanjene (At do 0,001, a o do
nule), jer tada metoda daje najbolje rezultate.

Prijekriti¢ne grane dobivene statickim i dinamickim pris-
tupom praktiCki se podudaraju, a poslijekriti€ne grane su,
u slu€aju statiCkog proboja prema naprijed (engl. snap—
through) horizontalne, dok su pri proboju prema natrag
(engl. snap—back) vertikalne jer dinamiCkim proracunom
moZemo slijediti samo stabilni dio sekundarne grane,
Cesto vrlo udaljen od primarnog dijela funkcije ravnoteZe.

Osjetljivost prema imperfekciji. UobiCajeno je zadati
imperfekciju u obliku linearne kombinacije vlastitih vek-
tora Yeid; (|&i] > 0). U ovome je projektu imperfekcija
proporcionalna jednom vlastitom vektoru (e¢;) jer takva
perturbacija idealne geometrije daje poslijekriti€nu granu
blisku mjerodavnoj. Zadavanjem pocetne imperfekcije
kritine toCke postaju izolirane grani¢ne tocke, a nu-
mericki problemi, ponajprije odredivanje i prekoracenje
tih to€aka prakticki iS¢ezavaju (funkcije na slikama 17.b)
i 18.b) za € > 0). Spajanjem kriticnih vrijednosti op-
tere€enja i pripadnih imperfekcija dobivamo tocke funk-
cije (elasticne) osjetljivosti prema imperfekciji (engl. im-
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perfection sensitivity curve) [slike 17.a) i 18.a)]. U skladu
s Koiterovim zakonom imperfekcije na jednu polovinu
(engl. half—power law), druga je kriti€na tocka osjetljiva
prema imperfekciji (dominira &lan £1/2). Uotavamo strmi
pad funkcije u podrucju malih imperfekcija, naglaSen
vertikalnom tangentom u kriticnoj tocki na osi ordinata.
Sto se grozda tice, treba naglasiti da nije teorijski mjero-
davan, ali ga treba razmotriti jer su popratne analize po-
kazale da uklju€enje nosaca i pokrova u numericki model
uzrokuje porast kritiénog opterecenja i grupiranje sime-
tricnih oblika izbocenja, ba3 onakvih kakve sadrZi grozd
(slika 19.). lako grozdu pripada velika kriti¢na sila, mini-
mum mjerodavne poslijekritiCne grane leZi vrlo nisko, a
razlog je izrazita osjetljivost prema imperfekciji. Zaista,
utvrden je ekstremni oblik proboja prema nazad (slika
19.), s malim razmakom izmedu prijekriti€ne i poslije-
kriticne grane (samo 7,5mm). Prema tome, zbog iz-
nimno male imperfekcije model moZe ,preskociti“ na
poslijekriticnu granu i postici stabilnu ravnotezu tek pri
A = 2,54. To je tri put manje od idealne vrijednosti
kritine sile koju, o€ito, niti vrlo preciznim pokusom ne
bismo dosegnuli. Drugim rijeCima, dio primarne grane
iznad minimuma (istaknuto na slici) vrlo je opasan jer
ga prakticki nije moguce slijediti. Funkciju osjetljivost
netemo crtati, ali nasluCujemo da je vrlo strma. Raz-
lozi su takvog pona3anja dvojaki. Prvo, nastaje fenomen
sloZenog izvijanja (engl. compound buckling) u kojemu
istovremeno sudjeluju globalni oblici izbo€enja kupole i
lokalno izvijanje mnogih Stapova. | drugo, funkcija rav-
noteZe ne vrijedi samo asimptotski za male, nego zbog
geometrijski tocnog pristupa i za velike poslijekriti¢ne
progibe. Drugim rije€ima, izraz za potencijalnu energiju
ili funkciju ravnoteZe konacnog elementa sadrZi vise Cla-
nove Taylorova reda.

Prema tome, nedvojbena krutost pokrova pridonosi
povecanju kriti¢ne sile, ali moZe prouzrociti veliku osjet-
ljivost prema imperfekciji. Intuitivno jasne statiCke re-
zerve nosivosti koje se kriju u pokrovu treba uvijek
oprezno razmotriti sa glediSta stabilnosti.

Nakon podrobnih analiza, kratko opisanih u ovome
odjeljku, usvojen je maksimalni iznos imperfekcije od
€ = +£10cm. Taj iznos uzrokuje smanjenje kriti€nog op-
tereenja sa 4,16 na 3,5 za prvu, odnosno sa 4,48 na
3,24 za drugu kriti€nu totku [oznaceno na slikama 17.a)
i 18.a)]. MoZe se pokazati da i minimum Koji pripada
grozdu pada s 2,54 na 2.

Ove analize vrijede za sumu osnosimetrinih opterecenja
koja sadrzi i jednoliki zamjenski snijeg. Nesimetricna
djelovanja snijega ili vjetra, koja poti€u nesimetri¢ne
oblike izbo€enja, nisu razmatrana. Razlozi su malo op-
terecenje snijegom za podrucje Zadra i odiZuce djelova-
nje vjetra na vrhu kupole. Jedino znacajno nesimetricno
opterecenje jest potres, ali se zbog male teZine Celi€nog
dijela nije pokazalo mjerodavnim za izboCenje.
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4.4 UCinak plasticnog teCenja

Do sada smo razmatrali samo utjecaj geometrijske neli-
nearnosti. Ipak, na slikama deformiranog modela (pri-
mjerice 17. i 19.) moZemo uociti veliku zakrivljenost
Stapova u ekstremnim toCkama valova koje sadrZe oblici
izboCenja. OCito je da takve deformacije nisu mogu-
Ce bez plastitnog te€enja. U ovome su projektu naj-
prije odredene razine opterecenja koje uzrokuju pocetak
plasticnog popustanja na primarnoj grani. Potom je, uz
pripadne iznose imperfekcija, odredena funkcija osjet-
ljivosti pri teCenju (slika 17.a). Plasticno popustanje na
poslijekriticnoj grani nismo razmatrali. U skladu s pris-
tupom, utjecaj plasticnog popustanja uzrokuje smanjenje
nosivosti prve kriti¢ne tocke sa 3,5 na 3,07 (oznaceno na
slici 17.a). Sli¢no tomu, kritiCno opterecenje grozda pada
sa 2 na 1. Druga kriti¢na tocka nije pod utjecajem teCenja
na primarnoj grani, pa razina opterecenja odredena funk-
cijom elasti¢ne osjetljivosti ostaje mjerodavnom.

Ucinak plastitnog popustanja (koeficijent sigurnosti)
moZe se odrediti i Gerardovom formulomn = (EsEr)Y/?,
gdje su Es i Et sekantni i tangentni moduli elasti€nosti
[19]. U okoliSu granice te€enja moZemo uzeti Es =0, 7E
i Er = 0,35E, gdje je E modul elasti¢nosti Celika, pa do-
bivamon = 0,5. Konac¢nu funkciju nosivosti odredujemo
mnozZenjem elasticne funkcije osjetljivosti sa n (slika
17.a). Time prvo kriticno opteretenje pada s 3,5 na
1,75. (Drugo ostaje na utvrdenih 3,24) | pripadni mi-
nimum grozda moZemo pomnoZiti sa n ¢ime dobivamo
2-0,5=1, Sto potvrduje rezultat preciznijeg pristupa
te€enju. To je ujedno i najniZa vrijednost nosivosti koju
moZemo smatrati dostatnom i mjerodavnom.

MoZemo zakljugiti: nosivost perturbiranog modela, mo-
dela s imperfekcijom i modela s u€incima plasticnog
teCenja odredena je osjetljivoStu poslijekriticne grane
grozda prema imperfekciji.

5 Dinamicki proracun

Dinamicki je proratun proveden SAP-om, spomenu-
tom HHTo metodom (At od 0,02 do 0,005), uz do-
datnu provjeru (brzom) metodom modalne superpozicije
(At =0,02), temeljenom na potprostoru Ritzovih vek-
tora. Modalne su jednadZbe rijeSene egzaktno jer vri-
jedi poligonalna aproksimacija potresnih zapisa. Time su
(uz dobru diskretizaciju pobude) uklonjeni problemi sta-
bilnosti i numeriCkog prigu3enja koji Cesto prate metode
vremenske diskretizacije. Superpozicija modalnih dopri-
nosa za jedan smjer pobude odredena je prema pravilu
CQC3, a za sva tri smjera pravilom SRSS, uz dodatnu
provjeru poznatim pravilom 30%. Odabran je koefici-
jent vaZnosti gradevine yy = 1,2. U skladu s propisima,
uginci plasticnog popustanja i raspucavanja mogu se uzeti
posredno: smanjenjem fleksijske i posmicne krutosti ele-
menata na polovinu punih vrijednosti.
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Potresni su zapisi prilagodeni spektralnoj krivulji, ho-
rizontalnom vrSnom ubrzanju tla (ang = 0,29), uda-
ljeno3¢u od rasjeda, geoloSkim uvjetima Sireg podrucja
i lokalnim uvjetima temeljenja. U nedostatku zapisa s
lokacije odabrali smo nekoliko domacih i stranih zapisa
koji se priblizno podudaraju s ovim zahtjevima (jedan je
prikazan na slici 20.a).

ale]! ik smijer (]

I\’, smijer (2 =

“[glw Lt:'m vertikalni smjer =
'% | I8

a) b)

Slika 20. M odel opteretenja potresom: a) jedan od zapisa,
b) glavni smjerovi pobude
Analizom spektralnih krivulja svakog zapisa odabrano je
onih sedam koji pobuduju vazne periode titranja kupole.
Dimenzioniranje je provedeno na temelju srednjih vrijed-
nosti odziva. Glavni smjer djelovanja potresa odreden
je poloZajem poprecne sile koja pripada prvom transla-
cijskom obliku titranja. Okomito na njega postavljen je

ZAHVALA

drugi smjer djelovanja (slika 20.b). Smijerovi se podu-
daraju s osima simetrije gradevine. U obzir je uzeta i
vertikalna pobuda, maksimalnog ubrzanja ayg = 0, 9ang.

6 Zakljutak

lako je vetina postupaka obradenih u ovome ¢lanku do-
bro utemeljena i istraZena, postoje otvoreni problemi koji,
ponajprije zbog nedostatka pokusa, jo$ nisu rijeSeni. To
se posebno odnosi na izbor mjerodavnog oblika imper-
fekcije, istaknutog pojavom sloZenog izvijanja koje moZe
dodatno smanjiti ionako veliku osjetljivost kupole prema
razliitim poremetajima. Zbog toga je poZeljno osim
prve (i Cesto mjerodavne) kriti€ne tocCke istraZiti posto-
janje bliskih, viSestrukih kriti¢nih to€aka i grozdova jer
iz razli€itih razloga (nepouzdanosti ili nepotpunosti mo-
dela) poslijekriti€ne grane i pripadne funkcije osjetljivosti
tih to€aka mogu postati mjerodavne.

U slucaju reSetkaste kupole s pravilnim oblikom mreZe
(primjerice s trokutnim ili trapeznim poljima) moguce
je uspostaviti analogiju s izotropnom (ili joS bolje ani-
zotropnom) kontinuiranom kupolom i zatim primijeniti
velik broj rezultata pokusa za procjenu nosivosti [20].
Medutim, za sloZeni oblik mreZe, poput ovoga, primjena
takvog postupka nije uvijek jasna, a ponekad moze biti i
opasna.

Autori se zahvaljuju prof. emer. dr. sc. Josipu Dvorniku na prijedlozima, savjetima i poticanju korisnih rasprava pri
projektiranju gradevine, a posebno na zamislima realiziranim algoritmom za proracun stabilnosti.
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