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Iz povijesti razvoja iteracijskih postupaka

U Cclanku su opisani doprinosi koje su clanovi Zavoda za tehnicku mehaniku zagrebackoga
Gradevinskog fakulteta dali razvoju iteracijskih postupaka za rjesavanje sustava jednadzbi inzenjerske
metode pomaka u Stapnoj statici: Calisevijev postupak dvostruke iteracije za okvirne sisteme s
translacijski pomicnim cvorovima, Kanijev postupak jednostruke iteracije, Wernerov postupak
ubrzavanja drugog dijela Crossova postupka i mjegove inacice te KuSeviceva usporedna analiza
postupaka.

K. Fresl, P. Gidak, S. Hak Subject review

From the history of development of iterative procedures

The authors describe contributions made by members of the Department of Technical Mechanics of the
Faculty of Civil Engineering in Zagreb to the development of iterative methods for solving systems of
equations of displacement method in rod structure statics: CaliSev’s double iteration procedure for
sway frames, Kani's single iteration procedure, Werner's procedure for acceleration of the second part
of Cross method and its variants, and comparative analysis of procedures by Kusevic.

K. Fresl, P. Gidak, S. Hak Ouvrage de syntese

De I'histoire du développement des procédés itératifs

Les auteurs décrivent la contribution des membres du Département de mécanique structurale de la
Faculté de génie civil de Zagreb au développement des procédures itératives pour la résolution des
systemes d'équations pour les méthodes de déplacement dans la statique des poutres: procédé de
Calisev d'itération double pour systémes-cadres a nceuds mobiles, procédé de Kani pour itération
simple, procédé de Werner pour accélération de la deuxieme partie du procédé de Cross et ses
alternatives, et l'analyse comparative de procédés par Kusevic.
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Aus der Geschichte der Entwicklung iterativer Verfahren

Im Artikel beschreibt man die Beitrdige die Mitglieder des Instituts fiir technische Mechanik der
zagreber Fakultdt fiir Bauwesen der Entwicklung iterativer Verfahren fiir das Lésen von Systemen von
Gleichungen der Verschiebungsmethode in der Stabstatik darbrachten: CaliSev's Verfahren der
doppelten Iteration fiir Rahmensysteme mit translatorisch beweglichen Knoten, Kani's Verfahren der
einfachen Iteration, Werner's Verfahren der Beschleunigung des zweiten Teils des Verfahren von Cross
sowie die Vergleichsanalyse von Kusevic.
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1 Uvod

KonstantinCalidev zapéinje ¢lanak [4] obrazléenjem
motivacije i svrhe primjene iteracijskih postupakatap-
noj statici: ,Da se odrede suSme nepoznanice stéki
neodrelenih sistema, obho se postavi potreban za to
broj linearnih jednaibi, koje dobivamo na osnovi pro-
matranja deformacije toga sistema. Broj ovih jedttdd
mora da odgovara broju nepoznanicé:esto se mpe
desiti, da je ovaj broj tako velik, da je praditi nemo-
guce direktno rij&enje ficl dobivenih jednadbi. Zgod-
nim izborom suvnih nepoznanica na temelju radih
ujednostavnjujtih pretpostavaka, iskd@Genja uvjeta si-
metrije i t.d. m&e se znatno umanijiti broj nepoznanica
i katkada se dobiva sistem jedrid, koji se daje upora-
bom nar@itih naCina rijesiti razmjerno jednostavno. Ako
je nakon sviju ujednostavnenjaif| broj jednaabi ipak
prili¢no velik, zgodno je da se upotrijebigia postepenih
aproksimacija.”

Caligev je,&ini se, bio prvi koji je, péetkom dvadese-
tih godina, primijenio iteracijski postupak u §avanju
okvirnih konstrukcija [7, 9, 15, 21]. U [22] Tin&enko
pise: , Tijekom iducega semestra Hardy Cross je prika-
zao svoju metodu pro€ana okvirnih konstrukcija. Ni-
kada nisantuo o Hardyju Crossu, ali sam odmahtim
da je njegova metoda vrlo blizhaliéevljeve metode, ko-
ju sam dobro poznavao, i prikaz koje je bio objavljen u
Zagrebu prije gotovo deset godinaci® se tu nije radi-
lo o plagijatu, jedino o dilemi tko je bio prvi’Caligev-
ljiev je rad, naime, pr&ao granice Kraljevine Jugoslavije
tek godine 1936. kada je u njeiem prijevodu pred-
stavljen na kongresu IABSE-a u Berlinu [32].U [15]
autori navode da j€alidev metodom uzastopnih aproksi-
macija rjésavao samo okvire s translacijski nepémm
¢vorovima, nocitajui ¢lanak [4] doznatemo da je uz
to predi@io i dva postupka protaina, pomicnih” okvira
opteré&enih horizontalnim silama évorovima.

Uz Caligeva, j& su nekiélanovi Zavoda za tehéku me-
haniku zagreb&koga Graevinskog fakulteta doprinije-
li razvoju iteracijskih postupaka $avanja sustava jed-
nadtbi inzenjerske metode pomaka u linearnoj, ali i u
nelinearnojStapnoj statici. Tecemo doprinose potanje
prikazati u ndemclanku.

2 Postupak K.Caligeva

U Clanku [3]éaliéevje opisaqkako se jednostavno mo-
gu odrediti sporedna naprezanja ko8etkastih nosa,
koja nastaju uslijed krutosti spojeva&uorovima, ako pri-
mjenimo [sic] na njih metodu postepenih aproksimacija’,
a u [4] je pokazagkako se mae primjeniti isti n&in kod

1 O dubini jezEnoga jaza por&o govori i navod naslova rada [4] u [9]:
Izratunavanje \Bestruko statici neodredenik sistemy pémpostepe-
nik aproksimacija
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izratunavanja okvirnih konstrukcija” U prikazihoda
pror&unavanja” slijeditemo izlaganje u drugonidan-
ku, uz prilagodbu predznakte osuvremenjivanje i usu-
glaSavanje oznaka.

Calisev zapdinje primjerom jednoetaoga okvira s ver-
tikalnim stupovima i horizontalnom gredomPod dje-
lovanjem vanjskih sil&vorovi nos&a zaokrenute se u
opcenitom sl@&aju za neke kutov@,, i uz to pomaknuti za
veli€inu u, koja je za sv&vorove grede zajedtia”, jer
»promatramo samo deformaciju uslijed savija$fapova

i zato ne uzimamo u obzir pomakta uslijed stl@ivanja

ili rastezanjastapova”.

Zadda se, prema principu superpozicije, Teaijesiti u
dva koraka:, U prvom dijelu odreditemo momente na
krajevima pojedinilstapova, koji nastaju uslijed djelova-
nja vanjskih sila, t&emo uz to pretpostaviti, da je jedan
¢vor nos&a spojen s&vrstim tlom j& pom@&u horizon-
talnogStapas, te €e radi toga pomakrae u biti jednako
nuli. U drugom dijelu odreditemo momente, koji na-
staju pod djelovanjem same horizontalne sile, koja je jed-
naka i protusmijerna sili §tapu«.” Rastavljanje zadze

u dva dijela odgovara formulaciji Benjerske metode po-
maka koju je A. Bendixsen objavio 1914. godine. Danas
uvrijezeno oblikovanje sustava jedridnd u kojima se kao
nepoznanice pojavljuju i kutovi zaokre&xorova i (ori-
jentirane) duljine pomaka razradio je A. Ostenfgtdk”
1921. godine [9].

2.1 Sistemi s translacijski nepogémim ¢vorovima

,Pasto su krajeviStapova ucvorovima kruto spojeni i
centriCvorova su neporihi, to se deformacija sastoji sa-
mo u okretanjlEvorova, tece se uslijed toga krajesia-
pova, koji pripadaju jednongvoru, okrenuti za isti kut
dmi = ¢m.” Ti zaokreti uzrokuju savijanj&tapova, pa je
ukupna vrijednost momenta na krajuStapa(m,i), ako
je prizmattan, dana poznatim izrazom

Mmi = 4Kmi®m + 2Kmji ¢i + Mm;, (1)
gdje suMy,; momenti upetosti, &mj = E In/lm,.

»Ako izlu€imo iz n&e konstrukcije jedagvor, n. pr.m,
onda na njega djeluju [...] momenti, koji su jednaki i pro-
tusmjerni momentima na krajevinssapova, t.j. momen-
ti —Mmn, —Mmo i t.d” Uvjet je ,ravnoteja izlutcenog
cvora”

Zi(_mei) =0, odnosno Zi Mp = 0. 2

.Znak S protee se na sve krajev@apova, koji pripa-
daju jednomévoru.” Uvrstimo li u tu jedna#lbu desnu
stranu izraza (1), bite

(3 4kni) om+ Y 2knii + 3 Mg = 0. (3)

»Kuteved, moramo odabrati tako, da zadovoljavaju jed-
nadtbu (3) za svaktvor konstrukcije. Ovu zada ri-
jesavamo $ic] putem postepenih aproksimacija”: umje-
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sto da istodobno zadovoljimo sve jedithd tako da sve
¢vorove istodobno zaokrenemo zarave” kutove, zao-
kretattemocvor pocvor zadovoljavajai time u svakom
od njih zasebice uvjet ravndte momenaté.

, Painjemo sa onintvorom, gdje éekujemo najveu, po
apsolutnoj vrijednosti, veiinu ¢,.” Neka je tocvor m.
Ako je zaokretanje svih ostaliivorova sprijéeno, to
jest, ako sup; =0 zai # m, iz jednadbe (3) slijedi

1 _
¢m: —m ZiMm,i- (4)

Zaokrettvoram, osim na pripadnom krajgtapa(l,m),
uzrokuje moment i na kraju s vrijedn@&tu 2k m®om. Is-
to e se tako pri zaokretanjivoral pojaviti moment na
krajum3Stapa(l,m), $to zn&i dace uravnotizenjecvoral
narwsiti ravnoteu koju smo vé ostvarili u¢vorum. Mo-
rattemo se stoga veati ucvorove koje smo vejednom,
dvaput, triput, ... uravnomdi. Postupak je iteracijski:
ravnot&noj konfiguraciji okvira pribitavamo se postu-
pno, adpm prema (4) tek je prva prititha vrijednost, pa
temo je oznéiti sa¢§#).

Neka suq)i(B‘) priblizne vrijednosti kutova zaokretavo-
rovai pri ponovnom dolasku @vor mu nekom kasnijem
koraku pror&una; gornji indeks ozitava da je rijé o
vrijednosti kutap; dobivenoj nakoi; uravnoteéenjacvo-
rai. Kako smo uravnotgenjem susjednilgvorova na-
rusili prethodno ostvarenu ravna@geucvorum, zbroj vri-
jednosti momenata koji na nj djeluju tebiti jednak nuli:

(Zi 4km,i) dipm
(Bi) Vi (Bm) ®)
+ Zi 2Kmi ;" + Zi Mmi = MMm™.
Jednadba (3) bitce zadovoljena samo s pravim vrijed-
nostima koje se oqbi(Bi) razlikuju za prirasté\;. 1z (3),
uz (5)i¢i = ¢i<B‘)+A¢i, dobivamo

(43 kni) 80m + 3 2knitpy + MEY 0. (6)

Da Evor m ponovno uravnotamo, sprij&€it cemo dalje
zaokretanje svih ostaliivorova, a njega dodatno zao-
krenuti, pa je prirast kuta potreban za uravizetge

1 (Bm)
S i AKm, D™, 0

tako da je priblzna vrijednost kuta zaokretavoram na-
kon B+ 1 uravnoté@enja

A¢§Em+1) _

Bm
oY = o+ 20 — o+ 3 20RTY. (@)
k=1

2 Kutovi zaokreta vrlo su mali brojevi, dok su, s druge stramgesno-
sti koeficijenata krutosti razmjerno velike. Zaucni” su pror&un ili za
prora&&un pomau logaritamskoga faunala— u naim krajevima pozna-
tijeg pod njeméakim nazivomRechenschieber-takvi odnosi veltina
neprikladni, paCaliSev umjesto kutova izEanava, njima razmjerne ve-
licine” NO = 2E¢<>
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Izraz (4) poseban je staj izraza (7): na petku su pro-

ratuna svi$\” = 0, pa iz (8) i (5) slijedidly = Adly

i MY =5 Mmi. Jednadou (6), koja je istoga oblika
kao (3), nazivamo rezidualnom jedrmbm. Indukcijom

je, pomau izraza (5), (8) i (7), lako pokazati da je

M = Y 2kmi 207, ©)

pri Cemu zbrajamo priraste kutova zaokrét@rova koji

su uravnotgeni nakon posljednjega uravnénjacvo-
ram. lteracijski postupak u kojemu iztanavamo prira-
ste nepoznanica naziva se diferencijskom iteracijom.
Poredamo li jednatbe (3) redoslijedom kojim smo nu-
merirali cvorove te uvedemo oznakamm = 3 i 4Kmi,

ami = &m=2kmi i bm=Y; Mn;, u CaliSevljevucemo
postupku lako prepoznati Gauss—Seidelov iteracijski po-
stupak rj&avanja sustava linearnih jediaidl Prema
matemaiikoj teoriji iteracijskih postupaka [14], taj po-
stupak konvergira ako je sustav strogo dijagonalno domi-
nantan ([amm| > | ¥ (i.zm) ami| za svem) ili ako je ba-
rem nesvodivo dijagonalno dominant@me mae se ra-
staviti na dva neovisna sustavaain,m| > \zi(#m) amil

za svem, uz ,>' za barem jedann). U jednadbi (3)
koeficijent uz ¢, dva je puta véi od zbroja ostalih,
pa je c&ito da je sustav jedndti ravhotge momena-
ta ucvorovima strogo dijagonalno dominantaBtovise,
moze se pokazati da brzina konvergencije ovisi o0 omjeru
|amml/| ¥i(i£m) @mil; omjer 2 mde se smatrati vrlo po-
voljnim, tako da,[v]et druga aproksimacija daje dinio

za prakténu svrhu dovoljnu ténost”.

U uvodu Elanka Caligev istte: .Kao glavnu zadau
kod pror&unavanja okvirnih konstrukcija smatreémo
odredivanje momenata, koji djeluju na krajevima pojedi-
nih Stapova.” A ipak, u njegovu su postupku nepoznani-
ce kutovi zaokret&vorova, dok se vrijednosti momenata
izratunavaju naknadno, posredno. Da se vrijednosti mo-
menata na krajevim$tapova mogu izravno iztana(va)ti
nekoliko je godina kasnije o Hardy Cross [29,30, 4.
Vezu s Crossovim postupkofhaliéev je izveo u uibe-
niku [5]: , Odredivanje kutovad, ima zapravo prolazno
zn&enje. Svakoj promjeni,, odgovara promjena mome-
nata koji djeluju na krajevétapova. |z osnovne formu-
le (1) za momente koji djeluju na kraje&apa vidimo
da promjena kuté, zaokretatvoramima za posljedicu
promjenu momenata, koji djeluju na krajeStapova, koji
pripadaju tontvoru za veltinu

4Km;
AMm.,i = 4km.,iA(I)m = _zélkrlzm
j )

i da se na protivnim krajevima tibtapova moment pro-
mijeni za veltinu
AMim = 2Kmi Apm = 5 AMm; "

Mm (10)

(11)

3 Prema pregledanim izvorimiini se da je [12] prvi prikaz Crossova
postupka na riem jeziku.
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Kao Sto je poznato, koeficijenfimj = 4km;/3 j 4kmj U
izrazu (10) naziva se razdjelnim koeficijentom, doRjg
u (11) prijenosni koeficijent.

,Ovim je rijeSen prvi dio zadee”

2.2 Djelovanje horizontalne siledvoru jednoetanoga
okvira

»Silu uStapue dobivamo iz uvjeta ravnoke grede, koja
je izlutena presjekom pokenim kroz sve stupove” nepo-
sredno ispod grede Projicirajuti sve sile na horizontal-
nu os dobivamo” da je vrijednost sile koja jgednaka i
protusmjerna sili stapues”

A=H=3 T

gdje jeH vrijednost rezultante svih zadanih horizontal-
nih sila, koncentriranih i distribuiranih, koje djeluju na
gredu, dok st ; vrijednosti poprénih sila u presjecima
stupova(i,i), a zbroj obuhvéa sve presfene stupove.
Vrijednost popréne sile izr&unavamo iz uvjeta ravno-
teze momenata oko podag stupa, tako da je

1

gdje je Tig vrijednost popréne sile na odgovarajem

(12)

Tii Mi;+Mii) + TS, (13)

kraju jednostavno oslonjene grede jednakoga raspona i

s istim opteréenjem.

, Pod djelovanjem” siled , pomaknutte setvorovi u ho-
rizontalnom smjeru za neku véihu u. Uslijed toga mi-
jenjaju se kutevi, koje zatvaraju smjerovi horizontalnih
Stapova sa smjerovima stupova..” Smjerstapa nazvan

je smjer pravocrtne spojnice njegovih krajeva; promjenu

smjeraStapa zvatemo zaokreton$tapa. Budéi da su
Stapovi uévoru malusobni kruto spojeni, kutovi izna
tangenata na njihove ela&tie linije ne mogu se promije-
niti, pa seStapovi savijaju.

,Umjesto da traimo pomakng@e u, koje odgovara djelo-
vanju dobivene silé\, postupatemo obratno t. j. odabrat
cemo isprva pomicanje po volji, te temo zatim odredi-
ti momente na krajevim&tapova, koji odgovaraju oda-
branoj deformaciji sistema. Iz ovih momenata @araat
temo odgovaraftu horizontalnu silu. Uzmimo da je to
sila B. Pdsto su sile linearne funkcije deformacije, mo-

menti su srazmjerni silama. Prave momente, koji nastaju

pod djelovanjem sileA dobivamo tako, da pomiimo
dobivene momente sa razlomkofyg. [...] To Ce biti
momenti, koji odgovaraju drugom dijelu postavljene za-
date. Potpune momente doliiemo tako, da zbrojimo
rezultate obih dijelova zada”

,Zad&a odrdivanja momenata, koji odgovaraju hori-
zontalnom pomakritu u, sasma je sfina zadéi o od-
redivanju sporednih momenata, koji nastaju kosletia-
stih nos&a uslijed krutosti spojeva évorovima.” Vratit
temo se, stoga, na $te viSe od godinu i pol starijtla-
nak [3].
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2.3 , O dopunitbenim naprezanjimaSetkastih nose”

»|K]od proratunavanja réetkastih nosazeljeznih mos-
tova obEno [se] pretpostavlja, da sitapovi spojeni u
¢vorovima idealnim zglobovima.” Pretpostavi li se k to-
mu jos i da vanjske sile djeluju évorovima, uStapovima
Ce postojati samo uzdue sile, tete seStapovi produlji-

ti ili skratiti, ali Ce pritom ostati ravni. Zbog promjena
duljina Stapovacvorovi te se pomaknuti, a kutovi, ko-
je Stapovi u nekontvoru metusobno zatvaraju, promi-
jeniti; promjenu kuta izmau Stapova(m,n) i (m,i) pri-
klju€enih ucvor mozndit temo sapnmi. No,,, [u] zbilji

su” u tvorovimastapovi, Evrsto zakovani”, pa se kuto-
vi izmedu Stapova ne mogu promijeniti, nego &eorovi
zaokré&u kao cjeline, zbogega s&tapovi moraju saviti,
tako date se u njima pojaviti i momenti savijanja.
RjeSenje problema naprezanja zbog savijanjatapo-
vima reSetkastih noga jedan je od kljanih koraka u
razvoju metode pomaka [21,9]. Prvo je&gmje dao
H. Manderla 1878./79. godine. No, kako je u obzir uzeo
utjecaj uzdinih sila na momente savijanja, njegove su
jednadbe nelinearne, pa su stoga bile neprimjerene za
primjenu u ondanjoj inzenjerskoj praksi. Rfenje s li-
nearnim jednatbama objavio je O. Mohr 1892./93. go-
dine. Taj sg,n&tin izraCunavanja dopunitbenih napreza-
nja osniva na pretpostavci, da su ugdviorova noséa
sacvrstim spojevima isti kao i ugibtvorova zglobnih
nos&a.” Kut Sto ga zatvara tangenta na el&sti liniju
Stapa(m, n) na krajum s ravhom osi pomaknutogdapa

u idealiziranom nosau sa zglobnintvorovima, oznéit
€emo sadmn. Kutove amn i 0mi na krajevimam bilo
kojih dvaju Stapova(m,n) i (m,i) priklju€enih u€vor m
povezuje izraz

Omj = Omn— Wnmi- (14)

Slijedi da u svakongvoru treba samo jedan kat, , sma-
trati nepoznanicom, a ostale izraziti u ovisnosti o njemu
i 0 poznatim kutovimal,, ., .. Broj je nepoznanica, pre-
ma tome, jednak brojavorova, a za svaki s&vor maze
napisati jednakba ravnotée momenata.

Jas treba izraziti vrijednosti momenata na krajevigta-
pova u ovisnosti o kutovime,, .. Calisev pritom u obzir
uzima, da su krajevitapova uslije@vornih lamela apso-
lutno ¢vrsti” No, postupak rjgavanja sustava jedngul
ne ovisi 0 sldenosti izraza za momentgpokazattu, da
uzimanje u obzir ski@vanja slobodne dulljlinétapova
ne smeta primjeni jednostavnog i zgodnogsemrja za-
date putem postepenog pribénja” , po istojSemi [sid],
koju upotrebljava prof. Waddélkod risavanja stine za-
date” primjenom, klasitnoga” izraza

Mmi = 4KkmiOmji + 2Km; Qi m.

4 Tok pror&una podrobno je opisan u [23], uz napomeny, pastu-
pak nipdto nije izvoran auktorov, bududa su stanovita njegova obi-
liezja u veeoj ili manjoj mjeri vet rabili razni istraivati”. | Manderla
(prema [15]) i Mohr (prema [21]) predkii su jednostavne iteracijske
postupke rjgavanja jednatbi koje su izveli.

(15)
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Prvo se odrduju promjene kutova,, ., ., izmedu Stapo-
va u pojedinimévorovima uz pretpostavku zglobnih spo-
jeva. ,U tu svrhu upotrijebittemo poznatu konstruk-
ciju Williotta” Potom se prelazi na iztaunavanje neo-
visnih kutovaa,, ., , putem postepenog priiénja”. , Za
prvu aproksimaciju mogu se uzeti vrijednosti po volji.
Ipak je zgodnije, ako odredimo prve aproksimacije ta-
ko, da podijelimo promjenu kuta skretanja izthuedvaju
najcvrstih Stapova motrenogvora u obrnutom razmjeru
premacvrstcti ovih Stapova.” S tim se vrijednostima iz-
ratunavaju vrijednosti momenata kojinséapovi djeluju
nacvorove. No, kako su pretpostavljeni kutovi tek pri-
blizni, zbrojevi dobivenih vrijednosti momenata u poje-
dinim évorovima,, izlaze razlénima od nule. Narednze
se zadéa sastojati u oddivanju takovih pid isprava-
ka [za kutove] da bi ti zbrojevi momenata za svakor
postali po moganosti jednaki nuli” Proglasimo li kut
Omn Odabranogdtapa(m,n) kutom zaokretetvoram,
Omn = §m, za ostale kutove n@mo, uzPnmi = Pmi,
pisati 0mj = ¢m— Pmi. UvrStavanjem u izraz (15) dobi-
vamo poznati izraz

Mmi = 4kmi®m + 2Kkmj i — 6kmiWmi; (16)

ako su dijelovi krajevastapova, negipki’, izraz ce biti
nesto sl@eniji. Kako su kutovi,, ., poznati, vrijednost
—6kmi Wmi mozemo smatrati vrijedritu M, momenta
upetosti. Budai da se proréun, osniva na pretpostavci,
da su ugibitvorova noséa satvrstim spojevima isti kao

i ugibi ¢vorova zglobnih noga”, Evorovi su translacijski
nepoméni, pa dalji, hod pror&unavanja’, putem poste-
penog priblzenja” mae biti kao u pododjeljku 2.1. Ti-
me smo, naizgled, zatvorili Zarani krug. S darsamje-
ga je gledsta opisani postupak iztanavanjg dopunitbe-
nih naprezanja” tek poseban &4j iteracijskoga rigava-
nja jednadbi metode pomaka za sisteme s translacijski
nepoménim ¢vorovima, u kojem su momenti upetosti
odredeni poznatim zaokretimgtapova. Povijesni je tijek,
medutim, bio , protusmjeran”: postupak, koji su Man-
derla, Mohr, Waddell, pa ian CaliSev razvili za pro-
racun,, dopunitbenih” naprezanjadtapovima réetkastih
nos&a, CaliSev je u [4] pr&irio na rjgavanje okvirnih
konstrukcija s translacijski nepoamim i s (horizontalno)
pomicnim ¢vorovima. Tako razvoj iteracijskih postupaka
slijedi razvoj irgenjerske metode pomaka: Bendixseno-
va je formulacija pr8irenje podrgja primjene Mohrova
postupka s réetkastih na okvirne noga [9].

2.4 Viseetani okviri

Krenemo li od naj\se etde nadolje vrijednost sile koja
je ,jednaka i protusmjerna” reakciji u prigjnomsta-

pu u etdi r okvira s vertikalnim stupovima i horizontal-
nim gredama dobivamo, uz promjenu predznaka, iz uvje-
ta ravnotée dijela okvira iznad presjeka kroz sve stupove
te et&e, neposredno ispod njezipstropne” grede:

A = Hr,g + Ze>r He — Z(i,i)er Tii B Ze>r Ae.  (17)
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Pritom jeH, g vrijednost rezultante zadanih horizontalnih
sila koje djeluju na gredu etar, dok suHe vrijednosti
rezultanata zadanih horizontalnih sila koje djeluju na stu
pove i grede etee e, pa se zbroj u drugom pribrojniku
proteze po svim etaama iznad eteer. Treti je pribroj-
nik zbroj vrijednosti poprénih sila u presjecima stupova
etazer; te se vrijednosti izridunavaju prema izrazu (13).
»Imademo lin redova, to je deformacija oditena san
koordinata, a to su pomakéau, odgovarajgih redo-
va. [...] Pom@u postepenih aproksimacija @@mo naj-
prije da izr&unamo za svaku deformacijy = 1 mo-
mente na krajevimatapova, uzesi, da su ostala pomak-
nucau, = 0. Dobiveni momenti daju nam odgovarag
horizontalne sileAy i, A2 i Anj. Da odredimon nepo-
znanicay; sastavittemo sisterm linearnih jednaibi”
oblika

Ae = Acrur + AgpUp + +Ae3Us + -+ + Agnun. (18)

Jasno je da je pri \&m broju, redova” takav postupak
dugotrajan i zamoran. Uz to, ponovno se pojavljuje pro-
blem rjeSavanja sustava jedn#a (taj je sustav, dode,
znatno manji n&to bi bio da su i kutow, nepoznanice).
, Radi togatemo i u tom sl@aju primijeniti n&in poste-
penih aproksimacija. Odabraemo u péetku horizon-
talna pomaknta u,, tako, da se ona makar i grubo pri-
blizuju deformaciji sistema. Bto u praksi ndjeste do-
laze sl&ajevi, u kojima su krutosti horizontaln8tapova
mnogo vé&e nego li krutosti vertikalnih, zgodno je da uz-
memo kao prvo priblienje deformaciju, koja odgovara
apsolutnoj krutosti horizontalniktapova”; to, zapravo,
zn&i dace setvorovi horizontalno pomaknuti, ali da se
pritom nete zaokrenuti. Ako su svi stupovi &&r iste
duljine h;, zaokrenute se za kut
U —U-—1
b= ==
Izrazimo li u jednadbi ravnot&e horizontalnih sila na
dijelu okvira iznad presjeka kroz te stupove,

YerPem D e i =0, (20)
vrijednostiT; j u ovisnosti oM i M;j prema izrazu (13),
uz Tig =0 (jer sileAe djeluju u€vorovima), uz

Mii = Mjj = —6ki; Y,
dobitcemo

(19)

(21)

1
wr:_j2Za@ah¢hrzeﬂAe

Uvrstavanje tih kutova u (21) daje vrijednosti momena-
ta upetosti u stupovima. Grede su apsolutno krute, pa
u njima momenata upetosti nema. SadaZzemo do-
dati zamgljene pridzajnestapove i, putem postepenog
priblizenja” izr&unati vrijednosti momenata koji odgo-
varaju odabranimpomakni&ima” i stvarnim krutostima
greda. Potontemo za te vrijednosti izEanati vrijedno-

sti B,, pridrzajnim reakcijamajednakih i protusmjernih”

(22)
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sila. Drugim rij&€ima, dobili smo ravnotenu konfigu-
raciju za djelovanje sila vrijednosti kojih 98, umjesto
zadanihA,,.

Sto je omjer krutosti greda i stupovaotigto ce biti ma-
nja razlika_izmelu vrijednostiA i Bj u pojedinim,,re-
dovima” Calisev predlde da se za prittno rj&enje
umjesto vrijedno$tB, uzmu vrijednostin B, pri Cemu

iz uvjeta da je zbroj kvadrata razlika izeheA; i n B; mi-
nimalan dobivan = 5; A/Bj/y;b?. Prema [5] vé to
rieSenje,u mnogim sl¢ajevima prakse potpuno zadovo-
ljava” No, ako su razlike iznau vrijednostiA; i n B; pre-
velike, pror&un treba ponoviti sa silama vrijednosti kojih
suAA; = A — nB; parezultate pribrojiti prethodnima.
Oba je postupka— postupak koji vodi na sustav jed-
nadtbi i, nafin postepenih aproksimacija” — ponovno
otkrio Cross nakoliko godina kasnije [2]. Naravno, za
razliku odCaliSeva, Cross u provedbi postupka razdjelju-
je vrijednosti neuravnoienih momenata.

3 Kanijev postupak

Iteracijski postupak rfgavanja okvira s translacijski po-
micnim ¢vorovima u dva koraka— rgavanjem pridza-
noga okvira i portavanjem pridfajnih sila— naziva se
dvostrukom iteracijom. Postupak jednostruke iteracije,
koji odgovara Ostenfeldovoj formulaciji Z@njerske me-
tode pomaka, uveo je Gpar Kani [8].

Izraz za ukupnu vrijednost momenta na kre§tiapa(i, j)
Kani piSe u obliku

Mij = 2Mij + Mj; + M} + M,
pri ¢emu su

Mi’_j = 2k; j i polovina vrijednosti momenta izazvanoga
zaokretontvora na istom kraju za ku;,

MJ{i =2ki,j¢; vrijednost momentaizazvanog zaokretom
¢vora na drugom kraju za ket i

M{’; = —6kijyij vrijednost momenta izazvanog zao-
kretomstapa za kugy; .

Iz jednadbe ravnotze momenata koji djeluju névor a

nakon srdivanja dobivamo izraz za zbrdgf; 2My; vri-

jednosti momenata na prikifenim krajevimaStapova

zbog zaokreta togvora, potreban za njegovo uravno-

tezenje. Tajcemo zbroj, kao i u Crossovu postupku, raz-

dijeliti na blize krajeve priklj@enihStapova:

(23)

Map = ban (3 Mia+ Y, ML + Ma) (24)
uz Ma =5 Ma;. Koeficijent

_ 1 kap
Hap = > S ke (25)

nazivamo rotacijskim razdjelnim koeficijentom. Za raz-
liku od Crossa, koji prije razdiobe mijenja predznak
vrijednosti neuravnot&noga momentato se mae fi-
zikalno interpretirati kao poBtavanje neuravnatenoga
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momenta dodavanjem momenta suprotnoga smisla vrt-
nje, Kani predznak—' pridruzuje razdjelnom koeficijen-
tu. U Kanijevu se postupku uz to iZnanavaju i zapisu-
ju polovine vrijednosti momenata na krajevimazioia
cvoru, pajey; Hai = —1/2; kod Crossa j& i hai = 1.
Osimsto je M{ ; = 2k; j ¢i polovina vrijednosti momenta
nai-tom krajuStapa zbog zaokretvorai za kuto;, to je

i vrijednost momenta na krajuzbog istoga uzroka. Kani
stoga ne, prenosi momente”, nego pri iZtanavanju vri-
jednosti neuravnoi=noga momenta u nekoéworu pri-
braja vrijednosti momenata zapisane na daljim krajevima
u taj Evor prikljucenihstapova.

Najveta je, melutim, razlika u tométo Cross pri uravno-
teZzenju Cvora izr&unava priraste vrijednosti momenata,
koji teZze k nuli, pa se kortma vrijednost dobiva zbra-
janjem svih prirasta, dok Kani iz€anava ukupne vrijed-
nosti koje t&e k tr&enoj vrijednosti. Crossova je iteracija
diferencijska, a Kanijev@emo nazvati potpunom.

Osim vrijednosti momenata zbog zaokrétarova u si-
stemima s translacijski pognim ¢vorovima nepozna-
te su i vrijednosti momenata zbog zaokr&tapova, pa
uravn@enja momenata &vorovima nisu dovoljna za iz-
racunavanje svih nepoznatih vrijednosti. Ciklusi uravno-
tezenjacvorova, u kojima se svalivor uravnotéuje po
jedanput, izmjenjuju se sa ciklusima uravrieeja etaa.
Uvjet ravnot&e horizontalnih sila koje djeluju na dio ok-
vira iznad presjeka kroz sve stupoveZta, neposredno
ispod grede, izreavamo jednathom

Hrg + Ze>r He — Z(i,i)er Tii=0

Izraz (13) za vrijednost poptee sile na vrhu stupa, uz
Mi i Mjj prema izrazu (23) i uM; = M{;, daje

(26)

1 _
gdje vrijednost
_ 1 _
Tij = Tig + — (Mi; +Mj;) (28)

hivi,
ovisi samo o poznatim vrijednostima zadanih optere
nja. Uvrstimo li izraz (27) u jednatu ravnoteze (26),
dobit temo izraz za zbrdj (; e, M vrijednosti mome-
nata od zaokreta stupova k¢a potreban za zadovoljenje
te jednadbe, koji potom razdjeljujemo na stupove:

Mia = Mia = Vaa| 3 e (M1 4+ ML) +§Mc|; (29)

pritom je

3 kaa

Vag = — = (30)
aa 2 Z(i,i)erkl,J

translacijski razdjelni koeficijent, dok je

M= —(Hig+ 3 o He = 3 er Tid ) P (31)

vrijednost momenta, kojtemo nazvati momentom zao-
kretanja etaer zbog zadanih (horizontalnih) sila. Butiu
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da suMg, = Mg ,, Kani vrijednost zapisuje jednom, na
sredini visine stupa.

Kani, a i Caliev prije njega, dogitaju stupove raatitih
visina u nekoj eta (primjerice, u najdonjoj etd, ako su
lezajevi na razftitim razinama). U tonte sli€aju kutovi
zaokreta tih stupova biti ra#iiti, pa se dobivaju skoeniji
izrazi. lzrazice biti slazeniji i ako osim upetih postoje i
zglobni lezajevi.

Kanijeva je metodasla u brojne svjetske athenike sta-
tike, primjerice [13, 24]. Treba ipak ¢eda u vrijeme
objavljivanja knjiice [8] Kani vise nije bioClan n&ega
zavoda, jer je iz dravne sldbe otpdten 1945. godi-
ne [20].

4 Postupak O. Wernera

4.1 Pror&un ,pravilnih” okvira

Postupak Otta Wernera omdtava u nekim, ali u ibe-
njerskoj praksicestim, sl@ajevima zamjetno smanjenje
opsega prorfguna okvira s translacijski pognim ¢vo-
rovima, opteréenih horizontalnim silama @vorovima.
O.Werner je postupakiznio u predavanju u projekt-
nom zavodu PAN Zagreb, god.1951" [28], ali izvor-
nu ingicu 9m nije nikada prikazao u nekoj stmoj ili
znanstvenoj publikaciji. Opis, na koji seprikaz osla-
nja, dan je u [18] i, n&to osirnije, u [19].

Za simetréne vBeetdne okvire s jednim rasponom &e
prva faza postupka daje kaireo rjgsenj€. Horizontalne
sile u€vorovima rastavljamo na simetrii i antimetrEni
dio. Promjene duljina greda zbog utjecaja uzdh sila
ne uzimaju se u obzir, pa za siméfo opteréenje nema
momenata savijanja. Pri antimémiom je pak djelovanju
polie pomaka simettne konstrukcije antimeto, Sto
zn&i da su kutovi zaokreta obajtvorova etde jednaki,
da se polo\sta raspona greda ne pdmipo vertikali te
da su u tim polotima ta@ke infleksije progibnih lini-
ja greda. Kako u téki infleksije zakrivljenost3cezava,
u polovitu je raspona vrijednost momenta savijanja jed-
naka nuli. Umjesto cijeloga sistema #emo stoga pro-
matrati samo jednu njegovu polovicu, uz odgovateju
rubne uvjete u osi simetrije — pofime zglobne [Eaje-
ve koji spr&avaju vertikalne, a dof@taju horizontalne

51 natin zapisivanja profeunskih (meu)vrijednosti ima svoju povijest.
Waddell iCaliSev upisivali su ih u tablice. Pregledniji zapis u toEio
shemu konstrukcije uveo je Cross. lako je timezd@ zamutio fizi-
kalno zn&enje postupka, Kani je pozornost posvetioZetasti zapisa:
predznak,— uklju€uje u razdjelne koeficijente, pri uravnaeju etda
vrijednosti razdijeljenih momenata zapisuje samo jednom, diakav-
note&enjucvorova zapisuje samo polovine vrijednosti, bez pEemja.
Spomenuttemo da je u [2] opisan ,jskreeni” Crossov postupak u
kojem se ne zapisuju razdijeljene, nego samo prenesendnaogé mo-
menata, pa na kraju [mé@emo] n&i zbroj izvornih momenata upetosti i
prenesenih momenata te razdijeliti taj neuravhete iznos”.

6 Uz to, kon&no se rjgenje odmah dobiva i za&grasponske okvire
ako su krutosti svih greda jedne Btgednake te ako su krutosti vanjskih
stupova upola manje od krutosti unutarnjih.
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pomake i zaokrete. Takav se sistem naziva poluokvi-
rom. Radi laBega poopenja postupka na nesimétne

i na viSerasponske okvire zamistiemo da je poluokvir
umjesto, rezanjem” nastagpreklapanjem” dviju polovi-
ca okvira oko osi simetrije, a &vorove poluokvira stavit
cemo sile jednake silama na okviru.

Ako okvir nije simetrtan, polje pomaka pod antime-
tricnim opteréenjem née biti antimetrtno, no u prvoj
¢emo fazi prorauna uzeti da su kutovi zaokreta obaju
¢vorova etde jednaki. Stovise, i za vEerasponskiemo
okvir uzeti da su kutovi zaokreta svidvorova etae jed-
naki, te ce take infleksije progibnih linija greda biti u
polovistima njihovih raspona, tako da okvir, preklapa-
njem u polovétima raspona greda, memo i sada za-
mijeniti poluokvirom koji pror&unavamo relaksacijskim
postupkom sinim Crossovu postupku — koraci su ana-
logni, ali su drugaéiji razdjelni i prijenosni koeficijenti.
Zarazliku od Crossova postupka, pri uravriaeju poje-
dinih Evorova zaokretanjem njihove horizontalne pomake
ne spréavamo. Dopustimo li pri zaokretanju vrha stupa
njegovo pomicanje, stuje se ponsati kao konzola upeta
u podngju. Da bi se njezin vrh zaokrenuo za ki, u
njemu mora djelovati moment vrijednost kojega je

IV'r,r—l = kr¢r» (32)

pri cemu je koeficijent krutosti stupa poluokvira jednak
zbroju koeficijenata krutosti stupova odgovataietae
okvira. Na dnu je konzole vrijednost momenta

Mrfl.r = —Mr,rfl, (33)
Sto zn&i da je prijenosni koeficijent po stupdl. Ana-
logni se izrazi mogu napisati za zaokret pogjacstupa.

Grede su jednostrano upete, pa za vrijednost momenta na
upetome kraju zbog zaokretaora vrijedi izraz

Mr’g = 3kr7g ¢r- (34)
koeficijent krutosti grede poluokvira jednak je zbroju
Cetverostrukih koeficijenata krutosti gredazsazvorno-

ga okvira (preklapanjem polovica greda njihovi se mo-
menti tromosti udvostituju, a rasponi raspolovljuju).

Cvorr na koji djeluje neuravno#eni moment s vrijed-
nostu ﬁﬁgﬁi) uravnotgujemo dodatnim zaokretanjem za
kut Ap B Y. Uz izraze (34), (32) i analogni izraz za vri-
jednost momenta na dnu stupazta+1 zbog njegova
zaokreta dobivamo

(Bi+1) 1 (Br)

A =——— o), 35
i’ Bkgtk+kor (39)
pa, povratak” u te izraze za razdjelne koeficijente daje

o 3kr,g o ke _ kr+1
Wo= " Wra=1 1 M=~ (36)

gdje je Ky = 3kr g+ ke +Kr11.

| vrijednosti se momenata upetosti u stupovimadarea-
vaju uz slobodne pomak&vorova. Kako su vrijednosti
poprenih sila poznateT; = 3 ¢~ He, iz jednadbi rav-
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noteze momenata oko njihovih podha dobivamo
Mr,rfl = Mrfl,r = %Tr hr- (37)

V. Simovic je u [18, 19] pokazao kako se primjenom sta-
ticke kondenzacijedo koeficijenata za proéan po ovoj
metodi md&e ddi i indirektno iz jednadbi metode po-
maka” Stattka je kondenzacija postupak uklanjanja ku-
ta zaokreta ili duljine pomaka iz skupa nepoznanica, uz
istodobno smanjivanje broja jedridd ravnotée, na te-
melju poznatoga statkog uvjeta. Kako su zadane sile
u ¢vorovima jedine vanjske horizontalne sile, vrijednosti
Tr = 5 e>r He poprénih sila u stupovima ne mijenjaju se
tijekom relaksacije. 1zrazimo li u jednadi

Mrfl,r + IVlr,rfl = Tr hr (38)

vrijednosti momenata u ovisnosti o kutu zaokreta stupa
etazer i o kutovima zaokret&vorova u koje je stup pri-
kljucen, iz dobivene jednatle m@emo kut zaokreta stu-
pa izraziti u ovisnosti o kutovima zaokretaorova

1
T2k T hy.
Uz to, umjestdT; h mozemo prema (37) pisatiM; r_1.
Analogni izraz mdemo izvesti za kut zaokretg 1 stu-
pa etder + 1. lzrazimo li potom u jednatbi ravnotée
momenata &vorur vrijednosti momenata u ovisnosti o
kutovimad,_1, dr, dry1, Yr | Yryq te uvrstimo netom iz-
vedene izraze zd; i Y1, dobittemo

—kebr1+ (ke + ki1 + 3keg) O
—ki+10r41 = mr,r—l + mr,r+1~

Kako smo iz skupa nepoznanica uklonili kutove zaokreta
stupova, a time i, prema izrazu (19), duljine horizontal-
nih pomakacvorova, H. Werner postupak naziva meto-
dom elimiranih pomaka [25].

Jednadba (40) pokazuje da je sustav kojisgzamo stro-

go dijagonalno dominantan, ptemu koeficijent uzp,

nije tek n&to veti, nego je veestruko véi od zbroja koe-
ficijenata uz druge dvije nepoznanice, tako da Wernerov
postupak konvergira vrlo brzo.

Po zavsetku relaksacijskoga postupka na poluokviru
vratamo se na okvir tako da vrijednosti momenata ko-
je smo izr&unali na poluokviru razdijelimo na odgova-
rajuce elemente okvira u omjerima njihovih krutosti. U
nesimetrenim jednorasponskim i u §erasponskim okvi-
rima pretpostavka o jednakosti kutova zaokreta gvibr
rova jedne etze nije ispunjena, pa uvjeti ravnd& mo-
menata uévorovima née biti zadovoljeni. U nastavku
pror&una Crossovim postupkom (za sisteme s transla-
cijski nepoménim €vorovima) uravnoteujemocvorove
okvira. Izr&unamo li nakon toga vrijednosti pogreh
sila u stupovima, ustanovitemo da te sile nisu u ravno-
teZi sa zadanim horizontalnim silam&to zn&i da smo
uravnotgenjem momenata naili ravnoteu horizontal-

nih sila ostvarenu protanom na poluokviru. Naime,

1 1
Wr = §¢r—1 + éd)r + (39)

(40)
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u razli€itim fazama proréuna neovisno zadovoljavamo
razlicite uvjete ravnotee. U prvoj smo fazi relaksaci-
jom na poluokviru zadovoljili uvjete ravnate horizon-
talnih sila. Ti uvjeti ostaju zadovoljeni neposredno nakon
vratanja momenata na okvir razdiobom u omjerima kru-
tosti, ali u tom trenutku ne postoji ravndee momenata
u ¢vorovima. U drugoj fazi Crossovim postupkom urav-
notezujemo momente, ali se pritom mijenjaju vrijednosti
popre&nih sila u stupovima, a time i ukupne vrijednosti
horizontalnih sila u pojedinim etama. Zelimo li toéni-

je rezultate, cijeli bismo ciklus — obje faze prérma —
mogli ponoviti opteréujuci poluokvir neuravnoteenim
dijelom horizontalnih sila. Daljnjim se ponavljanjem ci-
klusa maze postti bilo koju to€nost. lako su ciklusi, na-
kon prvoga, razmjerno kratkotrajni, ponavljanje je ciklu-
sa ipak mukotrpno i oduzima vrijeme. Udenje poprav-
noga koeficijenta omo@ava prekid postupka, uzdoost
dovoljnu,, za sve prakiine potrebe”, venakon prvoga ili,

u najgorem sldaju, nakon drugog ciklusa. Neka, neovi-
sno o tome o kojem je ciklusu rije 7y ozna&ava vrijed-
nost popréne sile ur-tom stupu poluokvira, &' zbroj
vrijednosti poprénih sila u stupovima-te etae okvira
nakon uravnoteenja momenata. Razlikgy | — |Z,| mo-
gu imati isti predznak za sve To zn&i da treba inten-
zitete svih sila poveati (predznak+') ili smanijiti (pred-
znak,—). S dovoljnom se tonastu to mae napraviti
mnazenjem vrijednosti uravnotenih momenata koefici-
jentoma =Y ¢ |Ze|he/ S ¢ | 74| he. Druga je, nepovoljni-
ja, mogwenost: razlike|Z; | — |'Z/| razli€itih su predznaka.
Tada intenzitete nekih sila treba péadi, a nekih smanji-
ti, pa se popravni koeficijent ne rke upotrijebiti; ciklus
treba ponoviti.

4.2 Postupak Werner/Naylor/Csonka kao primjer
, istodobnoga otktia”

Opisani se postupak u Arhitektonskom projektnom za-
vodu RLAN u Zagrebu poeo primjenjivati 1951. godine.
,Ta je metoda”, prema [16]razralena za internu upotre-
bu u projektnom zavodulAN. U tu svrhu je uprava za-
voda dala razraditi jedan uzorni primjerak takovogi][
naina r&unanja kao uputu za upotrebu projektantima
zavoda. [...] Po tako razdanoj metodi dr. ing. Werne-
ra pror&unat je niz okvira u projektnom zavodu AN,

kao na primjer: Istovarna stani¢&are tvornice cementa

u Becinu (br. 01-003 od 25.1,1952.), Istovarna stani-
ca ZiCare tvornice cementa u Podsusedu (br. 981/28 od
28.XI1.1951.) i t.d. N@alost saradnicidic] PLANa pro-
pustili su da pravovremeno objave svoju metodu.”
Gotovo u isto to vrijeme dvojica su autora, N. Naylor i
P. Csonka, objaviltlanke [34] i [31] u kojima su opisa-

li postupke utemeljene na istoj zamislipromatranju]
stupova sistema kod horizontalnih pomaka kao konzo-
la” [16]. Postoje, mdutim, razlike u néinima izvalenja
osnovnih izraza i provedbi pratana. Uz to, Naylor se
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(barem prema prikazu u [11]) ogr&io na pror&un si-
metricnoga okvira s jednim rasponom.

Naylor izdvaja podsistem sastavljen od dva stagai
BC, jednoga iznad drugog, i gred&D, u zajedntkom
¢voruB kruto spojenih. Donji je stup upet u podijo A,

a gornji ima na vrhiC klizni spoj koji dopista horizon-
talni pomak, ali ne i zaokret; greda na kra&juma hori-
zontalno pontini zglobni I€aj. | Naylor je u@io da se
pri uravnoté€enju momenata zaokretanjeivoraB, ako

su dop@teni pomactvorovaB, D i C po horizontalnim
pravcima, stupovi por&aju kao konzole, a da greda od-
govara polovini grede u simetom okviru, te iz toga
izvodi razdjelne i prijenosne koeficijente (prema [11]).
Csonka, prema [16], okvir dijelina toliko odsjéaka, ko-
liko ima et&a u toj konstrukciji tako, da svaki odsjgk
sadei gredu etde sa stupovima, koji su vezani sa tom
gredom iznad i ispod grede. Dna i vrhovi pripadaju
stupova se smatraju potpuno uBljeni. [...] Treba na,
kako se raspodjele momenti u gredi i stupovima, kad se
svi tvorovi tog odsjéka zaokrenu za jednaki kgiti kad
nastane takav horizontalni pomak gornjeg i donjeg kraja
(A" i A") tog odsjé€ka, da bude suma poirgh sila jed-
naka nuli. [...] Uz uslov, da su svi stupovi jednake visi-
ne i da njihovi krajevi u promatranoj éteimaju jednake
uvjete prvrstenja i uz uslov, da su momenti tako raspo-
dijeljeni, da zakrenu kraj stupa za kfit a pomak da je
toliki (& ili A”), da je popréna sila na kraju stupa jedna-
ka nuli, m@&emo promatrati stupove kao niz konzola,” pa
je razdjelni koeficijentymi = Cmjikim/ ¥ j Cmjkmj, gdje

su vrijednosti koeficijent&m,; za krajeve greda 6, a za
krajeve stupova uz gredu 1. Dok je Wernerov postupak
namijenjen rj@avanju,drugoga dijela’CaliSevljeve za-
date, Csonkina je iteracija jednostruka.

4.3 Pror&un po teoriji drugoga reda

Patetkomsezdesetih godina O. Werner je zamisli postu-
pka primijenio za geometrijski nelinearan préua sime-
trinih okvira s jednim rasponom [28].Kod vitkih vi-
sokih konstrukcija sa velikim vertikalnim opté®njem
postaje utjecaj uslijed promjene oblika sistema tako ve-
lik, da se vBe ne bi smio zanemariti. Takve konstrukcije,
u prvom redu visoke okvire sa dva stupa, treba grona-

vati po teoriji drugog reda,” to jest, jednaok ravnotie
treba postavljati na deformiranom sistemplzvodi su
razradeni uz pretpostavku dze se okvir’ na koji djeluju
horizontalne sile deformirati antimeténo i da su doda-
tne sile u presjecima koje nastaju uslijed deformacije ma-
le prema silama koje se dobivaju bez utjecaja deforma-
cije, tj. da povéanje momenata savijanja ne iznosiei

od 30%,5to se mé@e smatrati ekstremnim po¥@njem
kod konstrukcija sa dovoljnim stabilitetom.”

Vrijednosti momenata upetosti u stupu poluokviraeta
izraCunavamo, kao i prije, iz uvjeta ravn@emomenata
u odnosu na njegovo podhje. Sada, magutim, u obzir
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uzimamo i moment koji uzdina sila vrijednostN; uzro-
kuje zbog razlike duljina horizontalnih poma&aorovar
na vrhu stupaii — 1 na njegovu dnuAu; = Uy — U;_1. Uz
Qr = Y e>r He jednadba je ravnotée momenata

Mr,rflJF Mrfl,r —Qrhy — N Aur = 0. (41)
KakO Su Mr7r71 == Mr717r - 76kr l.lJr | AUr = 7[”( hr,
bit ce L
Qrhr

=— , 42

gdje je
Nr hr

= 4
Yr 6kr ) ( 3)
pa, povratak” u izraz za momente upetosti daje
o = 1 Qh
Mrr—1 = Mr_q1r = . 44

rr—1 r—1r 1—%Yr 2 ( )

Pri zaokretuvorar za kutd, on e se, pretpostavimo

li da je progibna linija stupa parabola drugoga stupnja
(s vertikalnom tangentom na dnu, jer je zaoktgbra

r — 1 joS uvijek sprij€en), dodatno pomaknuti za

dAu; = —3 by (45)

Pritom €e se zbog djelovanja uzdue sile intenzitet mo-
menta na dnu stupa pd&i u odnosu na intenzitet na
vrhu za [N; dAu;|. Po visini stupa vrijednosti momenata
mijenjaju se po paraboli drugog stupnja, pa primjenom
metode jedirine sile dobivamo

1

1
b = 1 (Mera+ 3Ncochy). (46)
odnosno,
Mrr-1 = ke (1—2v;) ¢r, (47)

tako dace pri razdiobi momenata &vorur stup etder
sudjelovati g, koeficijentom krutosti”

ki = ke (1-2y;). (48)
Za vrijednost momenta u podhjo stupa dobivamo

Mr—1r = =M1+ N SAU, = —k; (1+Vr)¢r» (49)
pa slijedi da je prijenosni koeficijent
Mr—1r 1+ve

- = — . 50
Mr,r—1 1-2y; (50)

4.4 J& neka poopenja

Izrazi za vrijednosti momenata upetosti te za prijenosni
i za razdjelne koeficijente u izvornoj su ftiai postupka
(pododijeljak 4.1) izvedeni za okvire s horizontalnim gre-
dama i vertikalnim stupovima, piemu su léajevi stu-
pova najdonje etz istoga tipa i u istoj razini. U habilita-
cijskom je radu [17] Veselin Simoviizveo odgovarajte
izraze za jednorasponski okvir s kosim stupovima u naj-
donjoj etai. , RjeSavanje ovog sistema kompliciémje-
nica da ovdje osim horizontalnih poma&eorova imamo
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i vertikalni pomak koji utte na momente gitavom si-
stemu.” Vertikalna se komponenta pomaka pojavljuje za-
to Sto setvor na vrhu kosoga stupa giba po okomici na
njegovu 0s. Zbog vertikalnoga pomakeorova zaokreu

se i grede, pa i u njima postoje momenti upetosti. Na-
dalje, na momente upetosti u kosom stupu osim horizon-
talnih sila u€vorovima utjecate i rezultanta vertikalnih
reakcija poluokvira. U usporedbi s izvornom @ieom
slozeniji su, naravno, i izrazi za razdjelne koeficijente u
¢voru na vrhu kosoga stupa te izraz za prijenosni koefici-
jent po tom stupu.

Heinrich Werner je Elanku [25] pokazaqda se meto-
da mde poofgiti za rjgsavanje svih okvira sa neovisno
pomicnim et&ama. [...] Pod time podrazumijevamo mo-
gucnost relativnog pomicanja dviju susjednih greda uz
zadrzavanije njihovog nedeformiranog stanja. Pri tome se
deformiraju samo stupovi eta koja se nalazi izntti tih
greda.” Stupovi, dakle, ne moraju biti vertikalni niti gre-
de horizontalne: pomak je émneovisan ako s®si svih
stupova te etee sijeku u jednoj toki” (koja ¢e biti bes-
krajno daleko ako su stupovi vertikalni). | k tomusjo
dopusteni su i razkEiti lezajni uvjeti.

U Clanku [26] prikazan je primjer rfgavanja prostornog
sistema dvostrukom iteracijom.To je okvirni toranj sa
Cetiri paralelna stupagije osiCine bridove pravokutne
prizme. [...] [Slistem ima dvije ravnine simetrije.” Dvi-
je zn&ajkecine taj razmjerno jednostavan prostorni pro-
blem znatno slbenijim od ravninskoga. Ponajprije, ako
glavne osi tromosti popbmih presjeka stupova nisu oko-
mite na ravnine stranica prizme u kojimaéeokviri, zao-
kret cvora oko osi koja je okomita na jednu ravninu (pri
relaksaciji u toj ravnini) izazvate momente savijanja ne
samo oko nje, nego i oko osi okomite na drugu ravninu
(treba ih, stoga, uravnatii u toj drugoj ravnini). | dru-
go, rezultante sila u horizontalnim ravninama kimo-
rove ne moraju sfa os tornja. Svedemo liih na os, mogu
se pojaviti i momenti oko nje — postojée, dakle, i tor-
zijsko opteréenije tornja. Ipak, zbog simetrija sistema re-
zultirajuce sile md@emo rastaviti u po dvije komponente
u ravninama simetrije i potom neovisno3gvati djelova-
nja sila u tim ravninama i torzijsko djelovanje. H. Werner
je za djelovanje silgodabrao” poznatgrjeSenje meto-
dom eliminiranih pomaka,” uzév, naravno, u obzir po-
javu kosoga savijanja u stupovima, dok je,zucaj di-
rektnog optereenjacvornih pl&¢a momentima oko osi”
tornja,, formulirao analogno rigenje.”

lako u njemu nije rijé o iteracijskom postupku, spome-
nutcemo iclanak [27]. H. Werner je u njemu uveoov
postupak za ttno rjeSavanje pravilnih ravniBtapnih sis-
tema izveden iz standardne metode pomaka pogodnim
grupiranjem osnovnih stanja,” koji vogiha matricu kru-
tosti, koja je za véinu prakttnih zadataka bitno bolje
uvjetovana od matrice standardne formulacije,” uvjetova-
nost koje sg pogoiava s brojem kinematskih parametara
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i s porastom omjera krutosti greda i stupova.” Postupak
O.Wernera bio je polagte: ,Uvedena osnovna stanja
sadre i sva stanja koja se u metodi P. Csonka—O. Werner
primjenjuju za ridavanje zamjenjufteg poluokvira, pa
uvedeni postupak predstavija pienje te metode na
totno rjsavanje u smisl&tapne statike, za proizvoljno
opter€enje i bez ogragienja na sisteme s vitkim stupo-
vima.” U prijedlogu oblikovanja matrice krutosti grupi-
ranjem osnovnih stanjgp]ojavljuje se sedam tipova os-
novnih stanja, koj&e se zbog preglednosti svrstati u tri
grupe: stanja katnih pomaka, zaokreti s@Wornih ele-
menata grede i stanja lokalnih pomaka.”

Milutin Andelic i Zorislav Despot su @lanku [1] uve-

li postupak rj&avanja poluokvira jednostrukom iteraci-
jom pokazagi da su vrijednosti momenata na krajevi-
ma Stapova dane istim izrazima, neovisno o tome jesu
li momenti upetosti nastali djelovanjem sile ili djelova-
njem momenta @&voru. Za ojte se opterenje najprije
izratunaju vrijednosti momenata upetofd/; ), uz pret-
postavku da su i translacijski pomawiorova sprijé€eni,

a potom, oslobod#&i pomake, vrijednosti momenata upe-
tosti (M/";) zbog sila, jednakih i protusmjernih” silama u
pridrzajnim Stapovima. Relaksacija se provodi za opte-
reCenjetvorova momentimaije su vrijednosti

Wi = 3, W+ W)
5 Clanak R. Kusevica

Rajko Kisevt je uclanku [10] izveo izraze za iteracij-
ske postupke rfgavanja okvira,posrednim izréunava-
njem prikljutnih momenat&tapova iz kutova zaokreta
¢vorova istapova” i,neposrednim iz@unavanjem pri-
klju€nih momenatatapova” , Takovo [sic sinopticko
izlaganje oba postupka pokaZa se korisnim, jer time
logi¢no dolazimo do podesne sheme za neposredno itera-
ciono izr&unavanje okvirnih sistema s pokretnéwvoro-
vima.!” Naime,,analogija sa odavna poznatim postupkom
iteracionog rj@avanja uvjetnih jednati metode defor-
macije za sisteme okvira sa lateralno pokretgirarovi-
ma jasno ukazuje na moguoost, da se osnovna ideja Cro-
ssova postupka primijeni na jednostepenodaravanje
priklju¢nih momenat&tapova i u takovim sistemima”.
Prvi je dioClanka posveen postupcima pro¢ana okvi-
ra s translacijski nepordinim ¢vorovima. Postupakpo-
srednoga izreunavanja” ingica jeCalisevljeva postupka
opisanog u pododjelijku 2.1, dok je postupaleposred-
nog izr&unavanja” Crossov postupak.

U drugom, opsenijem dijelu obraeni su postupci jedno-
struke diferencijske iteracije, jednostepeno iztainava-
nje”) za rigsavanje okvira s horizontalno pognim ¢vo-
rovima. Kusevic razlikuje sl&ajeve,, iskljucivo ili pre-
tezno vertikalnih” te, iskljucivo ili pretezno horizontal-
nih tereta” U prvom se shiaju, prvo redom uklanjaju

i uspostavljaju pBvrstenja protiv zaokretanja pojedinih
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¢vorova’, a potom, pricvrstenja protiv relativnog odmi-
canjacvorova na gredama pojedinih spratova”. ($eim
ctemo se prikazu ogratiti na okvire s jednakim visinama
stupova u pojedinim etama.

5.1 Posredno iz@ainavanje momenata

U postupku, posrednoga izunavanja prikljénin mo-
menatatapova iz kutova zaokretaorova iStapova” pri-
rasti kutova zaokretévorova pri, relaksaciji veza protiv
okretanjacvorova” izr&unavaju se prema izrazu (7). U
prvom je ciklusu

=3 Mmi + 3 ; 2kmi 80", (51)

pri €emu drugi zbroj obuhv@, naravno, samoévorove
uravnoteene prijecvoram. U kasnijim su ciklusima ne-
uravnotgeni momenti posljedica zaokretanja susjednih
¢vorova u istom ciklusu ili u prethodnom ciklusu urav-
note&enjacvorova, ali nakon uravnatenjacvoram, te
zaokretanja stupova iznad i ispod tbgpra u prethodnom
ciklusu uravnotienja etada:

m) — Zi ka,i A¢I(Bl>

— BknmAW"Y — BkenmAY");.

Prije otpwstanja bilo koje veze vrijednost je pogre si-

le na vrhu stupdi,i) dana izrazom (28), tako da se vri-
jednost momenta zaokretanja &ta zbog vanjskih sila
moze izr&unati prema izrazu (31). Nakon prvoga ci-
klusa uravnotgenjacvorova, a prije poéetka prvog ci-
klusa uravnotéenja etaa, vrijednost je ukupnoga ne-
uravnotéenog momenta u etar

M9 =M, +am/ Y, (53)

dok ¢e po zavketku daljnjih ciklusa uravnotenjacvo-
rova vrijednosti neuravnotenih momenata biti

(52)

M(ﬂ) _ AMﬁ(”’Ll) (54)
gdje je
am =5 e 8k (0 + o) (55)

promjena vrijednosti momenta zaokretanjazeta zbog
promjena vrijednosti popémih sila na vrhovima stupova
u ciklusun uravnotéenjacvorova. Pri,relaksaciji ve-
za protiv okretanja stupova’, to jest veza koje €ar@ju
relativne pomake greda susjednihZtaprirasti kutova
zaokreta stupova etar izratunavaju se prema izrazu

1
122(i,1)er kil

Opisani je postupak zapravo Gauss—Seidelov postupak u
diferencijskom obliku primijenjen na f@avanje sustava
jednadbi inzenjerske metode pomaka

(3 4km) o+ 3, 2kni by
- 6km,mlIJr — 6km,mllJr+1 +Mny=0

Ay = - . (56)

(57)

GRADEVINAR 62(2010) 10, 959-970

zam=1,...,ng, ra(mmi (r+1)>(mm) te
(3 irer 12K) 0 = 3 e 6'“"“7 (58)
=2 (ijer Sk 0 — M =0

zar=1,...,ne, priCemu su (57) jednatbe ravnotze
momenata wvorovima iy, je brojtvorova), a (58) jed-
nadtzbe ravnotie horizontalnih sila iznad pojedinih et
ako su u svakoj efa stupovi jednakih visinarg; je broj
etaZa). Sustav je nesvodivo dijagonalno dominantan, pa
postupak konvergira. No, kako su u jedabdma (58)
dijagonalni koeficijenti jednaki apsolutnim vrijednosti-
ma zbrojeva ostalih, konvergenciga biti sporija nego

u rjeSavanju sustava (3).

5.2 Razdioba momenata

U postupku, neposrednog iztaunavanja prikljgénih mo-
menatastapova’”, koji je razrdena in&ica Grinterova po-
optenja Crossova postupka na okvire s pémim ¢voro-
vima [33,11], nema naukoraka u kojima se iztainava-
ju kutovi zaokretatvorova iStapova. U ciklusima urav-
notezenjacvorova vrijednosti se neuravnaenih mome-
nata koji djeluju natvorove razdjeljuju na krajeve pri-
klju€enihstapova prema poznatom Crossovu izrazu

AME Y = iy g (59)

pri €emu su te vrijednosti, umjesto izrazima (51) i (52),
dane izrazima

Z Mm| + Z lAMI/m )
mtr(nﬁ"‘) =3, iamR + amp) + amp; (61)

KuSevt, kao i Kani, predznal— uklju€uje u razdjelne
koeficijente.

Na sli€an se néin u ciklusima uravnoteenja etda vri-

jednosti neuravnoenih momenata pojedinih etaraz-
djeljuju na krajeve stupova tih &ta:

AMAIEY — AME D — g (% M(m)’

(60)

(62)

gdie je Vinm = —3 Kmm/ 3 (ij)er Kii- Vrijednost 24"
danajeizrazima (54) i, 2a= 0, (53), pricemu je vrijed-
nost promjene momenta zaokretanjaetgednaka zbroju
vrijednosti razdijeljenih i prenesenih momenata u pod-
nozjima i na vrhovima njezinih stupova u prethodnom
ciklusu uravnotgenjatvorova:

(n) _ (n
AM; - Z(I ier 2 (AMI/I

KuSevt je uz to pokazao i kako se modifikacijom izéaz
moze dobiti Kanijev postupak potpune iteracije.
Nadalje, Kigevi je popriliénu pozornost posvetiotan-
skim kontrolama navode za svaki postupak moge
provjere prije, tijekom i na kraju proéaina, a istaknuo je

i natelnu razliku izmdu potpune i diferencijske iteraci-
e, Sto se ke pouzdanosti dobivenih rezulata,” postupci

+am"). (63)
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potpune iteracijg,imaju veliku prednost... u tomsto

se u njima automatski ispravljaju giee prorguna. [...]
Greske €injene pri samoj iteraciji ne uiu na rezultat;
one mogu jedino usporiti konvergenciju ... Naprotiv, pri
diferencijskoj iteraciji réunske gréke dovode do krivog
rezultata, i tu je stoga neophodno potrebna kontrola za-
vr§enog rauna.”

6 Zakljucna napomena

U ¢lanku smo opisali doprinoélanova Zavoda za teh-
nicku mehaniku Grdevinskog fakulteta u Zagrebu razvo-
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