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Proracun kupola i cilindri¢nih zidova

Dan je kratki povijesni pregled izvedenih tankih betonskih ljusaka, cilindricnih zidova i kupola.
Predstavijena je teorija tankih ljusaka primijenjena u proracunu interakcije kupole, prstena i zida kako
bi se dala usporedba tih rezultata s rezultatima dobivenim proracunom metodom konacnih elemenata.
Istaknuto je da su se rezultati proracuna metodom konacnih elemenata pokazali vrlo pouzdanim te se
preporucuje uporaba te metode pri projektiranju navedenih vrsta konstrukcija.

S. Piculin, I. Mekjavié Subject review

Analysis of domes and cylindrical walls

A brief historic overview of realized thin concrete shells, cylindrical walls, and domes, is given. The
theory of thin shells as applied in the analysis of interaction between the dome, ring and wall, is
presented in order to compare such results with those obtained through analysis according to the finite-
element method. It is emphasized that the results obtained by the finite-element method have proven to
be very reliable, and so this method can be recommended for the design of such types of structures.

S. Piculin, I. Mekjavié Ouvrage de syntése

L'analyse des domes et des murs cylindriques

Un bref aper¢u historique des constructions existantes des coques en béton, des murs cylindriques, et
des domes, est présenté. La théorie des coques minces comme appliquée dans l'analyse d'interaction
entre le dome, l'anneau, et le mur, est élaborée afin de permettre la comparaison de ces résultats avec
ceux obtenus par l'analyse selon la méthode des éléments finis. 1l est souligné que les résultats obtenus
selon la méthode des éléments finis sont trés fiables et, pour cette raison, la méthode peut étre
recommandée pour l'étude de ce type des constructions.
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S. Piculin, I. Mekjavié Ubersichtsarbeit

Berechnung von Kuppeln und Zylinderwénden

Dargelegt ist eine kurze geschichtliche Ubersicht iiber ausgefiihrte diinne Betonschalen, zylindrische
Wiinde und Kuppeln. Vorgestellt ist die Theorie diinner Schalen, angewendet in der Berechnung der
Interaktion der Kuppel, des Rings und der Wand, mit dem Ziel des Vergleichs dieser Ergebnisse mit den
Ergebnissen der Berechnung nach der Methode der endlichen Elemente. Man hebt hervor dass sich die
Ergebnisse der Berechnung nach der Methode der endlichen Elemente als sehr zuverldssig zeigten, so
empfiehlt man die Beniitzung dieser Methode beim Entwurf der angefiihrten Konstruktionsarten.

Autori: Prof. dr. sc. Sre¢ko Piculin, dipl. ing. grad.; doc. dr. sc. Ivana Mekjavi¢, dipl. ing. grad., Sveuciliste u
Zagrebu Gradevinski fakultet, Zagreb
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1 Uvod

Poznato je da je ljuska jedna od najefikasnijih konstruk-
cija koja postoji u prirodi pa stoga ne cude brojne ljus-
kaste konstrukcije izgradene u proslosti. U pocetku su
se ljuske gradile uglavnom po intuiciji i na temelju nas-
lijedenog iskustva, uz vrlo jednostavne proracune. Raz-
vojem znanosti otvorila se mogucnost teorijskog rjese-
nja problema odnosno rjesenja zasnovanih na znanstve-
nim, a ne samo na empirijskim spoznajama. Mnogi pro-
blemi koji nisu bili rijeSeni ili je za njihovo rjeSavanje
trebalo vrlo mnogo vremena danas se brze rjeSavaju
raCunalom. Naglim razvojem racunalne tehnologije,
projektiranje i proracun ljusaka redovito su podrzani i s
vrlo sloZenim i sofisticiranim postupcima. S obzirom da
je izrada laboratorijskih modela ljusaka (proracun pomocu
modela) rijetka i redovito skupa, danas se najcesce rabe
numericke metode proracuna, a najvise metoda konac-
nih elemenata (MKE). Pri tom se precizna simulacija
stvarnog ponasanja konstrukcije moze posti¢i samo pri-
mjenom kvalitetnoga numerickog modela i odgovaraju-
¢ega raCunalnoga programa, te poznavanjem slozene
problematike numerickog modeliranja. U svim slucaje-
vima rezultate numerickih postupaka treba preispitati i
usporediti s rezultatima jednostavnijih proracuna.

Ispravno projektiranje tankih betonskih ljusaka ukljucu-
je njihov proracun, izvedbu te izgled, s osnovnim ciljem
stvaranja oblika koji zadovoljavaju zahtjeve sigurnosti,
ekonomicnosti i estetike [1]. Osim znanstvenih spoznaja
nuznih u projektiranju jednako su znacajna povijesna
saznanja o najboljim konstrukcijskim rjeSenjima. Za in-
zenjerske konstrukcije povijesna spoznaja podrazumije-
va dvije vrste istrazivanja - prvo, koje se odnosi na raz-
voj oblika u okviru struke, i drugo, razvijanje osobnih
stilova projektanata. Stoga je u ovome radu kratko izlo-
zena povijest prvih osnovnih oblika tankih betonskih
ljusaka, prema pribliznom kronoloskom slijedu njihova
nastanka. U opisivanju povijesti pojedinog oblika, ovaj
je povijesni pregled ograni¢en na nekoliko prvih projek-
tanata - inZenjera kao §to su Maillart, Dischinger, Tedesko,
Freyssinet, Nervi i Torroja.

U radu su prikazani proracuni interakcija kupole, prste-
na i zida te su usporedeni rezultati dobiveni primjenom
teorije ljusaka s rezultatima provedenog proracuna s
pomocu MKE-a.

2 Povijesni pregled cilindri¢nih zidova i kupola

Cilindri¢ne ljuske kao zidovi spremnika za vodu i plin
bile su medu prvim tipovima konstrukcija izvedenih od
armiranog betona. Svicarski je inZenjer Robert Maillart
(1872.-1940.) proveo prva istrazivanja u kojima su
uzeta u obzir naprezanja zbog savijanja i membranska
naprezanja u upetoj bazi cilindra. Tako su cilindri¢ne
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ljuske optere¢ene osno-simetricno bile dobro teorijski
definirane prije Prvoga svjetskog rata.

Kod kupola je situacija bila druk¢ija. Postoje¢a membran-
ska teorija smatrala se zadovoljavaju¢om, a Cak i danas
omogucuje prihvatljiv preliminarni proracun. Kao poti-
caj za prakti¢nu primjenu kompletne matematicke teori-
je, ukljucujuéi savijanje, posluzila je 1922. izgradnja po-
lukuglaste kupole za Zeissov planetarij u Jeni, Njemac-
ka. Ova prva tanka betonska ljuska promjera 16 m i deblji-
ne 3 cm izvedena je tzv. metodom Zeiss-Dywidag kao
rezultat suradnje Waltera Bauersfelda (1879.-1959.) iz
kompanije Zeiss i Franza Dischingera (1887.-1953.) iz
kompanije Dyckerhoff&Widmann [2, 3]. Projektant ku-
pole Bauersfeld iz Zeissa postigao je laganu konstrukci-
ju s pomocu geodetske kupole od ¢eliéne mreze (,,mreze
Zeiss*) koja nakon torkretiranja ostaje ubetonirana kao
armaturna mreza.

Suradnja Bauersfelda i Dischingera nastavljena je ponovno
u Jeni 1925. izvedbom prve plitke kupole s vlacnim prs-
tenom, promjera 40 m, debljine 6 cm i visine strelice od
samo 7,87 m. Ovdje je, medutim, zbog plitkosti kupole
bio potreban kruti prsten na nagnutom rubu ljuske, dok
u kupoli oblika plasta kugle zbog nepostojanja horizon-
talne komponente meridijalne sile, takav prsten nije bio
potreban. Ovaj spoj izmedu tanke ljuske i debelog prste-
na izaziva diskontinuitet u ponaSanju ljuske dovodec¢i do
znatnog savijanja, §to je potaknulo J. W. Geckelera da
1926. pronade odgovaraju¢u matematicku teoriju za ku-
pole koja je jednostavna za primjenu u projektantskoj
praksi. UocCivsi da je savijanje bilo ograni¢eno na podrucje
u blizini rubnog prstena, Geckeler je pojednostavio ma-
tematicku teoriju do te mjere da se postupak razvijen za
cilindri¢ne ljuske moze rabiti za kupole [1]. Kad postoji
sumnja u to¢nost takvoga pribliznog rjesenja, korisna su
numericka rjesenja (3. poglavlje).

Radikalna razlika izmedu proracunskih ideja prije 1922.
i onih koje su uslijedile nakon suradnje kompanija Zeiss-
Dyckerhoff&Widmann u Jeni moze se utvrditi uspored-
bom triju kupola: bazilike Sv. Petra u Rimu (1590.), ha-
le stoljeca u Breslau (danas Wroclaw, Poljska, 1913.) te
jedne od nekoliko oktogonalnih kupola na visenamjens-
koj hali u Leipzigu (1929.) (slika 1. i tablica 1.). Pante-
on, izgraden 125., bio je najveca zidana betonska kupola
(slika 2.) sve dok njegov raspon od 44 m nije 1913. pre-
masila armiranobetonska rebrasta kupola u Breslau. Ipak,
unato¢ armiranobetonskoj izvedbi, kupola u Breslau te-
zila je 63 % tezine kamene kupole Sv. Petra. Najveca
promjena zbila se nakon 1922., pojedina kupola hale u
Leipzigu tezi jednu tre¢inu konstrukcije u Breslau iz 1913.

Izgradnja plitke kupole u Jeni 1925. premasila je dvade-
set stoljeca stari maksimalni omjer raspona L i debljine
h, L/h=50 u gradnji zakrivljenih ploha (kupola Panteona
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u Rimu, 125.) [4], dosegnuvsi omjer L/h=667 koji je ve-
¢i od onog prirodne ljuske jajeta. Godine 1929. Dischin-
ger je svladao poligonalni tlocrt uz pomo¢ zajedno sas-
tavljenih ljusaka u obliku samostanskog svoda (hala u
Leipzigu s omjerom L/h=845). Daljnji kvalitativni skok
u omjeru raspona i debljine do kojega dolazi 50-ih godi-
na 20. stoljeca oznacava izvedba dvostrukih ljusaka Es-
quillanove CNIT-ove izlozbene hale u Parizu (raspon
206 m, ukupna debljina ljuske 12 cm - L/h=1700).

b HEm 4

Sniginiils
a)

Slika 1. Usporedni prikaz kupola, a) Sv. Petar; b) Jarhundert-
halle, Breslau; ¢) ViSenamjenska hala, Leipzig

Tablica 1. Usporedba nekih izvedenih kupola

Leipzig | Breslau | Sv. Petar

Pokrivena plostina (m?) | 5700 4000 1600
Promjer kupole (m) 75 65 42
Tezina konstrukeije (t) | 2160 6340 10000

Spanjolski inzenjer Eduardo Torroja (1899.-1961.) pro-
veo je sustavno istrazivanje armiranobetonskih ljusaka
30-ih godina 20. stoljeca, a medu njegovim prvim pro-
jektima bila je krovna ljuska hale trznice u Algecirasu
(1933.) (slika 3.). Sferna kalota - kupola radijusa zakri-
vljenosti 44,20 m, debljine 9 cm, raspona 47,6 m, oslo-
njena je na osam vertikalnih stupova medusobno pove-
zanih prednapetim betonskim poligonalnim prstenom
(to je vjerojatno prva primjena prednapinjanja kod lju-
saka dvostruke zakrivljenosti) [5].
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Slika 2. Panteon, Rim (125.)

Za uvodenje 1 uspjeh tankih ljuskastih konstrukcija u
SAD-u zasluzan je Anton Tedesko (1903.-1994.) ¢ija se
polukuglasta kupola Planetarija Hayden u New Yorku
(1934.) smatra prvom americkom tankom betonskom
ljuskom.

Slika 3. Hala trZnice u Algecirasu, Spanjolska, sferna ljuska (Torroja,
1933.)

Za razvoj je zasluzan i Svicarski inZzenjer Maillart Cija
privremena bacvasta tanka ljuska Cement Hall za Swiss
Expo u Ziirichu 1939. predstavlja konstrukcijski oblik
dobiven iz ,,novog* materijala — armiranog betona. Pier
Luigi Nervi (1891.-1979.) bio je projektant i graditel;.
Projektiranje motivirano kontroliranjem sila i smanje-
njem troskova osobito je prisutno kod velikih gradevina
kao $to su Nervijeve krovne konstrukcije stadiona u Fi-
renci i Rimu, izloZbeni salon u Turinu, sportske dvorane
u Rimu i SAD-u. Potpuno monolitna izvedba ljusaka s
rebrima kod njegovih prvih hangara znatno je pojedno-
stavnjena u kasnijim projektima primjenom predgotov-
ljenih rebara §to podupiru krov, ¢ime su reducirane slo-
zena oplata i skela. Na slici 4. prikazana je kupola Nor-
folk Scope Arena u SAD-u koja se s promjerom od 134
m i visinom od 33,5 m smatra najve¢om izvedenom
betonskom kupolom u svijetu. Za usporedbu, kupola
dvorane Visnjik u Zadru ima promjer osnovice 140 m i
visinu tjemena 31 m, ali je radi smanjenja tezine kupole
gornji dio konstrukcije izveden u ¢eliku. Na visini od 20
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m do tjemena betonski plast zamijenjen je cijevnom re-
Setkastom kupolom promjera 90 m i visine 11 m (slika 5.).

Slika 4. Norfolk Scope Arena, Virginia, SAD (Nervi, 1971.)

Slika 5. Kupola dvorane Vis$njik, Zadar (2008.)

lako je Spanjolski inzenjer Torroja bio Nervijev suvre-
menik i dijelio iste ideje o konstrukciji, on se razlikovao
osobito po svom pristupu gradnji. Torroja se viSe zani-
mao za oblik i ,,Cisto¢u projekta nego za jedostavnost
izvedbe: ,,Najbolje konstrukcije ne moraju biti najjefti-
nije“. Njegov stvaralacki opus mozda nije bio tako op-
sezan kao Nervijev i Maillartov, ali je zasigurno bio raz-
novrsniji, radio je s ¢elikom i zidem kao i s betonom [6].

Najsofisticiraniji projekti, kao §to su Maillartov Cement
Hall, Nervijeva mala sportska dvorana, te Torrojina
krovna ljuska dvorane trznice, iziskuju samo jednostav-
niji prorac¢un. Ovi konstrukcijski oblici razvili su se bez
prethodnog iskustva s izvednim ljuskastim konstrukci-
jama i bez ¢vrste matematicke podloge. Dok inzenjeri
kao primijenjeni znanstvenici razvijaju nove i stroze
proracune, oslanjajuc¢i se danas na slozene raCunalne
sustave, inzenjeri kao projektanti razvijaju nove i sup-
tilnije oblike oslanjajuci se na vrlo jednostavne proracu-
ne i opsezno iskustvo na temelju opazanja ponasanja
izvedenih konstrukcija i modelnih istrazivanja [1, 7].

3 Proracun kupola i cilindri¢nih zidova

Kupole oslonjene tangencijalno na nagib meridijana na
njihovu rubu razmatrane su u [1].

Uoceno je da su momenti savijanja opéenito mali i ogra-
nic¢eni na usko podrucje uz rub kupole.

1100

Medutim, obi¢no nije moguce ili nije pozeljno primije-
niti oslonce tangencijalno na meridijan na rubu kupole.
Kupole se uglavnom oslanjaju na vertikalne oslonce;
stupove ili zidove (slike 6.1 7.).

Slika 6. Skola Texhoma, Oklahoma, SAD (razredi za oko 430 ucenika
i gimnasticka dvorana)

ATISTE BITEROR CONCEPT

Slika 7. Gainesville Performing Arts Center, Texas, SAD, armira-
nobetonska kupola promjera 39,6 m; strelica 7 m; visina
zida 5,5 m (tehnologija Monolithic Dome, 2005.)

Na slici 8. prikazano je djelovanje sila na rubu u slucaju
vertikalnih oslonaca.

Al
N
o
V=N, sina

Slika 8. Reakcije na rubu kupole

Membranska reakcija N', ne moze se prihvatiti vertikal-
nim osloncem te se zbog nedostatka bo¢nog pridrZanja
(ukruéenja) na rubu kupole pojavljuje horizontalni po-
mak. Rezultirajuce sile u kupoli mogu se odrediti kombi-
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niranjem membranskih vrijednosti s onima dobivenim iz
prorac¢una kupole opterecene na rubu silom prema van
H = -N',cosa. Uvrijezeno je da projektant definira odre-
deni tip bo¢nog pridrzanja od kojih su ovdje razmatrana
tri tipa: rubni prsten, podupirajuci cilindriéni zid ili kom-
binacija prstena i zida (slika 9.).

h
Slika 9. Izvedba ruba kupole, a) kupola-prsten, b) kupola-zid,
¢) kupola-prsten-zid

(a) (c)

Oslanjanje kupole na prsten, kao na slici 9.a, Cesto se u
praksi realizira preko elastomernog lezaja postavljenog
na vrh cilindriénog zida. U tom se slu¢aju posmic¢na sila
prenosi preko lezaja ovisno o krutosti samog lezaja koju
specificira proizvodac.

3.1 Proracun kupola-prsten

U primjeru kupole s prstenom (slika 9.a) pretpostavljena
je monolitna veza prstena i kupole te slobodno oslanja-
nje prstena na pomi¢nim lezajima. Uz te pretpostavke
konstrukcija se moze proracunati na uobicajen nacin.

Rezultante naprezanja u kupoli proraunaju se uporabom
membranske teorije. Horizontalna komponenta meridi-
jalne sile N', u ravnotezi je s vlaénom silom u prstenu
T =N', r cosa, gdje je r radijus prstena (slika 10.a).

D

520

Slika 10. Odnos kupola-prsten iz [1]

Izvodi za jednadzbe pomaka (gresaka) na rubovima do-
bivenih prema membranskoj teoriji i korekcija zbog je-
dini¢nih rubnih utjecaja koji su proizasli iz momentne
teorije mogu se naéi u [1]. Kompatibilnost je postignuta
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proracunom veli¢ine rubnih utjecaja nuznih za elimini-
ranje greSaka.

Zbog rezultanti membranskih naprezanja bit ¢e Cetiri
pomaka (greske): horizontalni pomak i rotacija ruba ku-
pole (A% = 51% odnosno Ag = 52D0 ) te prstena (A];, = 51%
odnosno A§,=5§)) (slika 10.) [1]. Pomaci od djelova-

nja vlastite tezine koji nastaju na rubu sferne kupole ra-
dijusa a, konstantne debljine h jesu:

2
51%:% l+—V—cosoc sina )
Eh \1+cosa
5D=—ﬂ 2+v)sina 2
20 Eh( ) @)

Pomaci prstena pravokutnoga poprecnog presjeka jesu:

2 '
5116 = cosa+12ﬂ rNg 3)
d?> ) Ebd
122N,
SR = _12r7eNy @)
Ebd?

gdje je d visina, b Sirina te r radijus prstena. N', uzima
se negativno i e pozitivno za smjer prikazan na slici
10.a. Varijable d i y, su:

d :h—Dcosa 1
2

d
==_d
Yo=3

gdje je hp debljina kupole na rubu, a d je opéenito mala
u odnosu na d.

Ukupni pomaci (greske) iznose:
810 =010 + 3} ®)

_ <D . <R
020 =620 + 620

Potrebne su dvije rubne (korekcijske) sile X; i Xj.
Pomaci kupole zbog sile H = X, i momenta M, = X, su
sljedeci:

2
ol =2 a—Hsinza 6
11 ﬁEh (6)
2ﬂ2a2 sina
Pl iy Vi 7
12 Zh a (7
D 2 a?
01 =2 "—Hsina 8
21 =2p i (3)
1101
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o=y, ©)
gdje je
4 301-v?)
a’n?

Pomaci prstena pravokutnoga popre¢nog presjeka zbog
sila X;=11X,=1 su sljedeci:

2 2
skl (10)
d?> | Ebd
R _ <k _ 12y
1 =0y =~ s (an
121
2 Ebd® (12

Ove se veliCine izravno kombiniraju s odgovarajué¢im
pomacima kupole te stoga slijedi

D . <R
o11=911 +o11
Sy =D + 61 (13)

_ <D <R
0 =062 +02)

Jednadzbe kompatibilnosti se postave i rijese po X, i Xy:
X161+ X301 +619=0 (14)
X101 + X095 + 620 =0

Potrebno je napomenuti da je po membranskoj teoriji
prsten u vlaku, a kupola je obi¢no u potpunosti u tlaku.
Membranski vlak u prstenu, T = N', r cosa, gura prsten
prema van. Iz uvjeta kompatibilnosti kupola treba
slijediti ovaj pomak. Prsten se neée pomaknuti kao §to

predvida membranska teorija (Alil ) budu¢i da to kupola

sprjecava. Stoga je sila u prstenu umanjena (za X;), a
prstenasti vlak u kupoli pojavljuje se zajedno s momen-
tima savijanja. Kad se povecava veli¢ina (krutost) prs-
tena on ,,zadrzava® vise vlaka i u granicnom sluéaju za
beskona¢nu plostinu Ay = oo sustav postaje upeta kupola
s malim ve¢ spomenutim korekcijskim silama i momen-
tima. Suprotno, kad se veli¢ina (krutost) prstena sma-
njuje on ,,0slobada“ vise vlaka sve dok u granicnom
slucaju za Ag = 0, X,= N'; cosa, i X, = 0; sustav postaje
slobodno oslonjena kupola na vertikalnim osloncima, a
prstenasti vlak u kupoli blizu ruba vrlo je velik.

3.2 Proracun kupola-zid

Moguée je oduprijeti se horizontalnoj komponenti
membranskog meridijalnog potiska izvedbom kupole na
cilindricnom zidu. Na slici 11. prikazan je sustav u
kojem je kupola u potpunosti oslonjena na zid. Pod
optere¢enjem kupole na zid djeluje kontinuirana rubna
sila N', koja se moze rastaviti u dvije komponente.
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(b)

Slika 11. Proracun kupola-zid iz [1]

Rub kupole ¢ée translatirati, 51D0 , 1 rotirati, 5200. Horizon-

talna komponenta N', cosa uzrokuje translacijski pomak
zida prema van te rotaciju ili iz [1]:

1

sl = (15)
11 2ﬂ3D
F —— (16)
28%D
1
s - 17
2= 75 (17)

gdje je krutost na savijanje D = Eh*/12(1-v?) i h debljina
zida.

Za rubno opterecenje N', coso ove veliine postaju:

Slp =—2—— (18)
28°D
sw __Ngcosa (19)

Pomaci zbog korekcijske sile X; = 1 i korekcijskog mo-
menta savijanja X, = 1 sada se odrede dodavanjem
vrijednosti prije danih za kupolu i zid.

D, oW
011 =011 + 01}

Sy =65 + 61y (20)

_ oD w
0y =02+
Dvije se jednadzbe kompatibilnosti ponovno napisu u

istom obliku kao prije te se iz njih odrede vrijednosti X;
1 X,.
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3.3 Proracun kupola-prsten-zid

Kada zid zamijeni prsten (kao u prethodnom poglavlju),
pojavljuju se velika vlaéna naprezanja u rubnom pod-
rucju cilindra. Zbog toga je Cesto potrebna veca koli¢ina
armature i povecana debljina zida. Kod spremnika za
tekudéine nisu pozeljna velika podrudja s velikim vlakom
u smjeru prstena jer postoji mogucnost razvoja pukotina.

Uglavnom je pozeljnije ,,skupiti“ vla¢ne sile sigurno u
prsten. Kao §to se vidi u primjeru proracuna kupola-prs-
ten, s povecanjem veli¢ine prstena — pocevsi od granic-
nog slucaja bez prstena — povecava se vlak u prstenu, a
odgovarajuce se smanjuje prstenasti vlak u kupoli. Na
slici 12. prikazan je sustav kupola-prsten-zid. Takav
prsten moze se jednostavnije armirati ili prednapeti ne-
go duljine kupole i zida koje bi inace nosile na vlak.

820

N, n \
e\’\4

R
"630

(a) (b)

Slika 12. Sustav kupola-prsten-zid iz [1]

Na slici 12. prikazan je sustav u kojem su sve rezultante
naprezanja za kupolu i zid odredene po membranskoj
teoriji.

Sveukupno je osam pomaka (greSaka) u proracunu ku-
pola-prsten-zid; tj. translacija i rotacija kupole (8?0 , 52% ),
vrha prstena (51%, 55% ), dna prstena (53% , 54{%) i zida
(5% i 54 (slika 12.). Pomaci (,.greske*) kupole odre-
de se izrazima (1) 1 (2), a pomaci vrha prstena iz (3) i (4), s

tim da se umjesto ekscentriCnosti e uvrsti ;= e + e,sina.
Pomaci podnozja prstena odrede se izrazima:

2 1
53% :(—cosa +%)% 21)
12r%¢,N,
é‘ﬁ) :_521% :L%Na (22)
Ebd

Pomaci zida 53W0 = 54?6: 0.

U proracunu kupola-prsten-zid postoje Cetiri korekcije:
sila X; i moment X,, koji odgovaraju traZzenim veli¢ina-
ma iz proracuna kupola-prsten, te sila X3 i moment Xy
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koje se odnose na proracun prsten-zid (koji je isti kao
prorac¢un kupola-prsten kad se uzme da kupola ima ra-
dijus cilindra). Prvo se razmotri horizontalni pomak na
spoju kupole i prstena.

Zbog sile X; =1, dobije se kao prije (izrazi (13)):
_ oD R
611 =011 + 611
a od momenta X, =1 ponovno:
D, oR
012 =912 + 012

Od sila X5=11 X,4=1 dobiju se horizontalni pomaci:

6 2 .
513 = 5115, = —[1 —%J% 1 (23)
r 121y
014 =014 =——5~ (24)
Ebd

Rotacija prstena na mjestu spoja s kupolom od X3 =1
jest:

612
523 =- (25)
Ebd*
A rotacija od X4=1 je:
12/2
524 =- 3 (26)
Ebd
Pomaci su na spoju prsten-zid:
6)/0 1’2
NHB1=03=—1-—
T ( d j Ebd
2
or
037 =023 =-
Ebd*
_ R w
533 = 533 + 833 27)

gdje 8% i 8%, proizlaze iz jednadzbe (10) i (11) sa
yo=-d/2, a 83 i 83y dani su prije kao ;) i 85 u pro-

racunu kupola-zid (izrazi (15) i (16)).

8y, =85 +83 (28)
12r2y
041 =014 = 2
Ebd
2
12r
Ogp =04 =-—
Ebd
043 =034 (29)
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S4q =08 + 1 (30)

gdie se 58 =% dobije iz izraza (12) a &py dan je

prije kao 52’/2 u prorac¢unu kupola-zid (izraz (17)).

Ukupno se postave Cetiri simultane jednadzbe kompati-
bilnosti za rjeSavanje Cetiriju korekcija X;, Xy, X; i Xy.
Zatim se korekcije kombinirane s osnovnim jednadzba-
ma teorije ljusaka mogu primijeniti u proraunu i uspo-
redbi kupola s prstenom, ili sa zidom, ili s jednim i drugim.

4 Primjer okruglog vodospremnika

Izvedba kupola na cilindri¢nim zidovima danas je uobi-
¢ajena u praksi, kao $to je prikazano na slikama 6. 1 7.
Stoga usporedba rjeSenja primjera kupola-prsten-zid
prema teoriji ljusaka i na osnovi metode konacnih ele-
menata (MKE) ima praktican smisao. U tu su svrhu
rezultati MKE dobiveni primjenom rac¢unalnoga progra-
ma Sofistik [8] usporedeni s primjerom pronadenim na
stranici 153. u knjizi [1].

Na slici 13. prikazan je prednapeti betonski okrugli vo-
dospremnik kapaciteta 3785 m’. Pretpostavljene karak-
teristike materijala su: Poissonov omjer v =1/6 = 0,167,
karakteristi¢na tlatna &vrstoéa betona fy = 30 N/mm? i
modul elasti¢nosti E = 32000 N/mm” za razred betona
C30/37. Opterecenje kupole q = 2,55 kN/m? (vlastita te-
7ina) + 1,76 kN/m? (promjenljivo djelovanje) = 4,31 kN/m”.

\a=2880.36 (94.5)
\\
\ a=28°
! 670.56 \

. (22) \
335.28 \
s l* /—“\

670.56 ‘
@2) |

T =
2697.48 (88.5')
(a) (b)

Slika 13. Primjer okruglog spremnika s kupolom iz [1]

Vodospremnik ¢e posluziti kao podloga za tri zasebna
primjera: (1) pretpostavit ¢e se da prsten slobodno rotira
i translatira na zidu — problem kupola-prsten, (2) sustav
¢e se razmotriti upravo kao §to je prikazan na slici — pro-
blem kupola-prsten-zid, i (3) nacinit ¢e se proracun po-
moc¢u MKE. Idealizirani spoj kupole i prstena te zida
prikazan je na slici 14.

1104

smanjenje debljine tanke
ljuske do 6.35 (2.5")

idealizirani spoj
tanke ljuske i prstena
6.58 (2.59")

os djelovanja N,

I
y=15.42
(6.07")

4430
(17.44")

idealizirani spoj
prstena i zida

0.32 |
& i povecanje debljine zida
12,70 do 17.78 (7") pri temelju

Slika 14. Idealizacija spojeva kupola-prsten-zid [1]

4.1 Primjer kupola-prsten

U analitickom primjeru pretpostavljena je konstantna
prosjecna debljina kupole od 10,2 cm (4 in.) za prora¢un
rubnih utjecaja.

Da se pretpostavila veca debljina kupola bi bila ,kruca“
i stoga bi preuzela vise horizontalnog potiska s pomocu
prstenastog vlaka. Za usporedbu, prsten bi tada bio ma-
nje ,.krut“, i imao bi manji vlak. Usporedba je dana u
tablici 2. Uocava se da smanjenjem veliCine prstena, vri-
jednost prstenastog vlaka (Ng), znatno raste.

U Sofistiku, geometrija sferne kupole radijusa a = 28,80
m generirana je uporabom Sofiplus programa, zajedno s
AutoCAD programom. Idealizirana konstantna debljina
kupole iznosi 10,2 cm. Cilindar visine 44,30 cm generi-
ran s radijusom o = 13,49 m predstavlja prsten. Sirina
prstena je 20,32 cm kao na slici 14.

Slika 15. Numeri¢ki model kupola-prsten iz Sofistika

Donji rub prstena ima sprijeCene pomake u smjeru z-osi
(vertikalno), a jedan ¢vor na rubu ima sprije¢ene poma-
ke u smjerovima X, y i z da bi se osigurala stabilnost ti-
jekom prorac¢una. U modeliranju kupole primijenjen je
kvadrilateralni ravni (tzv. plocasti) element ljuske s Ce-
tiri ¢vora (engl. quad ili plane shell).
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Tablica 2. Usporedba sila i momenata savijanja iz proracuna kupola-prsten i MKE

Upeta kupola h=10,2 cm h=13 cm |[Slobodno oslonjena kupola
(krutost prstena o) (4 1in.) (5,12 in.) (krutost prstena = 0)
Teorija ljusaka | Sofistik, Teorija Sofistik, Teorija Teorija Sofistik,
MKE ljusaka MKE ljusaka ljusaka MKE
Hpg [kN/m] 54,53 55,63 31,23 27,71 27,32 0 0
(Np)o [kKN/m] -11,38 -10,51 391,24 353,00 487,41 1189,34 1128,00
M, [kNm/m] -1,16 -1,18 -3,47 -3,23 -2,89 0 0

Za pocetnu usporedbu rabljena je rijetka mreza sa 60 x 14
elemenata koja je proguscena do guste mreze sa 120 x 28
elemenata, dok rezultati nisu konvergirali do teorijskih
vrijednosti danih u primjeru (slika 15.).

Usporedbom rezultata dobivenih primjenom klasi¢ne
teorije ljusaka s numeri¢kim rezultatima dobivenih pro-
gramom Sofistik uocava se dobra podudarnost, a $to je
prikazano u tablici 2.

4.2 Primjer kupola-prsten-zid

Proracunan je slobodno oslonjen vodospremnik optere-
¢en jednolikim gravitacijskim optere¢enjem, vlastitom
tezinom i promjenljivim djelovanjem.

Osnovni sustav prikazan je na slici 12.b, a rezultantne
sile i momenti savijanja za jednoliko gravitacijsko opte-
re¢enje po povrsini kupole prema proracunu kupola-prs-
ten-zid iz [1] dane su u tablici 3. Zid je promjenljive de-
bljine od 12,70 cm na vrhu do 17,78 cm u podnozju zbog
porasta tlaka vode. Mala greska nastaje ako se u prora-
¢unu na savijanje uzme rubna debljina od 12,70 cm.

Sile proradunane na osnovi membranske teorije [9, 10]
jesu

94 31)

meridijalnasila N . b
(1+cosg)

4

prstenastasila Ny = —qa(cosq) __ 1 J (32)
I+cosg

1 dane su u tablici 3.

U Sofistiku je geometrija sferne kupole radijusa a = 28,80 m
generirana uporabom Sofiplus programa. Idealizirana
konstantna debljina kupole iznosi 10.2 cm. Unutarnji
radijus generiranog cilindricnog zida odnosno prstena

Tablica 3. Rubne sile i momenti savijanja u kupoli

jest ro = 13,49 m. Debljina zida je 12,70 cm, a prstena
20,32 cm. Spoj kupola-prsten-zid modeliran je prema
detalju prikazanom na slici 13.b.

Donji rub zida ima sprijeene pomake u smjeru osi z
(vertikalno), a jedan ¢vor na rubu ima sprijeCene poma-
ke u smjerovima X, y i z da bi se osigurala stabilnost pro-
ratuna. U modeliranju vodospremnika primijenjen je
kvadrilateralni ravni element ljuske s éetiri ¢vora (engl.
quad ili plane shell).

Kupola je modelirana sa 120 x 28, prsten sa 120 x 1 te
zid sa 120 x 9 konacnih elemenata (slika 16.).

[

Slika 16. Numeri¢ki model vodospremnika iz Sofistika

Tablica3.  Rubne sile i momenti savijanja u kupoli

U tablici 3. uocava se dobra podudarnost rezultata dobi-
venih uporabom klasi¢ne teorije ljusaka s numerickim
rezultatima dobivenim programom Sofistik. Kao $to se
moglo ocekivati, membranska teorija daje dobre rezulta-
te kroz cijeli sustav osim u blizini ruba ljuske. Takoder
se uo¢ava da su prstenasta sila i moment savijanja zbog
upetosti kupole vrlo mali u usporedbi s onima koji se
pojavljuju s fleksibilnim prstenom.

Membranska teorija Upeta kupola Kupola-prsten-zid
Teorija ljusaka Sofistik, MKE Teorija ljusaka Sofistik, MKE
N, [kN/m] -65,67 -62,60 -63,00 -38,96 -41,20
Ny [kKN/m] -43,78 -11,38 -10,51 227,07 250,30
M, [kNm/m] 0 -1,16 -1,18 -10,50 -11,15

GRADEVINAR 62 (2010) 12, 1097-1106

1105



Proracun kupola i cilindri¢nih zidova

S. Piculin, I. Mekjavi¢

Zanimljivo je vidjeti koje ¢e se razlike pojaviti ako se ne
uzme u obzir prsten. U tu su svrhu u tablici 4. usporede-
ni neki rezultati s onima iz prorac¢una kupola-zid. Rezul-
tati su bliski u svim slucajevima osim momenta savijanja
u zidu, koji je znatno smanjen s pomocu prstena. Uoceno
je da prsten preuzima vlak iz kupole i zida. Maksimalni
vlak u zidu smanjen je 34 %, a maksimalni vlak u kupo-
li za 18 % (teorija ljusaka). Prsten je, medutim, samo
7,62 cm $iri od zida 1, kao $to se moglo ocekivati, nema
dominantan utjecaj na sustav. Naravno da ¢e veci prsten
skupljati viSe vlaka od gravitacijskog opterecenja.

Tablica 4. Usporedba proracuna

Usporedba rezultata klasicne teorije ljusaka s rezultati-
ma provedenog prora¢una pokazuje to¢nost numerickih
rezultata te mogucnost njihove pouzdane primjene pri
proracunu ovih konstrukcija.

5 Zakljuéak

Hiperubrzano racunalno procesiranje numerickih infor-
macija (informacijska tehnologija) omogucuje danas
projekte koji su odrzivi iako ne nuzno efikasni u Cisto
konstrukcijskom ili ekonomskom smislu. Takoder, da-
nasnja tehnologija moze rijesiti prijepor koji je uvijek

Kupola-prsten Kupola-zid Kupola-prsten-zid
Teorija ljusaka | Sofistik, MKE Teorija ljusaka | Teorija ljusaka Sofistik, MKE
Kupola Ny [kN/m] 391,24 353,00 277,27 227,07 250,30
M, [kNm/m] -3,47 -3,23 -10,94 -10,50 -11,15
Prsten Hy [kN/m] 31,23 27,71 14,74 14,60
Zid Ny [kN/m] 354,61 235,68 247,00
M, [kKNm/m] -10,94 -4,18 -2,08

1z tablice 4. moze se vidjeti kako se to¢nijim numerickim
modeliranjem spoja prsten-zid znatno smanjuje moment
savijanja na vrhu zida (-2,08) u usporedbi s pojednostav-
njenim rjesenjem (-4,18).

Na osnovi provedenog istrazivanja moze se utvrditi da
je aproksimativno rjeSenje prihvatljivo za projektiranje
premda stroze rjeSenje daje nesto drukcije rezultate. Nu-
mericki programi na osnovi metode konac¢nih elemenata
mogu se rabiti kao osnova za projektiranje, ali je vazno
pazljivo prouciti takve rezultate usporedbom s pribliz-
nim rjesenjima.
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