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Utjecaj pogreške zaokruživanja na točnosti proračuna konstrukcije  
U članku je, radi ocjene točnosti proračuna konstrukcije, prikazan sustavni niz primjera s analitičkim 
rješenjima koja se metodom konačnih elemenata mogu prikazati u obliku cijelih brojeva ili razlomaka. 
Kao primjer odabran je Lagrangeov trikubični element u obliku kvadra. Primjeri su riješeni numerički 
uporabom standardnog broja značajnih znamenaka. Na kraju je iz razlike točnog i numeričkog rješenja 
određen točan iznos pogreške. Cijeli je postupak proveden programom Mathematica. 
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Effect of rounding error on the accuracy of structural analysis 

In order to estimate accuracy of structural analyses, the authors introduce a systemic set of examples 
with analytic solutions that can be presented, through the finite element method, in form of whole 
numbers and fractions.  The three-cube Lagrange element in form of cuboid is selected as an example.  
Examples are solved numerically using a standard number of significant digits.  In the end, an accurate 
calculation of error is derived from the difference between the exact and numerical solutions.  The 
entire procedure is realized using the Mathematica software. 
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exemples avec les solutions analytiques qui peuvent être présentées, en utilisant la méthode des éléments finis, 
en forme des nombres entiers et des fractions.  L'élément Lagrange à trois cubes et en forme de pavé droit est 
utilisé comme exemple.  Les exemples sont résolus de manière numérique en utilisant un nombre standard des 
digits significatifs.  A la fin, un calcul précis d'erreur est dérivé de la différence entre solutions exactes et 
numériques.  La procédure entière est réalisée en utilisant le logiciel Mathematica. 
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аналитическими решениями, которые с помощью  метода конечных элементов могут быть 
представлены в виде целых чисел или дробей. В качестве примера выбран трикубический  элемент 
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1 Uvod

Suvremeni prorǎcuni inženjerskih konstrukcija gotovo su
nezamislivi bez uporabe računala, a sustavi jednadžbi
koji proizlaze iz numerǐckih modelačesto sadřze vǐse od
105 nepoznanica. Takvi se sustavi učinkovito rjěsavaju
različitim metodama (izravnim, iteracijskim, gradijent-
nim ili njihovom kombinacijom), koje sa sobom nose
neizbjěznupogrěsku zaokrǔzivanja. Pogrěska ovoga tipa
posljedica je konǎcnog broja znamenaka kojima se pri za-
pisu nekog, ponajprije realnog broja služi računalo. Pri-
mijetimo: véc sami strojni zapis ulaznih podataka tvori
(početnu) pogrěsku. Daljnjim, brojnim zaokrǔzivanjima
tijekom realizacije numeričkih operacija nekog algoritma
pogrěske se dijelom pribrajaju, a dijelom poništavaju.
Ipak, ukupni je porast pǒcetne pogrěske neizbjězan i
(ovisno o svojstvima sustava)često vrlo brz.

Primjerice, sustav jednadžbi temeljen na metodi konačnih ele-
menata, kojemu pripada model s izrazitim razlikama u kru-
tostima, břze akumulira pogrěske od sustava iste veličine s iz-
jednǎcenim krutostima.

Iako uobǐcajeni rǎcunalni zapis broja na približno 15
dekadskih znamenaka izgleda vrlo pouzdano, gubitak
točnih znamenaka1, čak i kod dobrih modela, s prosje-
čnim brojem nepoznanica, riješenih stabilnom metodom
za prorǎcun sustava, mǒze biti zapanjujúce velik.

Pod tvorbom dobrog modela smatramo izbor prikladnih i pravil-
nih konǎcnih elemenata, ispravno postavljene rubne uvjete, do-
bro aproksimirana opterećenja, izbor odgovarajućeg postupka
prorǎcuna (linearnog ili nelinearnog) i općenito uklanjanje svih
pogrěsaka koje znanjem i iskustvom možemo izbjéci.

Prema [1] pri prorǎcunu dobrog modela od samo dese-
tak tisúca nepoznanica, procijenjeno je dašest do sedam
znamenaka mǒzemo smatrati netǒcnim. Za véce, neli-
nearne modele, kod kojih broj operacija pri proračunu
izrazito raste, gubitak od devet značajnih znamenaka
nije rijetkost. Zbog toga suvremeni računalni programi
pri dekompoziciji globalne matrice krutosti prognoziraju
broj netǒcnih znamenakam pomócu izraza

m= log(kii )− log(kii ), (1)

gdje jekii dijagonalničlan matrice krutosti, akii njegova
promjena pri dekompoziciji.
Čim je m > 6 program nagovjěstava manje pouzdano
rješenje jer prognozira gubitak preostalih (približno) de-
vet znamenaka prilikom supstitucije naprijed odnosno
natrag. Ako jem> 11 u modelu postoje ozbiljni prob-
lemi poput neispravnih rubnih uvjeta (globalne nesta-
bilnosti), lokalnog mehanizma (unutar modela), preve-
likih razlika u krutostima i slǐcno. Tada nakon završetka
prorǎcuna ne mǒzemo ǒcekivati nikakvu tǒcnost rezultata

jer su preostalěcetiri znamenke premalo za kompenzaciju
pogrěske zaokrǔzivanja. O ovome vǐse u odjeljku 8.2.

2 Motivacija

Iz literature o numerǐckoj analizi [2, 3] poznate su
teorijske gornje granice pogrešaka zaokrǔzivanja (time
i gubitak tǒcnosti znǎcajnih znamenaka) nastalih pri
rješavanju sustava linearnih jednadžbi. One su uvijek
prikazane u obliku dokazanih nejednakosti. Medutim,
prevladava mǐsljenje da su tako odredene granice previše

”
pesimistǐcne“, a mogu se preciznije odrediti samo u

primjerima s poznatim teorijskim rješenjem. Prema to-
me, postavlja se zapravo pitanje: Kolika je točnost na-
ših numerǐckih prorǎcuna? Neki autori [4] tvrde da po-
grěske zaokrǔzivanja ne mogu ugroziti dobivene rezul-
tate. Ipak, u ovome je radu pokazano da najveći gubi-
tak znǎcajnih znamenaka, pri proračunu relativno malih
modela (s něsto manje od 35 000 nepoznanica), iznosi
6 za dobro koncipirane ǐcak 11 do 12 znamenaka za
loše koncipirane modele. Dobri modeli formirani su
tako da gubitak znamenakaisključivo ovisi o propaga-
ciji pogrěske zaokrǔzivanja, dok je kod lǒsih modela
uključen i utjecaj nepovoljnog oblika elementa (odjeljak
7.4). U nastavkúcemo opisati izvorǐste smanjene tǒcnosti
prorǎcuna: pogrěsku zaokrǔzivanja.

3 Pogrěska zaokruživanja

Svaki prorǎcun iňzenjerske konstrukcije je približan,
odnosno opterécen je pogrěskama. Od svih pogrešaka
koje postoje u postupku projektiranja i izvedbe [5] ovim
je radom obuhvácena samo pogreška zaokrǔzivanja. Ona
nastaje pri zapisu realnog broja u ograničenom ob-
liku tzv. strojnog broja– broja pohranjenog u memoriji
računala. Dovoljna je jedna računska operacija dvaju
takvih brojeva da rezultat bude opterećen pogrěskom
zaokrǔzivanja. Tako dobivena vrijednost je ulazni po-
datak za nastavak proračuna, pa govorimo o propagaciji
pogrěske kroz numerǐcki postupak [6, 7]. Ako se radi o
samo nekoliko koraka jednostavnog algoritma, pogreška
je vrlo mala. Razlog tome je velika preciznost zapisa
strojnog broja (4. poglavlje). Medutim, kod slǒzenih al-
goritama i velikog broja rǎcunskih operacija postavlja se
pitanje utjecaja takve pogreške na konǎcnu tǒcnost rezul-
tata. Prema gruboj procjeni, konačne pogrěske nastale
računalnim prorǎcunom moraju se ograničiti na najvǐse
1%, odnosno prorǎcunska pogrěska mora biti manja za
barem jedan red veličine od ǒcekivane ukupne pogreške.

Prema [5] pod ukupnom pogreškom smatramo razliku izmedu
rezultata prorǎcuna i ponǎsanja gotove konstrukcije. Ako is-
ključimo nepouzdana djelovanja potresa ili vjetra ta je razlika

1U ovome smislu gubitak ne treba shvatiti doslovno. Radi se zapravo o gubitku (smanjenju) točnosti zapisa.
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oko 10% u slǔcaju dobrih, a 30% u slǔcaju něsto nepreciznijih
modela (primjerice s lǒsijim oblicima elemenata).
Na taj se nǎcin ukupna pogrěska néce nepotrebno pove-
ćati zbog postupka proračuna. Posvetimo se sada začetku
pogrěske zaokrǔzivanja: strojnom zapisu realnih brojeva.

4 Prikaz realnih brojeva u memoriji ra čunala

Postoji nekoliko nǎcina zapisivanja brojeva u memoriji
računala od kojih je, u numeričkim inženjerskim proble-
mima, zapis s pomičnim zarezom (engl.floating–point)
u naǰcěsćoj uporabi. Osim tehnike pomičnog zareza u
uporabi su jǒs neke tehnike poput nepomičnog zareza
(engl. fixed point), racionalnog broja (engl.floating–
slash) i logaritamskog oblika (engl.signed logarithm).
Svakome je zapisu pridružen nǎcin postupanja s broje-
vima, odnosno nad njima su definirane logičke i arit-
metǐcke operacije. Format broja prikazanog pomičnim
zarezom sastoji se od: predznaka+ ili −, bazeβ, ekspo-
nentaE i preciznostip koja predstavlja broj znamenaka
mantise±d0,d1d2d3 . . .dp−1. Tako definirani parametri
odreduju strojni broj koji možemo zapisati u obliku:

±d0,d1d2d3 . . .dp−1×βE, (2)

gdje oznaka× nije rǎcunska operacija, a za znamenke
mantise vrijedi 0≤ di < β.
Teorijski, baza, preciznost i eksponent mogu poprimiti
različite vrijednosti. Ipak, one su odredene raznim nor-
mama. Trenutǎcno najpopularnija norma koja definira
format brojeva s pomičnim zarezom i rǎcunske operacije
medu njima jestIEEE 754 (engl. IEEE 754 Standard for
Binary Floating–Point Arithmetic, ANSI/IEEE Std. 754–
198). Ova je norma ugradena u sveSPARC, Intel i Pow-
erPC procesore. Baza normeIEEE 754 uvijek je dva
(β = 2), a preciznostp može poprimiti dvije vrijednosti:
24 za brojeve jednostruke preciznosti (engl.single preci-
sion) i 53 za brojeve dvostruke preciznosti (engl.double
precision). Uz ovu osnovnu podjeluIEEE 754 nudi jǒs i
prodǔzenu jednostruku i dvostruku preciznost (engl.sin-
gle (double) extended precision). Vrijednosti parametara
koje pripadaju ovim formatima prikazani su u tablici 1.

Tablica 1. Vrijednosti parametara prema IEEE 754

Baza Preciznost Eksponent
Formati β p Emax Emin

jednostruki 2 24 127 -126

prodǔzeni
jednostruki 2 32 1 023 -1 022

dvostruki 2 53 1 023 -1 022

prodǔzeni
dvostruki 2 64 16 383 -16 383

Navedeni formati brojeva strojno se zapisuju kao jedna
ili dvije 32–bitne memorijske rijěci podijeljene na tri cje-
line, pri čemu u binarnom sustavu bitovi poprimaju vri-
jednosti 0 ili 1 (slika 1.).

Slika 1. Raspored bitova unutar memorijske riječi (prema
IEEE 754): a) brojevi jednostruke preciznosti, b)
brojevi dvostruke preciznosti

Vrijednost prvoga bita odreduje predznak broja: 0 ako je
broj pozitivan ili 1 ako je negativan. Polje za prikaz eks-
ponenta ima 8 odnosno 11 bitova i počinje s pomakom
od 127 za jednostruku odnosno 1023 za dvostruku pre-
ciznost. Time se izbjegava negativna vrijednost ekspo-
nentae. Na taj nǎcin minimalnu vrijednost eksponenta
u jednostrukom formatuEmin =−126 pohranjujemo kao
e=−126+127= 1. Preostala 23 ili 52 bita ne sadrže ci-
jelu mantisu. Na slici 1. dio memorijske riječi oznǎcen je
kao ostatak mantise jer se izostavlja znamenka odnosno
bit lijevo od binarne tǒcke (engl.hidden bit). Naime, ako
je mogúce, brojevi s pomǐcnim zarezom pohranjuju se
u normaliziranom obliku; obliku s vodećom znamenkom
kao jedinicom. Normalizirani brojevi (engl.normalized
numbers) imaju dvije prednosti [7]:

• svaki normalizirani broj ima jedinstveni prikaz i

• nije potrebno izravno pamtiti vodeću znamenku.

Vodéca znamenka uvijek je jednaka jedinici pa se pri-
padni bit dodaje radi tǒcnijeg prikaza ostatka. Bro-
jevi koje nije mogúce prikazati u normaliziranom ob-
liku, imaju nulu kao vodécu znamenku i nazivaju se de-
normaliziranim (engl.subnormal numbers). Na slici 2.
prikazani su brojevni pravci s označenim ekstremima
normaliziranih i denormaliziranih brojeva jednostruke i
dvostruke preciznosti premaIEEE 754. Zbog uvodenja
normalizacije, nulu je potrebno posebno definirati. Bro-
jevni pravci na slici 2. sadrže dva razlǐcita zapisa nule,
tzv. nulu s predznakom (engl.signed zero). Predznaci
nule nemaju posebno numeričko znǎcenje jer se uvijek
radi o nuli. Oni se pojavljuju samo kao posljedica stroj-
nog zapisa.
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Slika 2. Skica brojevnog pravca premaIEEE 745 za brojeve: a) jednostruke preciznosti, b) dvostruke preciznosti

Osim nule s predznakom, normaIEEE 754 uvodi i posebne
znakove koji se odnose na beskonačne vrijednosti:−Inf(−∞)
i +Inf(+∞) (engl. infinite numbers) i nedefinirani iznosNaN
(engl.Not a Number). Očekivana pojava nule ili beskonačnih
vrijednosti u rǎcunskim operacijama ne mora dovesti do prekida
prorǎcuna jerIEEE aritmetika podřzava poznata rǎcunska pra-
vila poput:

x±∞ =±∞, x ·0= 0, x/0= ∞,

+∞+∞ = ∞, x ·∞ = ∞, x/∞ = 0.

Medutim, rǎcunskim operacijama koje nisu dobro definirane:

∞−∞, 0/0, xREM0,
√
−x,

0·∞, ∞/∞, ∞REMx,

gdje je REM ostatak dijeljenja (engl.reminder after division),
IEEE standard pridrǔzuje vrijednostNaN. PojavaNaN u nekome
izrazu koji sadřzi aritmetǐcku ili logičku operaciju takoder
rezultira sNaN. Prema tome i sve izlazne varijable poprimaju
vrijednostNaN pa se prorǎcun, naǰcěsće uz upozorenje, prekida.

Iz opisa strojnog broja mǒzemo zakljǔciti da svaka od
mogúcih kombinacija nula i jedinica smještenih u 32,
odnosno 64 bita predstavlja po jedan broj s pomičnim
zarezom. Ǒcito je da mǒzemo zapisati samo konačan
odnosno ograničen skup brojeva. Drugim riječima, po-
stoje najmanji i najvéci broj skupa, a izmedu dvaju su-
sjednih brojeva ne mǒzemo definirati novi. Prema tome,
nije mogúce svaki realni, pǎcak niti svaki racionalni
broj točno prikazati u formatu broja s pomičnim zare-
zom i konǎcnim brojem znamenaka. Primjeri su broje-
vi koji su manji (véci) od najmanjeg (najvéceg) broja s
pomǐcnim zarezom, ili (̌sto je naǰcěsći slučaj) brojevi koji
leže izmedu dva broja s pomičnim zarezom. Primjeri-
ce, decimalni broj 0,1 ne može se u binarnome formatu
bilo koje tǒcnost prikazati egzaktno, nego približno kao
1,100110011001100110011. . .×2−4. Zbog togáce broj
s pomǐcnim zarezom i prije prorǎcuna biti aproksimativan
odnosno zaokrǔzen.

4.1 Ispravnost i tǒcnost postupka zaokruživanja

Uobičajeno pravilo koje rabiIEEE 745 jest zaokrǔziva-
nje prema najblǐzem broju, uz iznimke koje se odnose na
granǐcne vrijednosti normaliziranih strojnih brojeva:

x> Nmax, round(x) = ∞,

x<−Nmin, round(x) =−∞,
(3)

gdje suNmax i Nmin najvéci i najmanji normalizirani bro-
jevi, around oznaka za funkciju zaokruživanja.
Ako se broj nalazi na sredini izmedu dvaju strojnih bro-
jeva tada se bira onaj broj s pomičnim zarezom koji ima
nulu u najdaljem bitu, odnosno na najmanje značajnom
mjestu, a to znǎci da se bira parni broj (engl.rounding
to nearest even). Oṕcenito, zaokrǔzena vrijednost prema
bilo kojem od navedenih modela jest približna i iznosi

round(x) = x(1+δ), (4)

gdje jeδ relativna pogrěska zaokrǔzivanja, čija apsolutna
vrijednost mora biti manja od strojne preciznostiε:

|δ|= |round(x)−x|
|x| ≤ ε. (5)

To je temeljni izraz koji sečesto rabi pri analizama
pogrěske zaokrǔzivanja [8]. Vrijednost strojne precizno-
sti ε (engl.machine precision, machine epsilon, macheps)
sadřzana je u razlici dvaju susjednih strojnih brojeva
(x+−x−) koja iznosi:

ulp= x+−x− = (0,00. . .01)2×2e (6)

i predstavlja razliku brojeva s jedinicom na zadnjem
mjestu (kraticaulp od engl.unit in the lastplace). Prvi
dio izraza (6) sadrži konstantu za odredenu preciznostp i
odreduje strojnu preciznost kao:

ε = (0,00. . .01)2 = 2−(p−1). (7)

Prema [9] strojnu preciznost možemo definirati i kao naj-
manji pozitivni broj za koji vrijedi:

1+ ε 6= 1. (8)
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Vrijednost strojne preciznosti prema (7) i (8) za jedno-
struki format iznosiε = 2−23 ≈ 10−7, što priblǐzno odgo-
vara vrijednosti od sedam značajnih decimalnih zname-
naka. Kada se upotrebljava format dvostruke preciznosti
vrijednost strojne preciznosti raste naε = 2−52 ≈ 10−16,
odnosno kriterij za relativnu pogrešku postaje strǒzi, a
broj znǎcajnih decimalnih znamenaka penje se na pri-
bližno šesnaest. Za model zaokruživanja koji podřzava
IEEE 745 (zaokrǔzivanje prema najbližem broju), gornja
granica relativne pogreške (5) smanjuje se na pola:

|δ| ≤ 1
2

ε = 2−p. (9)

Osim pogrěsaka zaokrǔzivanja koje nastaju prikazom re-
alnoga broja strojnim i sama aritmetika pomične tǒcke
stvara pogrěske. Vrlo često rezultat neke računske ope-
racije provedene nad brojevima s pomičnim zarezom ne
daje rezultat u zadanom formatu. Kao primjer možemo
podijeliti broj 1 s brojem 10. Oba broja imaju točan pri-
kaz kao strojni brojevi, dok njihov omjer 1/10 = 0,1,
kako smo pokazali, prije pohrane mora biti zaokružen.
U postupcima numeričkog prorǎcunaIEEE norma zahti-
jeva da rezultat osnovnih računskih operacija zbrajanja,
oduzimanja, mnǒzenja i dijeljenja bude tǒcno odreden i
tek onda zaokrǔzen. Konǎcna aritmetika koja zadovo-
ljava navedeni uvjet naziva se aritmetikom s korektnim
zaokrǔzivanjem (engl.correctly(exactly) rounded opera-
tions). U tome slǔcaju relativna pogrěska rezultata jedne
operacije ne prelazi vrijednost odredenu izrazom (9).
Osim za osnovne operacije,IEEE norma ovaj zahtjev
prǒsiruje i na operaciju drugog korijena, ostatka pri dije-
ljenju i pretvorbe izmedu razlǐcitih formata brojeva. Radi
obuhvácanja svih slǔcajeva koji se mogu dogoditi pri-
mjenom aritmetike s korektnim zaokruživanjem, ponekad
su potrebni tzv. sigurnosni (zaštitni, rezervni) bitovi
smjěsteni unutar registara u kojima se provode osnovne
operacije. Naǰcěsće se radi o tri dodatna bita. Pri tome
pohrana samoga broja ostaje uIEEE formatu.
Može se dogoditi da dobiveni rezultat nekog proračuna ne
pripada intervalima normaliziranih brojeva s pomičnim
zarezom. Ako je ta vrijednost konačna, ali véca (manja)
od+Nmax (−Nmin), govorimo o prekorǎcenju (engl.over-
flow). U IEEE aritmetici takav se broj zaokružuje prema
modelu (3) bez prekida proračuna. Pojava rezultata ra-
zličitog od nule koji je po svojoj apsolutnoj vrijedno-
sti manji od najmanjeg normaliziranog broja naziva se
potkorǎcenje (engl.underflow). Ako u IEEE aritmeti-
ci zaokrǔzimo takav broj na najbližu strojnu vrijednost,
možemo se náci u intervalu denormaliziranih brojeva. Pri
tome uvodimo relativnu pogrešku zaokrǔzivanja koja je
veća od uobǐcajene (4) s tendencijom porasta ako se de-
normalizirani broj smanjuje. Prema [6] vrijednost porasta
relativne pogrěske nije véca od 2−150≈ 10−45 za jedno-
struku odnosno 2−1075≈ 10−324 za dvostruku preciznost.

To je u vécini slučajeva prihvatljivije od potpunog gu-
bitka relativne tǒcnosti izbjegavanjem denormaliziranih
brojeva i zaokrǔzivanjem na nulu.
Uvodenje aritmetike denormaliziranih brojeva naziva se
postupnim potkorǎcenjem (engl.gradual underflow) i
predstavlja sporni dioIEEE 745 norme. Iako mǒze iza-
zvati znatno produljenje trajanja proračuna (ako nema
strojnu podřsku), postupno potkoračenje odnosno arit-
metika denormaliziranih brojeva danas je prihvaćena kao
praktǐcno rjěsenje za popunjavanje relativno velike praz-
nine izmedu nule i najvéceg negativnog (−Nmax) odnosno
najmanjega pozitivnoga normaliziranog broja (Nmin) [6,
9] (slika 2.).

Napomenimo da je u nekim programskim paketima moguće
proizvoljno povécati broj znǎcajnih znamenaka. Ovo alternativ-
no rjěsenje za povécanje tǒcnosti provodi se programski (nema
strojnu podřsku), pa se prorǎcuni naǰcěsće odvijaju uz zamjetno
produljenje trajanja (i do 400 puta) i znatan utrošak memorije
računala.

5 Procjena pogrěske zaokrǔzivanja

Neka je Ku = f osnovni sustavn linearnih jednaďzbi
pri kojem su zadani podaci:̌clanovi matrice sustava
K (K ∈Qn×Qn) i vektora f (f ∈Qn), elementi skupa
racionalnih brojevaQ (zapisani u obliku cijelih brojeva
ili razlomaka), pa ne sadrže ulaznu pogrěsku. Utjecaj po-
grěske zaokrǔzivanja na tǒcno rjěsenjeu (u ∈ Qn) pro-
cjenjuje se analizom uvjetovanosti sustava. Tako pri do-
bro uvjetovanom sustavu mala promjena (perturbacija)
ulaznih podataka daje malu promjenu rezultata, dok pri
loše uvjetovanom sustavu mala promjena ulaznih vri-
jednosti mǒze prouzrǒciti iznenadujuće veliku pogrěsku
u rezultatu. Ako perturbiramo osnovni sustav možemo
pisati

(K +δK)(u+δu) = f +δf, (10)

gdje suδK i δf male pogrěske ulaznih podataka, aδu
pogrěska rezultata (ne nužno mala). Razlika perturbira-
nog i osnovnog sustava daje početni izraz za pogrěsku
rezultata:

δu = K−1(δf −δKu −δKδu). (11)

Gornja granica ove pogreške dobiva se primjenom neke
norme nǎclanove prethodnog izraza koji tada (zbog po-
znate nejednakosti trokuta) prelazi u nejednadžbu

‖δu‖ ≤ ‖K−1‖
(

‖δK‖‖δu‖+‖δK‖‖u‖+‖δf‖
)

. (12)

Sredivanjem ovog izraza uz uvjet da je perturbacija mala,
čime je zadovoljen uvjet

‖K−1‖‖δK‖< 1, (13)
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dobivamo gornju granicu relativne pogreške:

‖δu‖
‖u‖ ≤ ‖K−1‖‖K‖

1−‖K−1‖‖K‖‖δK‖
‖K‖

(‖δK‖
‖K‖ +

‖δf‖
‖f‖

)

. (14)

Vrijednost umnǒska

κ(K) = ‖K−1‖‖K‖ (15)

naziva se brojem uvjetovanosti (engl.condition number)
matriceK i temelji se na inverzu matrice.2 Uvrštavanjem
(15) u (14) dobivamo izraz

‖δu‖
‖u‖ ≤ κ(K)

1−κ(K)
‖δK‖
‖K‖

(‖δK‖
‖K‖ +

‖δf‖
‖f‖

)

(16)

koji povezuje relativnu pogrešku rezultata‖δu‖/‖u‖ s
relativnom pogrěskom matrice sustava i vektora desne
strane‖δK‖/‖K‖+‖δf‖/‖f‖ kao ulaznih podataka. Ko-
eficijent koji ih povezuje priblǐzno je jednak broju uvjeto-
vanostiκ(K) ako je norma pogrěske (perturbacije)‖δK‖
dovoljno mala [6]. Tada jeκ(K)‖δK‖/‖K‖ ≈ 0. Uz na-
vedenu pretpostavku izraz (16) prelazi u oblik

‖δu‖
‖u‖ ≤ κ(K)

(‖δK‖
‖K‖ +

‖δf‖
‖f‖

)

(17)

koji najčěsće srécemo u literaturi i prema kojemu je
gornja granica relativne pogreške rezultata propor-
cionalna zbroju relativnih pogrešaka ulaznih podataka.
Koeficijent proporcionalnosti jest broj uvjetovanosti
κ(K). Za prorǎcun prethodnih izraza najčěsće se upotre-
bljavaju sljedéce vektorske i matrične norme [2]:

‖u‖1 =
n

∑
i=1

|ui |, norma sume

‖u‖2 =

√

n

∑
i=1

|ui |2, euklidska norma

‖u‖∞ = max
i

|ui |, norma beskonǎcno

‖K‖1 = max
1≤ j≤n

n

∑
i=1

|ai j |, norma sume po stupcima

‖K‖2 =
√

λmax(KTK), norma dva

‖K‖∞ = max
1≤i≤n

n

∑
j=1

|ai j |, norma sume po redcima i

‖K‖F =

√

n

∑
i=1

n

∑
j=1

|ai j |2 =
√

tr(KK T), Schurova norma

gdje je | · | oznaka za apsolutnu vrijednost komponente
matrice ili vektora,λmax najvéca vlastita vrijednost ma-
trice, a tr(·) oznaka za trag matrice. Normu dvačesto
zovemo spektralnom, a Schurovu normu Frobeniusovom.

Osim za procjenu gornje granice relativne pogreške
rezultata odnosno uvjetovanosti sustava jednadžbi, broj
uvjetovanosti mǒzemo povezati s ǒcekivanim brojem
izgubljenih (pogrěsnih) decimalnih mjesta dobivenog rje-
šenja. Ako relativna pogreška ulaznih podataka (čla-
nova K i f ) ne prelazi vrijednost strojne preciznosti
10−7 odnosno 10−16, tada prema [10] relativnu pogrešku
rješenja (17) mǒzemo zapisati kao

‖δu‖
‖u‖ = 10−s ≤ κ(K)10−p, (18)

gdje jep iznos jednostruke odnosno dvostruke precizno-
sti odreden prema (9), as očekivana tǒcnost rezultata.
Logaritmiranjem prethodnog izraza dobivamo

s≤ p− logκ(K) (19)

što znǎci da logaritam broja uvjetovanosti predstavlja
maksimalni ǒcekivani broj izgubljenih znǎcajnih zname-
naka. U skladu s (1) možemo pisatim= logκ(K) iako
se ne mora raditi o istoj brojki. Izraz (1) prirodan je
pri dekompoziciji, često u uporabi, i trivijalan prema
odredivanju logκ(K) kod kojega, prema (15), treba in-
vertirati matricu krutosti, a to je za velike sustave spor i
memorijski zahtjevan postupak.

6 Temeljna zamisao postupka za izoliranu procjenu
pogrěske zaokrǔzivanja

Cilj je odrediti svečlanoveK , u i f osnovnog sustava
u obliku razlomaka,̌cime iskljǔcujemo utjecaj pogrěske
zaokrǔzivanja. Tako dobiveni sustav i njegovo rješenje
zovemoetalonom. Njega uvijek mǒzemo odrediti obra-
tnom metodom: ako jeK prikazana racionalnim broje-
vima, na lijevu stranu uvedemo rješenjeu prikazano na
isti nǎcin i običnim mnǒzenjemKu odredimo if u obliku
racionalnih brojeva. Pri tome je ipak poželjno da sustav
opisuje neki realni problem.

Osnovni sustav bismo mogli odrediti i izravnom metodom u
cjelobrojnoj aritmetici (izrǎcunatiu=K−1f u cjelobrojnom ob-
liku). Medutim, véc kod malog broja nepoznanica dolazi do
vrtoglavog povécanja brojnika i nazivnika (čak i uz krácenje
razlomaka) pa nastaju veliki zahtjevi za brzinom i memorijom
računala kojima nismo mogli raspolagati.

Radi numerǐckog pristupa rjěsenju osnovnog sustava
potrebno je zapisatǐclanoveK i f u obliku strojnih bro-
jeva čime ulazni podaci dobivaju (unesenu, početnu)
pogrěsku zaokrǔzivanjaδK i δf. Time dobivamo pertur-
birani sustav:

(K +δK)u = f +δf, (20)
2Ovo nije jedini nǎcin odredivanja broja uvjetovanosti. Primjerice, problemu vlastitih vrijednosti matriceK pripada izrazκ(K) = λmax(K)/λmin(K),

gdje suλmax(K) i λmin(K) najvéca i najmanja vlastita vrijednost odK [6].
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gdje u oznǎcava priblǐzno rjěsenje koje, osim pǒcetne
pogrěske, sadřzi i njezin rast zbog provedbe algoritma za
prorǎcun sustava.
Poznavajúci točno i približno rjěsenje i pazéci na velǐcinu
početnih pogrěsaka mǒzemo prema (17) postaviti nejed-
nakost

‖u−u‖
‖u‖ ≤ κ(K)

(‖δK‖
‖K‖ +

‖δf‖
‖f‖

)

, (21)

kod koje su, uz izbor prikladne norme, poznati svi
članovi. Najmanji broj uvjetovanosti dobiven je pri-
mjenom norme dva [11] pa je, zbog

”
najmanje pesi-

mistične“ ocjene pogrěske, primijenjena u svim izraz-
ima. Na temelju posljednje nejednakosti možemo uspo-
rediti gornju granicu relativne pogreške

(

desna strana u
(21)

)

s točnompogrěskom
(

lijeva strana u (21)
)

i na taj
nǎcin utvrditi korektnost tako odredene granice, ponaj-
prije zbog uvrijězenog mǐsljenja o njezinoj pretjeranoj si-
gurnosti. Štovǐse, mǒzemo usporediti i procjenu gubitka
znǎcajnih znamenaka prema (19) sa stvarnim gubitkom
odredenim razlikom(u−u).

7 Realizacija postupka za procjenu
pogrěske zaokrǔzivanja

Da bismo proveli opisani postupak treba odabrati pro-
blem kojemu pripada osnovni sustav zapisan racional-
nim brojevima. Uz danǎsnje programe koji posjeduju
simbolǐcku algebru takav jesvaki primjer kod kojega
ulazne podatkeK i f možemo zapisati cijelim brojevima
i razlomcima jer primjenom cjelobrojne aritmetike na
izravnu metodu rjěsavanja sustava dobivamo i cjelobroj-
no rjěsenje. Ako nemamo snažno rǎcunalo za provedbu
postupka, uvijek mǒzemo odabrati obratnu metodu ili
problem s analitǐckim rjěsenjem kojemu pripada osnovni
sustav s racionalnim brojevima. U potonjem slučaju
obratna metoda služi samo za provjeru desne strane, a
izravna metoda (ako je možemo provesti) za provjeru
rješenja. Pokǎzimo u nastavku realizaciju postupka pri-
mjenom klasǐcnog problema linearne teorije elastičnosti
s analitǐckim rjěsenjem.

7.1 Matematǐcki model etalona:̌cisto savijanje kvadra

Odabran je matematički model kvadra s nehomogenim
stanjem naprezanjaσ0 po rubu, koje se linearno mijenja
po visini (djelovanječistog savijanja; slika 3.). Mini-
malni broj i raspored lězajnih veza koje sprjěcavaju po-
make modela kao krutog tijela prikazani su na slici.
Opisanom problemu pripada analitičko rjěsenje za kom-
ponente polja pomaka [12], koje se uz izbor ulaznih po-
dataka (o geometriji, materijalu i opterećenju) u obliku
racionalnih brojeva takoder mogu prikazati racionalnim
brojevima.

Slika 3. Matematički model etalona

7.2 Zapis etalona u cjelobrojnom obliku

Za tvorbu osnovnog sustava upotrijebljena je metoda
konǎcnih elemenata, odnosno Lagrangeov trikubični ko-
nǎcni element u obliku kvadra [13]. Element jeC 0

kompatibilan, s koordinatnim funkcijama u obliku La-
grangeovog polinoma trećeg stupnja. Sadrži 64 pravilno
rasporedenačvora (slika 4.), svaki s tri translacijska stup-
nja slobode,̌sto ukupno daje 192 stupnja slobode.

Slika 4. Lagrangeov trikubični konačni element

Uz cjelobrojne ulazne podatke koeficijenti Lagrangeovog
polinoma su razlomci, pa integrale za tvorbu lokalne ma-
trice krutosti mǒzemo rijěsiti analitǐcki, s rezultatom u
obliku razlomaka. Time izbjegavamo postupak Gaußove
integracijěciji je rezultat gotovo uvijek realan broj. Na taj
nǎcin dobivamǒclanove matrice u obliku racionalnih bro-
jeva. Tvorba lokalne i globalne matrice krutosti, vektora
pomaka i opterécenja realizirani su programomMathe-
matica [14] koja podřzava rad s racionalnim brojevima.

Uobičajeni postupak statičke kondenzacije unutarnjiȟcvorova
nije proveden jer kondenziranu matricu krutosti nije moguće
odrediti u obliku razlomaka ili su iznosi brojnika i nazivnika
preveliki. Jasno, nekondenzirana matrica ne utječe na tǒcnost
elementa; samo sadrži veći broj članova što je sa stajališta
potrebe za tvorbom velikog sustava jednadžbi čak povoljno.
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Element je provjeren na nekim elementarnim rješenji-
ma linearne teorije elastičnosti i problemu sinusnog
opterécenja pravokutne, zglobno oslonjenje ploče [15].
Dodatno je, za potrebe ovoga rada, za nepridržani ele-
ment odredena determinanta i vlastite vrijednosti ma-
trice krutosti. Iznos determinante i prviȟsest vlasti-
tih vrijednosti (kojima odgovaraju pomaci elementa kao
krutoga tijela) zbog cjelobrojnog je zapisa matrice jed-
nako tǒcnoj, cjelobrojnoj nuli. (UMathematici postoji i
nula s ostatkom, odnosno nula kao realan broj.) Slično
tome, rezidualf −Ku i pogrěska rjěsenjau−K−1f jed-
naki su cjelobrojnoj nuli. (UmnǒzakKu ovdje simbolizi-
ra obratnu, aK−1f izravnu metodu rjěsavanja sustava.)

7.3 Numerǐcka realizacija etalona

Zapisom ulaznih podataka (članovaK i f) u strojnom ob-
liku jednostruke ili dvostruke preciznosti unosimo u os-
novni sustav pǒcetnu pogrěsku čime pǒcinje numerǐcka
realizacija etalona. Nastaje, dakle, perturbirani sustav
(20) koji je potom rijěsen primjenom dvostruke preciz-
nosti, bez obzira na broj decimalnih mjesta na koja su
zaokrǔzeni ulazni podaci. To je uobičajeni nǎcin reali-
zacije standardnih numeričkih postupaka s realnim broje-
vima. Time smo dobili rjěsenje perturbiranog sustavau.

Prorǎcunom elemenataK i f s jednostrukom, a rjěsavanjem
sustava s dvostrukom preciznosti možemo dodatno ispitati os-
jetljivost (stabilnost) sustava na poremećaj ulaznih podataka.
Ipak, takav postupak nije dosljedan niti uobičajen u standard-
nim numerǐckim prorǎcunima.

Zbog velikog broja nula u globalnoj matrici i znatnog
utrǒska memorije, upotrijebljen jěstedni zapis matri-
ce temeljen na metodi potpunog knjiženja (engl.full
bookkeeping method) kojom se spremaju samo položaji
i iznos članova razlǐcitih od nule. Štedno spremljeni
sustav rijěsen je izravnom, multifrontalnom metodom
temeljenom na Gaußovoj eliminaciji. Radi se o pro-
vjerenom i stabilnom algoritmu programaMathematica
koji ne uzrokuje dodatne inducirane pogreške (engl.in-

duced numerical errors) nastale primjenom lǒseg pos-
tupka prorǎcuna.

7.4 Odabrani primjeri

Za provedbu postupka odabrana su tri osnovna numerička
primjera etalona: kocka, ploča i štap (slika 5.). Broj ko-
nǎcnih elemenata, odnosno nepoznatih stupnjeva slobode
jednak je za sve modele. Podaci su priloženi u tablici 2.
Spomenimo usput dǎsirina poluvrpce iznosi

max
ki j 6=0

|i − j|.

Zbog potrebe za velikom količinom memorije pri sim-
boličkim operacijama s velikim brojem razlomaka nije
bilo mogúce analizirati véce modele.

Slika 5. Numerički primjeri etalona (diskretizacija jednim
elementom): a) kocka, b) plǒca, c)štap

Primjer dobrog modela: kocka.U ovome modelu po-
grěske pǒcinju i propagiraju samo zbog zaokruživanja
realnih brojeva. Prilikom tvorbe modela eliminirani su
svi ostali ǔcinici koji utječu na tǒcnost prorǎcuna. Tako
je, osim prije spomenutih mjera, odabrana kocka kao
najbolji oblik elementa, s jednakim rasporedomčvorova
duž koordinatnih smjerova, pa i izotropija modela ostaje
sǎcuvana.

Loši primjeri: plǒca i štap. Ploča i štap diskretizirani su
volumnim elementima vrlo nepovoljnog oblika jer smo
htjeli analizirati utjecaj takve pojave na točnost prorǎcu-

Tablica 2. Osnovni podaci o diskretizaciji. Tablica vrijedi za sve modele

Stupanj Broj Broj Broj članova Broj nenultih Širina Postotak
diskretizacije elemenata nepoznanica matrice K članova matrice K poluvrpce popunjenosti

1×1×1 1 186 34 596 28 836 192 83

2×2×2 8 1 023 1 046 529 212 819 526 20

3×3×3 27 2 994 8 964 036 688 262 1018 7,7

4×4×4 64 6 585 43 362 225 1 593 653 1846 3,7

5×5×5 125 12 282 150 847 524 3 057 502 2468 2,0

6×6×6 216 20 571 423 166 041 5 248 319 3466 1,2

7×7×7 343 31 938 957 159 844 8 274 614 5400 0,86
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Slika 6. Ovisnost gornje granice o tǒcnoj vrijednosti relativne pogreške rezultata

na. Zbog toga je plǒca modelirana izrazito plǒcastim ele-
mentima, omjera stranica 25 : 25 : 1 (slika 5.b), aštap vrlo
izduljenim elementima, omjera 25 : 1 : 1 (slika 5.c). Nara-
vno, za praktǐcne bismo potrebe ove probleme učinkovi-
tije aproksimirali plǒsnim odnosnǒstapnim elementima.

8 Rezultati proračuna

Prorǎcuni su realizirani primjenom 64–bitnog opera-
tivnog sustavaLinux Debian sa 16GB RAM memorije.
Rezultati su, ponajprije, poslužili da bismo odgovorili
na dva pitanja. Prvo: Koliko je

”
pesimistǐcna“ primje-

na broja uvjetovanosti na procjenu pogreške? I drugo:
Koliko je točno znǎcajnih znamenaka izgubljeno tijekom
prorǎcuna?

8.1 Usporedba tǒcne i procijenjene relativne pogreške

Usporedba teorijske gornje granice i točne vrijednosti
relativne pogrěske primjenom (21) provedena je samo
za numerǐcke modele koji zadovoljavaju (13). Taj uvjet
nije ispunilo nekoliko lǒsih primjera (plǒce i štapa) s po-
dacima zaokrǔzenim na sedam decimalnih mjesta. Loša
uvjetovanost takvih primjerǎcini normu ‖K−1‖ vrlo
velikom, a sustav izrazito osjetljivim na perturbaciju
ulaznih podataka.
Tada nije mogúce, primjenom (21), procijeniti gornju
granicu pogrěske. Za ostale primjere rezultati očekiva-
no lěze iznad pravca jednakih vrijednosti točne i proci-
jenjene pogrěske (slika 6.). Omjer pogrešaka je za to-
čke toga pravca jednak jedinici. Točne su vrijednosti za
dobre primjere (kocke) najbliže procijenjenim iznosima,
dakle najblǐze spomenutom pravcu. Za ulazne podatke
zaokrǔzene na sedam decimala najveći omjer procijenje-
ne i tǒcne vrijednosti pogrěske iznosi 3000 (za sustav od
6585 nepoznanica), a za početni zapis na 15 decimala
samo 600 (sustav od 2994 nepoznanice). Medutim, za
loše primjere (plǒce i štapovi) omjer postaje puno veći.
Kod zapisa ulaznih podataka na sedam decimala taj omjer

iznosi 106 (samo 1023 nepoznanice), a pri zapisu na 15
decimala 107 (12 282 nepoznanice). Možemo zakljǔciti
da gornja granica relativne pogreške rezultata prema (17)
daje prihvatljive vrijednosti za sve dobre modele. U tim je
primjerima produkt relativne pogreške ulaznih podataka
i broja uvjetovanosti dobra procjena relativne pogreške
rezultata. S druge strane, iznos broja uvjetovanosti loših
modela tako je velik (tablica 3.) da spomenuti produkt
daleko nadmǎsuje stvarnu vrijednost pogreške. U tome je
slučaju

”
pesimizam“ o primjeni broja uvjetovanosti očito

opravdan.

8.2 Usporedba tǒcnog i procijenjenog broja izgubljenih
znǎcajnih znamenaka

Prema (19) gubitak značajnih znamenaka procjenjuje
se primjenom dekadskog logaritma broja uvjetovanosti
(tablica 3.). Ta je vrijednost usporedena s tǒcnim bro-
jem izgubljenih znamenaka odredenim najvécom raz-
likom izmedu komponente pomaka točke etalonskog
rješenja i njegove numeričke inǎcice (slika 7.). Istakni-
mo odmah: bez obzira na preciznost zapisa ulaznih
podataka (̌clanovaK i f), kod istih dimenzija sustava
nije zabiljězena znǎcajna promjena broja uvjetovanosti.
Medutim, pǒcetni zapis u jednostrukoj preciznosti znači
trenutǎcni gubitak sedam (netočnih) decimalnih mjesta.
Drugim riječima, takvi primjeri odmah raspolažu ma-
njom

”
rezervom“ (od priblǐzno osam) znǎcajnih zname-

naka. Premda je proračun i takvih primjera proveden u
dvostrukoj preciznosti, manju točnost ulaznih podataka
nije mogúce nadoknaditi. Zbog toga se gubitak zname-
naka prouzrǒcen postupkom proračuna pomǐce od os-
mog prema prvom decimalnom mjestu. Tako kod do-
brih modela (kocka) u najgorem slučaju preostaju dvije
točne znamenke, a kod loših modela (plǒca i štap) véc
kod prvog stupnja diskretizacije gubimo sve preostale
znamenke, odnosno dobivamo pogrešan rezultat. Prema
tome,

”
grublje“ zaokrǔzivanje ulaznih podataka unosi
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Tablica 3. Teorijska procjena broja izgubljenih značajnih znamenaka

Kocka Ploča Štap

Broj Broj Broj Broj
Broj

izgubljenih
Broj

izgubljenih
Broj

izgubljenihnepoznanica
uvjetovanosti

znamenaka
uvjetovanosti

znamenaka
uvjetovanosti

znamenakan
κ(K)

logκ(K)
κ(K)

logκ(K)
κ(K)

logκ(K)

186 3,43·104 4,5 3,19·109 9,5 4,51·108 8,7

1 023 1,54·105 5,2 5,07·109 9,7 6,61·108 8,8

2 994 4,35·105 5,6 9,48·109 10,0 1,15·109 9,1

6 585 9,48·105 6,0 1,75·1010 10,2 2,05·109 9,3

12 282 1,76·106 6,2 3,03·1010 10,5 3,48·109 9,5

20 571 2,95·106 6,5 4,89·1010 10,7 5,55·109 9,7

31 938 4,57·106 6,7 7,43·1010 10,9 8,39·109 9,9

100 000 1,43·107 7,2 2,27·1011 11,0 2,54·1010 10,4

početnu pogrěsku koja uzrokuje neprihvatljiva rješenja
svih lǒsih primjera. Zbog toga je u nastavku prikazana
usporedba teorijskog i stvarnog broja izgubljenih zna-
menaka samo za zapis ulaznih podataka na 15 decimala
(slika 7.).

Iz slike mǒzemo zakljǔciti da je najvéce odstupanje
zabiljězeno kod numeričkih modela s malim brojem
nepoznanica. S porastom nepoznatih stupnjeva slo-
bode odstupanja su za dobre modele na sigurnu stra-
nu, odnosno broj uvjetovanosti precjenjuje točan broj
izgubljenih znamenaka. S druge strane, s porastom di-
skretizacije lǒsih modela odstupanja se smanjuju pa je
broj uvjetovanosti dobra procjena gubitka znamenaka.
Pri tome je véc kod, za danǎsnje prilike, malog broja
nepoznanica (oko 32 000) izgubljeno 10 odnosno 11 zna-
menaka. Zamijetimǒcak

”
optimistǐcnu“ procjenu gu-

bitka znamenaka temeljenu na broju uvjetovanosti za
štapne primjere izmedu 5 000 i 20 000 nepoznanica.

Zbog nedostatka snažnog rǎcunala teorijska je procjena
broja logκ(K) za n > 32000 dobivena primjenom eks-
trapolacije temeljene na metodi najmanjih kvadrata. Is-
taknimo konǎcno da gubitak znǎcajnih znamenaka nema
monotoni rast jer je ǔcinak medusobnog poništavanja
pogrěsaka u nekim fazama proračuna prilǐcno izrǎzen pa
usporava akumulaciju pogreške. Ipak, globalna je ten-
dencija porasta pogreške prilǐcno jasna.

9 Zaklju čak

Prema prikazanim je rezultatima očito da (neizbjězna)
pogrěska zaokrǔzivanja sigurno smanjuje tǒcnost nǎsih
numerǐckih prorǎcuna,čak i onda kada je sve napravljeno
najbolje što mǒzemo. To pokazuju dobri primjeri kod
kojih je ipak zabiljězen gubitak oďsest znǎcajnih zna-
menaka. Čim u model unesemo poremećaj, primjerice
elemente lǒseg oblika, gubitak znamenaka penje se na

Slika 7. Ovisnost teorijske procjene i tǒcnog gubitka znǎcajnih znamenaka o broju nepoznanica

920 GRA-DEVINAR 63(2011) 11, 911–921
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čak 11. Pri tome teorijska procjena prema normi dva do-
bro prognozira gubitak ako su ulazni podaci zapisani u
dvostrukoj preciznosti (što je u suvremenim proračunima
uobǐcajeno).
Medutim, u nǎsem se slǔcaju radilo o jednostavnom pro-
blemu čistog savijanja diskretiziranom sa samo 32000
nepoznanica. Pitanje je kako se ponašaju puno slǒzeniji,
praktǐcni primjeri od 105 i vi še nepoznanica, složenog
oblika i opterécenja, nejasnih rubnih uvjeta, modeli-
rani nepravilnom mrězom razlǐcitih tipova elemenata s

mogúcim izrǎzenim promjenama krutosti!̌Sto ako je mo-
del k tome izrazito nelinearan pa broj numeričkih opera-
cija znǎcajno raste zbog iteracijskog rješavanja sustava?
Iako, zbog skromnih mogućnosti rǎcunala, nismo dali od-
govore na ova pitanja, jednostavnim smo primjerima dali
barem naslutiti da problem nije bezazlen. Smatramo ipak
da će s napretkom rǎcunala i algoritama za proračune
cjelobrojnom aritmetikom biti mogúce, primjenom ovoga
pristupa, realno ocijeniti tǒcnost numerǐckog prorǎcuna
većeg broja praktǐcnih inženjerskih zadáca.

LITERATURA
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