UDK 624.046.001.8:519.28

Primljeno 23. 7. 2011

Utjecaj pogreske zaokruzivanja
na toCnosti proracuna konstrukcije

Antonia Jaguljnjak-Lazarevi¢, Josip Dvornik, Lidija Frgi¢

Kljuéne rijeci
konstrukcija,

tocnost proracuna,
pogreSka zaokruzivanja,
Lagrangeov trikubicni
element, kvadar,

ploca, stap

Key words

structure,

accuracy of analysis,
rounding error,
three-cube Lagrange
element,

cuboid, plate,
member

Mots clés

Structure,
précision d'analyse,
erreur d'arrondi,
élément Lagreange
a trois cubes,

pavé droit,

plaque, membre

KiioueBsble ciioBa

KOHCIMPYKYuUsi,
mouHoCmb pacuema,
owubKka okpyaieHus.,
MPUKYOUHECKUTL 2AeMeHm
Jlazpanoica,

K6aop, niumad,
cmepaicetsb

Schliisselworte

Konstruktion,
Berechnungsgenauigkeit,
Abrundungsfehler,
Lagrange's dreikubisches
Element,

Quader,

Platte, Stab

A. Jaguljnjak-Lazarevic, J. Dvornik, L. Frgic Izvorni znanstveni rad

Utjecaj pogreske zaokruZivanja na to¢nosti proracuna konstrukcije

U clanku je, radi ocjene tocnosti proracuna konstrukcije, prikazan sustavni niz primjera s analitickim
rjeSenjima koja se metodom konacnih elemenata mogu prikazati u obliku cijelih brojeva ili razlomaka.
Kao primjer odabran je Lagrangeov trikubicni element u obliku kvadra. Primjeri su rijeSeni numericki
uporabom standardnog broja znacajnih znamenaka. Na kraju je iz razlike tocnog i numerickog rjeSenja
odreden tocan iznos pogreske. Cijeli je postupak proveden programom Mathematica.

A. Jaguljnjak-Lazarevi¢, J. Dvornik, L. Frgic¢ Original scientific paper

Effect of rounding error on the accuracy of structural analysis

In order to estimate accuracy of structural analyses, the authors introduce a systemic set of examples
with analytic solutions that can be presented, through the finite element method, in form of whole
numbers and fractions. The three-cube Lagrange element in form of cuboid is selected as an example.
Examples are solved numerically using a standard number of significant digits. In the end, an accurate
calculation of error is derived from the difference between the exact and numerical solutions. The
entire procedure is realized using the Mathematica software.

A. Jaguljnjak-Lazarevié, J. Dvornik, L. Frgié Ouvrage scientifique original

L'effet d'erreur d'arrondi sur la précision de I'analyse structurelle

Afin d'estimer la précision des analyses structurelles, les auteurs introduisent une série systémique des
exemples avec les solutions analytiques qui peuvent étre présentées, en utilisant la méthode des éléments finis,
en forme des nombres entiers et des fractions. L'élément Lagrange a trois cubes et en_forme de pavé droit est
utilisé comme exemple. Les exemples sont résolus de maniere numérique en utilisant un nombre standard des
digits significatifs. A la fin, un calcul précis d'erreur est dérivé de la différence entre solutions exactes et
numeériques. La procédure entiére est réalisée en utilisant le logiciel Mathematica.

A Szynvnax-Jlazapesuy, H. Jeopuux, JI. Opauy OpueunanvHas nayyHas paboma

Biusinue onmuoKu OKPYIJIEHUSI HA TOYHOCTH pacueTa KOHCTPYKIHHA

B cmamve 6 yensix oyenxu mouHocmu paciema KOHCIMpYKyuu npuseoer CUCmeMamuyeckuti psio npumepos ¢
AHATUMUYECKUMU  DEWEHUAMY, KOMOpble C NOMOWBIO  MemoOd KOHEUHbIX DIeMEHmMos Mo2ym Ovlmb
npedcmaenenvl 8 gude yewix yucen uiu Opobeil. B xauecmee npumepa 8vibpan mpukyouveckuii snemenm
Jazcpanoica 6 popme xeadpa. Ipumepnl peuervl 4uUcI08blM HYMeM € UCHOTL30BAHUCH CHIAHOGPMHO2O0 YUCTA
sHauawux yudp. B koHye no pasuuye mexncoy mouHbIM U YUCTIOB8LIM PEUIEHUSMU OnpeOeieH MOYHbII pasmep
owubku. Besi npoyedypa nposedena ¢ ucnonvsosanuem npoepammsl Mathematica.

A. Jaguljnjak-Lazarevi¢, J. Dvornik, L. Frgic¢ Wissenschaftlicher Originalbeitrag

Einfluss des Fehlers der Abrundung auf die Genauigkeit der Konstruktionsberechnung

Im Artikel ist, im Ziel der Bewertung der Genauigkeit der Konstruktionsberechnung eine systematische Reihe
von Beispielen dargestellt, mit analytischen Losungen die man mit der Methode der endlichen Elemente als
ganze Zahl oder Bruch darstellen kann. Als Beispiel wihlte man Lagrange's dreikubisches Element in Form
eines Quaders. Die Bespiele loste man numerisch mit Hilfe der standarden Anzahl kennzeichnender Ziffern.
Zum Ende ist aus der Differenz der genauen und numerischen Losung die genaue Grosse des Fehlers
errechnet. Das Verfahren wurde mit dem Programm Mathematica durchgefiihrt.

Autori: Doc. dr. sc. Antonia Jaguljnjak-Lazarevi¢, dipl. ing. grad., Rudarsko-geoloSko-naftni fakultet, Zagreb;
prof. emer. dr. sc. Josip Dvornik, dipl. ing. grad., Gradevinski fakultet; Zagreb; prof. dr. sc. Lidija Frgi¢,
dipl. ing. grad., Rudarsko-geolosko-naftni fakultet, Zagreb

GRADEVINAR 63 (2011) 11, 911-921

911



Utjecaj pogreSke zaokruzivanja

A. Jaguljnjak—Lazarevic, L. Frgi¢, J. Dvornik

1 Uvod

Suvremeni proréuni inZzenjerskih konstrukcija gotovo su
nezamislivi bez uporabe ¢anala, a sustavi jednaki
koji proizlaze iz numeiikih modelatesto sadre vise od
10° nepoznanica. Takvi se sustavinkovito rjgSavaju
razlicitim metodama (izravnim, iteracijskim, gradijent-
nim ili njihovom kombinacijom), koje sa sobom nose
neizbj@nupogresku zaokrdivanja. Pogréka ovoga tipa
posljedica je konénog broja znamenaka kojima se pri za-
pisu nekog, ponajprije realnog broja Elwatunalo. Pri-
mijetimo: vet sami strojni zapis ulaznih podataka tvori
(pocetnu) pogréku. Daljnjim, brojnim zaokrzivanjima
tijekom realizacije numetkih operacija nekog algoritma
pogr&ke se dijelom pribrajaju, a dijelom pd&tavaju.
Ipak, ukupni je porast pietne pogrgke neizbjgéan i
(ovisno o svojstvima sustavagsto vrlo brz.

Primjerice, sustav jedn@bi temeljen na metodi kogaih ele-
menata, kojemu pripada model s izrazitim razlikama u kru-
tostima, bze akumulira pogréke od sustava iste véine s iz-
jedn&enim krutostima.

lako uobtajeni r&unalni zapis broja na prildho 15
dekadskih znamenaka izgleda vrlo pouzdano, gubitak
tocnih znamenaka ¢ak i kod dobrih modela, s prosje-
¢nim brojem nepoznanica, r§enih stabilnom metodom
za pror&un sustava, nie biti zapanjujae velik.

Pod tvorbom dobrog modela smatramo izbor prikladnih i pravil-
nih kon&nih elemenata, ispravno postavljene rubne uvjete, do-
bro aproksimirana optetenja, izbor odgovarafeg postupka
pror&una (linearnog ili nelinearnog) i égnito uklanjanje svih
pogresaka koje znanjem i iskustvom bemo izbj&i.

Prema [1] pri prordunu dobrog modela od samo dese-
tak tisLta nepoznanica, procijenjeno je $lest do sedam
znamenaka mi@mo smatrati netmim. Za ve&e, neli-
nearne modele, kod kojih broj operacija pri prauwau
izrazito raste, gubitak od devet Z@mnih znamenaka
nije rijetkost. Zbog toga suvremeni@analni programi
pri dekompoziciji globalne matrice krutosti prognoziraju
broj net&€nih znamenakan pomctu izraza
m = log(kii) — log(kii), (1)
gdje jek; dijagonalnitlan matrice krutosti, &; njegova
promjena pri dekompoziciji.

Cim je m > 6 program nagovjfitava manje pouzdano
rieSenje jer prognozira gubitak preostalih (priolo) de-
vet znamenaka prilikom supstitucije naprijed odnosno
natrag. Ako jem > 11 u modelu postoje ozbiljni prob-
lemi poput neispravnih rubnih uvjeta (globalne nesta-
bilnosti), lokalnog mehanizma (unutar modela), preve-
likih razlika u krutostima i siino. Tada nakon za$etka
pror&una ne mdemo &ekivati nikakvu t&nost rezultata

jer su preostaléetiri znamenke premalo za kompenzaciju
pogreske zaokraivanja. O ovome e u odjeljku 8.2.

2 Motivacija

Iz literature o numeibkoj analizi [2, 3] poznate su
teorijske gornje granice pogsaka zaokrzivanja (time

i gubitak ta&nosti zn&ajnih znamenaka) nastalih pri
rieSavanju sustava linearnih jedr#id One su uvijek
prikazane u obliku dokazanih nejednakosti. ddgém,
prevladava niilienje da su tako oddene granice prese
~pesimisttne”, a mogu se preciznije odrediti samo u
primjerima s poznatim teorijskim fenjem. Prema to-
me, postavlja se zapravo pitanje: Kolika j€most na-
Sih numergkih pror&una? Neki autori [4] tvrde da po-
greske zaokriivanja ne mogu ugroziti dobivene rezul-
tate. Ipak, u ovome je radu pokazano da naij\gubi-
tak zn&ajnih znamenaka, pri pratanu relativno malih
modela (s ngto manje od 35000 nepoznanica), iznosi
6 za dobro koncipirane ¢ak 11 do 12 znamenaka za
loSe koncipirane modele. Dobri modeli formirani su
tako da gubitak znamenakskljuCivo ovisi o propaga-
ciji pogreske zaokraivanja, dok je kod I6ih modela
uklju€en i utjecaj nepovoljnog oblika elementa (odjeljak
7.4). U nastavk@&emo opisati izvoBte smanjene tmosti
pror&una: pogréku zaokrdivanja.

3 Pogreska zaokruzivanja

Svaki pror&un irzenjerske konstrukcije je prifan,
odnosno optei@n je pogrékama. Od svih pogsaka
koje postoje u postupku projektiranja i izvedbe [5] ovim
je radom obuhveena samo pogska zaokraivanja. Ona
nastaje pri zapisu realnog broja u ogi@mom ob-
liku tzv. strojnog broja— broja pohranjenog u memoriji
ratunala. Dovoljna je jedna ¢tanska operacija dvaju
takvih brojeva da rezultat bude optéem pogrékom
zaokrizivanja. Tako dobivena vrijednost je ulazni po-
datak za nastavak prdmana, pa govorimo o propagaciji
pogreske kroz numeiki postupak [6, 7]. Ako se radi o
samo nekoliko koraka jednostavnog algoritma, pékae
je vrlo mala. Razlog tome je velika preciznost zapisa
strojnog broja (4. poglavlje). Miutim, kod sl@enih al-
goritama i velikog broja réunskih operacija postavlja se
pitanje utjecaja takve pogske na konénu ta&nost rezul-
tata. Prema gruboj procjeni, katree pogréke nastale
ratunalnim proréunom moraju se ogragiti na najvie
1%, odnosno profaunska pogréka mora biti manja za
barem jedan red vdine od @ekivane ukupne pogske.

Prema [5] pod ukupnom pogskkom smatramo razliku iznde
rezultata proréuna i pon&anja gotove konstrukcije. Ako is-
klju€imo nepouzdana djelovanja potresa ili vjetra ta je razlika

1U ovome smislu gubitak ne treba shvatiti doslovno. Radi seaxapp gubitku (smanjenju) émosti zapisa.

912

GRADEVINAR 63(2011)11, 911-921



A. Jaguljnjak—Lazarevit, L. Frgic, J. Dvornik

Utjecaj pogreSke zaokruzivanja

oko 10% u sldaju dobrih, a 30% u stiaju né&to nepreciznijih
modela (primjerice s Eijim oblicima elemenata).

Na taj se néin ukupna pogréka n€e nepotrebno pove-
tati zbog postupka protana. Posvetimo se sad&etku
pogre&Ske zaokriivanja: strojnom zapisu realnih brojeva.

4 Prikaz realnih brojeva u memoriji ra Cunala

Postoji nekoliko néina zapisivanja brojeva u memoriji
racunala od kojih je, u numeikim inzenjerskim proble-
mima, zapis s pondhim zarezom (engfloating—poin}

u nafescoj uporabi. Osim tehnike pofnog zareza u
uporabi su j8 neke tehnike poput nepotniog zareza
(engl. fixed poin}, racionalnog broja (englfloating—
slash i logaritamskog oblika (englsigned logarithrin
Svakome je zapisu pridien n&in postupanja s broje-
vima, odnosno nad njima su definirane &g i arit-
metiCke operacije. Format broja prikazanog ponim
zarezom sastoji se od: predznakali —, bazef3, ekspo-
nentak i preciznostip koja predstavlja broj znamenaka
mantisetdy,d;0xd3...dp—1. Tako definirani parametri
odreduju strojni broj koji mozemo zapisati u obliku:

+dy,d1dods. .. dp,l X BE, (2)

gdje oznakax nije ratunska operacija, a za znamenke
mantise vrijedi 0< d; < 3.

Teorijski, baza, preciznost i eksponent mogu poprimiti
razlicite vrijednosti. Ipak, one su oditene raznim nor-
mama. Trenutno najpopularnija norma koja definira
format brojeva s ponthim zarezom i réunske operacije
medu njima jestEEE 754 (engl.IEEE 754 Standard for
Binary Floating—Point ArithmeticANSI/IEEE Std. 754—
198). Ova je norma ugi@ena u sveSPARC, Intel i Pow-
erPC procesore. Baza norm&EE 754 uvijek je dva

(B =2), a preciznosp moze poprimiti dvije vrijednosti:
24 za brojeve jednostruke preciznosti (ersghgle preci-
sion) i 53 za brojeve dvostruke preciznosti (endhuble
precisior). Uz ovu osnovnu podjellEEE 754 nudi joS i
prodwzenu jednostruku i dvostruku preciznost (ersjh-
gle (doublg extended precisign Vrijednosti parametara
koje pripadaju ovim formatima prikazani su u tablici 1.

Tablica 1. Vrijednosti parametara prema IEEE 754

) Baza | Preciznost Eksponent
Formati
B p Emax Emin
jednostruki| 2 24 127 -126
j‘e)a?]%ftf&'(i 2 32 1023 | -1022
dvostruki 2 53 1023 | -1022
%r\;’odsltzrﬁﬂi' 2 64 16383 | -16383

GRADEVINAR 63(2011) 11, 911921

Navedeni formati brojeva strojno se zapisuju kao jedna
ili dvije 32—bitne memorijske rijé podijeljene na tri cje-
line, pri ¢emu u binarnom sustavu bitovi poprimaju vri-
jednosti 0ili 1 (slika 1.).

PREDZNAK BINARNA TOCKA
1| Sbita | 23 bita
\

32 bita

a)

PREDZNAK
1] 11 bita
1

BINARNA TOCKA

20 bita l

EELEZGENIEENEEEEERERERENNRNEEER

| 32 bita
‘ 64 bita

b)
Slika 1. Raspored bitova unutar memorijske rije€i (prema
IEEE 754): a) brojevi jednostruke preciznosti, b)
brojevi dvostruke preciznosti
Vrijednost prvoga bita oddiije predznak broja: 0 ako je
broj pozitivan ili 1 ako je negativan. Polje za prikaz eks-
ponenta ima 8 odnosno 11 bitova igigje s pomakom
od 127 za jednostruku odnosno 1023 za dvostruku pre-
ciznost. Time se izbjegava negativna vrijednost ekspo-
nentae. Na taj n&in minimalnu vrijednost eksponenta
u jednostrukom formaté,in = —126 pohranjujemo kao
e= —126+127=1. Preostala 23 ili 52 bita ne sadrci-
jelu mantisu. Na slici 1. dio memorijske reozn&en je
kao ostatak mantise jer se izostavlja znamenka odnosno
bit lijevo od binarne téke (englhidden bi}. Naime, ako
je mogiEe, brojevi s pond@nim zarezom pohranjuju se
u normaliziranom obliku; obliku s vo@em znamenkom
kao jedinicom. Normalizirani brojevi (enghormalized
number¥imaju dvije prednosti [7]:

« svaki normalizirani broj ima jedinstveni prikaz i
* nije potrebno izravno pamtiti vode znamenku.

Vodeta znamenka uvijek je jednaka jedinici pa se pri-
padni bit dodaje radi fnijeg prikaza ostatka. Bro-
jevi koje nije mogw@e prikazati u normaliziranom ob-
liku, imaju nulu kao vodeu znamenku i nazivaju se de-
normaliziranim (englsubnormal humbejs Na slici 2.
prikazani su brojevni pravci s ozéanim ekstremima
normaliziranih i denormaliziranih brojeva jednostruke i
dvostruke preciznosti prem&EE 754. Zbog uvdenja
normalizacije, nulu je potrebno posebno definirati. Bro-
jevni pravci na slici 2. sade dva razlEita zapisa nule,
tzv. nulu s predznakom (engsigned zerp Predznaci
nule nemaju posebno numéko zn&enje jer se uvijek
radi o nuli. Oni se pojavljuju samo kao posljedica stroj-
nog zapisa.

913



Utjecaj pogreSke zaokruzivanja

A. Jaguljnjak—Lazarevic, L. Frgi¢, J. Dvornik

o i® O Rt oyl +8 PRE 5125 Ol 5128 ‘oo
— 1 H 1 1 1 1 1 H 1 -
T ; ; T T T T T I T —
=-10% L ~-107% ~10* I ~10%®
I ) . . . .- . .I ! .
a) -N min normalizirani brojevi ‘N s denormalizirani N min normalizirani brojevi N maks
brojevi
+0
1024 -1020 1021 102 1022 4-1021 -1020 1024
< | S S | L =
~-10 %8 " ~-103%  m10-3® o ~10™8
!l | | ]
4«7| I ol | [ 1 |4>—F
b) -N min normalizirani brojevi -N maks N min normalizirani bTOj evi N maks
denormalizirani
brojevi

Slika 2. Skica brojevnog pravca premaEEE 745 za brojeve: a) jednostruke preciznosti, b) dvostruke preciznsti

Osim nule s predznakom, normBEE 754 uvodi i posebne
znakove Kkoji se odnose na beskone vrijednosti:—Inf (—)

i +Inf(+) (engl.infinite numberki nedefinirani iznowvaN
(engl.Not a Numbe). OCekivana pojava nule ili beskotiaih
vrijednosti u r&unskim operacijama ne mora dovesti do prekida
pror&una jerlEEE aritmetika podzava poznata tanska pra-
vila poput:

X 00 = Foo,
+00+00 = 00,

x-0=0,

X-00 = 00,

X/0= oo,
x/o0 = 0.

Medutim, ra&unskim operacijama koje nisu dobro definirane:

\/jxv

00 — 00,

0- oo,

0/0,

00 /00,

XREMO,
coREMX,

gdje jeREM ostatak dijeljenja (englteminder after divisioh
IEEE standard pridriuje vrijednosNaN. PojavallaN u nekome
izrazu koji sadzi aritmetitku ili logiCku operaciju takder
rezultira sNaN. Prema tome i sve izlazne varijable poprimaju
vrijednostiaN pa se proraun, nageste uz upozorenje, prekida.

Iz opisa strojnog broja niemo zaklj&iti da svaka od
mogLEih kombinacija nula i jedinica smgenih u 32,
odnosno 64 bita predstavlja po jedan broj s pamm
zarezom. Q@ito je da mdemo zapisati samo koéan
odnosno ogragien skup brojeva. Drugim riggma, po-
stoje najmaniji i najvéi broj skupa, a izmeu dvaju su-
sjednih brojeva ne niemo definirati novi. Prema tome,
nije mogwee svaki realni, pa&ak niti svaki racionalni
broj to€no prikazati u formatu broja s potmim zare-
zom i kon&nim brojem znamenaka. Primjeri su broje-
vi koji su manji (veei) od najmanjeg (naj\aeg) broja s
pomicnim zarezom, ili $to je nafesti slucaj) brojevi koji
leze izmedu dva broja s pongnim zarezom. Primjeri-
ce, decimalni broj 0,1 ne nZe se u binarnome formatu
bilo koje tatnost prikazati egzaktno, nego prigiio kao
1,100110011001100110011 x 2—4. Zbog togate broj

s pomEnim zarezom i prije prokauna biti aproksimativan
odnosno zaokizen.

914

4.1

Uobicajeno pravilo koje rabiEEE 745 jest zaokrdiva-
nje prema najbiem broju, uz iznimke koje se odnose na
grantne vrijednosti normaliziranih strojnih brojeva:

Ispravnost i tbnost postupka zaokZivanja

X > Nmay, round (X) = oo,

X < —Nmin,

round (X) = —oo, ®)
gdje suNmax i Nmin Najveti i najmanji normalizirani bro-
jevi, around oznaka za funkciju zaokaivanja.

Ako se broj nalazi na sredini izrde dvaju strojnih bro-
jeva tada se bira onaj broj s patnim zarezom koji ima
nulu u najdaljem bitu, odnosno na najmanje Gjaom
mjestu, a to zné da se bira parni broj (engtounding
to nearest even Optenito, zaokraena vrijednost prema
bilo kojem od navedenih modela jest pribia i iznosi

(4)

gdje jed relativha pogréka zaokriivanjg Cija apsolutna
vrijednost mora biti manja od strojne preciznasti

round (X) = X(1+9),

_ |round (x) —X| <e.

5
3] X

®)

To je temeljni izraz koji seCesto rabi pri analizama
pogreske zaokrdivanja [8]. Vrijednost strojne precizno-
sti € (engl.machine precisioymachine epsilormacheps
sadzana je u razlici dvaju susjednih strojnih brojeva
(x4 —x_) koja iznosi:

ulp =X, —X_ = (0,00...01); x 2¢ (6)

i predstavlja razliku brojeva s jedinicom na zadnjem
mjestu (kraticailp od engl.unit in the lastplace). Prvi
dio izraza (6) sadi konstantu za oddenu preciznosp i
odreduje strojnu preciznost kao:

£=(0,00...01), =2~ (P D, (7)
Prema [9] strojnu preciznost raemo definirati i kao naj-
manji pozitivni broj za koji vrijedi:

1+e#1. (8)

GRADEVINAR 63(2011) 11, 911921
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Vrijednost strojne preciznosti prema (7) i (8) za jedno-
struki format iznose = 2-23 ~ 107, $to priblizno odgo-
vara vrijednosti od sedam ztajnih decimalnih zname-
naka. Kada se upotrebljava format dvostruke preciznosti
vrijednost strojne preciznosti raste aia: 2752 ~ 1016,
odnosno kriterij za relativnu pogsku postaje strn, a
broj zn&ajnih decimalnih znamenaka penje se na pri-
blizno Sesnaest. Za model zaokivanja koji podzava
IEEE 745 (zaokrizivanje prema najbtiem broju), gornja
granica relativne pogiéke (5) smanjuje se na pola:

5 < 2e=2". ©)
2
Osim pogr&aka zaokrzivanja koje nastaju prikazom re-
alnoga broja strojnim i sama aritmetika p@meé take
stvara pogrgke. VrlocCesto rezultat neke tanske ope-
racije provedene nad brojevima s p@mim zarezom ne
daje rezultat u zadanom formatu. Kao primjerzemo
podijeliti broj 1 s brojem 10. Oba broja imajudan pri-
kaz kao strojni brojevi, dok njihov omjer/10= 0,1,
kako smo pokazali, prije pohrane mora biti zadlen.
U postupcima numetkog pror&unalEEE norma zahti-
jeva da rezultat osnovnih ¢anskih operacija zbrajanja,
oduzimanja, mnkenja i dijeljenja bude #tno odreien i
tek onda zaokrzen. Kon&na aritmetika koja zadovo-
ljava navedeni uvjet naziva se aritmetikom s korektnim
zaokrizivanjem (englcorrectly (exactly rounded opera-
tions). U tome slaju relativha pogiéka rezultata jedne
operacije ne prelazi vrijednost odienu izrazom (9).
Osim za osnovne operacij¢éEEE norma ovaj zahtjev
proSiruje i na operaciju drugog korijena, ostatka pri dije-
lienju i pretvorbe izmdu razltitih formata brojeva. Radi
obuhv&anja svih sltajeva koji se mogu dogoditi pri-
mjenom aritmetike s korektnim zaoksivanjem, ponekad
su potrebni tzv. sigurnosni (%atni, rezervni) bitovi
smjeSteni unutar registara u kojima se provode osnovne
operacije. Ndjeste se radi o tri dodatna bita. Pri tome
pohrana samoga broja ostaj¢éREE formatu.
Moze se dogoditi da dobiveni rezultat nekog ptanaa ne
pripada intervalima normaliziranih brojeva s p@mim
zarezom. AKo je ta vrijednost ko@iaa, ali v&a (manja)
0d +Nmax (—Nmin), govorimo o prekoréenju (englover-
flow). U IEEE aritmetici takav se broj zaokzuje prema
modelu (3) bez prekida protana. Pojava rezultata ra-
zlicitog od nule koji je po svojoj apsolutnoj vrijedno-
sti manji od najmanjeg normaliziranog broja naziva se
potkor&enje (engl.underflow. Ako u IEEE aritmeti-
ci zaokrizimo takav broj na najbtu strojnu vrijednost,
maozemo se n@ u intervalu denormaliziranih brojeva. Pri
tome uvodimo relativnu pogs&u zaokrdivanja koja je
veCa od uobtajene (4) s tendencijom porasta ako se de-
normalizirani broj smanjuje. Prema [6] vrijednost porasta
relativne pogréke nije vé&a od 21%0~ 10-4° za jedno-
struku odnosno 2'97°~ 10324 za dvostruku preciznost.
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To je u vetini sluajeva prihvatljivijie od potpunog gu-
bitka relativne t@nosti izbjegavanjem denormaliziranih
brojeva i zaokréivanjem na nulu.

Uvodenje aritmetike denormaliziranih brojeva naziva se
postupnim potkoréenjem (engl.gradual underfloyy i
predstavlja sporni di®EEE 745 norme. lako mée iza-
zvati znatno produljenje trajanja prdwna (ako nema
strojnu podgku), postupno potkoéenje odnosno arit-
metika denormaliziranih brojeva danas je pribema kao
prakticno rjesenje za popunjavanije relativno velike praz-
nine izmetu nule i najvéeg negativnog-{Nmax) 0dnosno
najmanjega pozitivnoga normaliziranog brofén,) [6,

9] (slika 2.).

Napomenimo da je u nekim programskim paketima n@egu
proizvoljno poveéati broj zn&ajnih znamenaka. Ovo alternativ-
no rjeSenje za pov@anje t&nosti provodi se programski (nema
strojnu podsku), pa se prokni nageste odvijaju uz zamjetno
produljenje trajanja (i do 400 puta) i znatan &a& memorije
racunala.

5 Procjena pogreske zaokrwzivanja

Neka je Ku =f osnovni sustawn linearnih jednadbi

pri kojem su zadani podaciclanovi matrice sustava
K (KeQ"xQ") i vektoraf (f € Q"), elementi skupa
racionalnih brojeva) (zapisani u obliku cijelih brojeva

ili razlomaka), pa ne sade ulaznu pogréku. Utjecaj po-
greske zaokraivanja na t@no rjesenjeu (u € Q") pro-
cjenjuje se analizom uvjetovanosti sustava. Tako pri do-
bro uvjetovanom sustavu mala promjena (perturbacija)
ulaznih podataka daje malu promjenu rezultata, dok pri
loSe uvjetovanom sustavu mala promjena ulaznih vri-
jednosti mae prouzrgiti iznenaiujuce veliku pogréku

u rezultatu. Ako perturbiramo osnovni sustavzamo
pisati

(K +0K)(u+06u) = f+of, (10)
gdje sudoK i of male pogréke ulaznih podataka, &u
pogreska rezultata (ne ramo mala). Razlika perturbira-
nog i osnovnog sustava daje Getni izraz za pogi&ku
rezultata:

du = K ~1(8f — 3Ku — 3K du). (12)
Gornja granica ove pogske dobiva se primjenom neke
norme naclanove prethodnog izraza koji tada (zbog po-
znate nejednakosti trokuta) prelazi u nejedtad
13ull < 1K) (13K | [3ull + I3K | lull + [1S]).  (12)
Sradivanjem ovog izraza uz uvjet da je perturbacija mala,
¢ime je zadovoljen uvjet

K=K < 1, (13)
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dobivamo gornju granicu relativhe po§ke:
-1
HBUHS KK (|6KII+|6fII>_ (14)
Jul ke KT TR ]
— 1K e Kl

(16)

Vrijednost umn&ka
K(K) = [[K [ [IK]| (15)
naziva se brojem uvjetovanosti (engbndition number
matriceK i temelji se na inverzu matriceUvrstavanjem
(15) u (14) dobivamo izraz
[[dull K(K) 1ok || afli
lufl — [[BK]\ 1K 11
1-k(K)—-+
MK
koji povezuje relativhu pogiku rezultatal|du||/||u]| s
relativnom pogrékom matrice sustava i vektora desne
strane||dK || /||K]| + ||8f||/|/f]| kao ulaznih podataka. Ko-
eficijent koji ih povezuje priblino je jednak broju uvjeto-
vanostik(K) ako je norma poggke (perturbacije] oK ||
dovoljno mala [6]. Tada j&(K) ||oK||/||K|| = 0. Uz na-
vedenu pretpostavku izraz (16) prelazi u oblik
[[dull <5KII |5f||>
T <K(K) (4 a7
[Jull 1K Il
koji najéeste sr&éemo u literaturi i prema kojemu je
gornja granica relativne pogske rezultata propor-
cionalna zbroju relativnih pogéaka ulaznih podataka.
Koeficijent proporcionalnosti jest broj uvjetovanosti

K(K). Za pror&un prethodnih izraza n&gsce se upotre-
bljavaju sljedée vektorske i maténe norme [2]:

n
Julls= 3 ful
i=

n
lullz=1 3 1wl
i=

[[ufles = maxjui],

norma sume

euklidska norma

norma beskorno

|IK||1 = max Z|aﬂ| norma sume po stupcima

1<j<n

IIK]|2 = norma dva

Koo = max Zlaijl,

1<i<n

n n
IKF = ZlZ\aijF = /tr(KK T), Schurova norma
a&

gdje je|-| oznaka za apsolutnu vrijednost komponente
matrice ili vektora,Amax Najveta vlastita vrijednost ma-
trice, a tr(-) oznaka za trag matrice. Normu dgasto

Amax(KTK)a

norma sume po redcima i

zovemo spektralnom, a Schurovu normu Frobeniusovom.

20vo nije jedini n&in odradivanja broja uvjetovanosti. Primjerice, problemu vlastitiijednosti matric&k pripada izrax (K )

gdje suAmax(K) i Amin(K) najveta i najmanja vlastita vrijednost dd [6].
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Osim za procjenu gornje granice relativne pcipe
rezultata odnosno uvjetovanosti sustava jedbadoroj
uvjetovanosti mdemo povezati s @kivanim brojem
izgubljenih (pogrénih) decimalnih mjesta dobivenog rje-
Senja. Ako relativha pogsia ulaznih podataketla-
nova K i f) ne prelazi vrijednost strojne preciznosti
107 odnosno 106, tada prema [10] relativnu poggieu
rjieSenja (17) mdemo zapisati kao

l[3ull

=10°S
ull

<K(K)10°P, (18)

gdje jepiznos jednostruke odnosno dvostruke precizno-
sti odreden prema (9), & oCekivana t@nost rezultata.
Logaritmiranjem prethodnog izraza dobivamo

s< p—logk(K) (19)
Sto zn&i da logaritam broja uvjetovanosti predstavlja
maksimalni @ekivani broj izgubljenih zn&ajnih zname-
naka. U skladu s (1) mkemo pisatim = logk(K) iako

se ne mora raditi o istoj brojki. Izraz (1) prirodan je
pri dekompoziciji, Cesto u uporabi, i trivijalan prema
odradivanju logk(K) kod kojega, prema (15), treba in-
vertirati matricu krutosti, a to je za velike sustave spor i
memorijski zahtjevan postupak.

6 Temeljna zamisao postupka za izoliranu procjenu
pogreske zaokruwzivanja

Cilj je odrediti sveclanoveK, u i f osnovnog sustava
u obliku razlomakagime iskljucujemo utjecaj pogfke
zaokrizivanja. Tako dobiveni sustav i njegovo $gnje
zovemoetalonom Njega uvijek mdemo odrediti obra-
tnom metodom: ako j& prikazana racionalnim broje-
vima, na lijevu stranu uvedemo §enjeu prikazano na
isti na€in i obicnim mnaenjemKu odredimo if u obliku
racionalnih brojeva. Pri tome je ipak peljno da sustav
opisuje neki realni problem.

Osnovni sustav bismo mogli odrediti i izravhom metodom u
cjelobrojnoj aritmetici (izréunatiu = K ~1f u cjelobrojnom ob-
liku). Medutim, ve& kod malog broja nepoznanica dolazi do
vrtoglavog povéanja brojnika i nazivnikad@k i uz kr&enje
razlomaka) pa nastaju veliki zahtjevi za brzinom i memorijom
ratunala kojima nismo mogli raspolagati.

Radi numergkog pristupa rjgenju osnovnog sustava
potrebno je zapisatilanoveK i f u obliku strojnih bro-
jeva ¢ime ulazni podaci dobivaju (unesenu, ¢ptnu)
pogresku zaokrdivanjadK i of. Time dobivamo pertur-
birani sustav:

(K + 8K )T = f -+ &, (20)

= Amax(K) /Amin(K),

GRADEVINAR 63(2011) 11, 911921
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gdje U ozna&ava priblzno rj&senje koje, osim pietne
pogreske, sadii i njezin rast zbog provedbe algoritma za
proraun sustava.

Poznavajai tocno i priblizno rjesenje i pazéi na veltinu
pocetnih pogréaka mdemo prema (17) postaviti nejed-

nakost
15K | ||6f||)
<k(K) [ T )
()(IIKII T

kod koje su, uz izbor prikladne norme, poznati svi
Clanovi. Najmanji broj uvjetovanosti dobiven je pri-
mjenom norme dva [11] pa je, zbogajmanje pesi-
misticne” ocjene pogréke, primijenjena u svim izraz-
ima. Na temelju posljednje nejednakosti Zemo uspo-
rediti gornju granicu relativne pogske (desna strana u
(21)) stotnompogreskom (lijeva strana u (21)i na taj
natin utvrditi korektnost tako oddene granice, ponaj-
prije zbog uvrijgenog msljenja o njezinoj pretjeranoj si-
gurnosti. Stovée, m@emo usporediti i procjenu gubitka
zn&ajnih znamenaka prema (19) sa stvarnim gubitkom
odredenim razlikom(u — ).

(21)

7 Realizacija postupka za procjenu
pogreSke zaokrwivanja

Da bismo proveli opisani postupak treba odabrati pro-
blem kojemu pripada osnovni sustav zapisan racional-
nim brojevima. Uz darinje programe koji posjeduju
simbolicku algebru takav jesvaki primjer kod kojega
ulazne podatk& i f mozemo zapisati cijelim brojevima

i razlomcima jer primjenom cjelobrojne aritmetike na
izravnu metodu rjgavanja sustava dobivamo i cjelobroj-
no rjeSenje. Ako hemamo sino ra&unalo za provedbu
postupka, uvijek mbemo odabrati obratnu metodu ili
problem s analitikim rjeSenjem kojemu pripada osnovni
sustav s racionalnim brojevima. U potonjem Cglju
obratna metoda shi samo za provjeru desne strane, a
izravna metoda (ako je niemo provesti) za provjeru
rieSenja. Pokamo u nastavku realizaciju postupka pri-
mjenom klastnog problema linearne teorije el&stosti

s analittkim rjeSenjem.

7.1 Matematiki model etalonalisto savijanje kvadra

Odabran je matemdki model kvadra s nehomogenim
stanjem naprezanjag po rubu, koje se linearno mijenja
po visini (djelovanjeCistog savijanja; slika 3.). Mini-
malni broj i raspored fEajnih veza koje sprimvaju po-
make modela kao krutog tijela prikazani su na slici.
Opisanom problemu pripada andlko rjeSenje za kom-
ponente polja pomaka [12], koje se uz izbor ulaznih po-
dataka (o geometriji, materijalu i opté&enju) u obliku
racionalnih brojeva talder mogu prikazati racionalnim
brojevima.

GRADEVINAR 63(2011) 11, 911921

Slika 3. Matematicki model etalona

7.2 Zapis etalona u cjelobrojnom obliku

Za tvorbu osnovnog sustava upotrijebljena je metoda
konanih elemenata, odnosno Lagrangeov trikmbko-
natni element u obliku kvadra [13]. Element j€°
kompatibilan, s koordinatnim funkcijama u obliku La-
grangeovog polinoma teeg stupnja. Sadr 64 pravilno
rasporéenacvora (slika 4.), svaki s tri translacijska stup-
nja slobodesto ukupno daje 192 stupnja slobode.

Slika 4. Lagrangeov trikubi¢ni konacni element

Uz cjelobrojne ulazne podatke koeficijenti Lagrangeovog
polinoma su razlomci, pa integrale za tvorbu lokalne ma-
trice krutosti maemo rij&iti analiticki, s rezultatom u
obliku razlomaka. Time izbjegavamo postupak Gaul3ove
integracijeCiji je rezultat gotovo uvijek realan broj. Na taj
natin dobivamatlanove matrice u obliku racionalnih bro-
jeva. Tvorba lokalne i globalne matrice krutosti, vektora
pomaka i optergenja realizirani su programoiviathe-
matica [14] koja podzava rad s racionalnim brojevima.

UobiCajeni postupak statke kondenzacije unutarnjiévorova
nije proveden jer kondenziranu matricu krutosti nije mogu
odrediti u obliku razlomaka ili su iznosi brojnika i nazivnika
preveliki. Jasno, nekondenzirana matrica nedatjpa t@nost
elementa; samo sadrveti broj Clanovasto je sa stajddita
potrebe za tvorbom velikog sustava jedhaidcak povoljno.
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Element je provjeren na nekim elementarnimseaji-
ma linearne teorije elagtosti i problemu sinusnog
opter&enja pravokutne, zglobno oslonjenje §@#o[15].
Dodatno je, za potrebe ovoga rada, za nepddr ele-
ment odréena determinanta i vlastite vrijednosti ma-
trice krutosti. lznos determinante i prvibest vlasti-
tih vrijednosti (kojima odgovaraju pomaci elementa kao
krutoga tijela) zbog cjelobrojnog je zapisa matrice jed-
nako t@&noj, cjelobrojnoj nuli. (UMathematici postoji i
nula s ostatkom, odnosno nula kao realan broj.Erili
tome, reziduaf — Ku i pogreska ri&enjau — K ~1f jed-
naki su cjelobrojnoj nuli. (UmnioakKu ovdje simbolizi-

ra obratnu, & ~1f izravnu metodu rjgavanja sustava.)

7.3 Numertka realizacija etalona

Zapisom ulaznih podatakél@novakK i f) u strojnom ob-
liku jednostruke ili dvostruke preciznosti unosimo u os-
novni sustav péetnu pogréku ¢ime p&inje numertka
realizacija etalona. Nastaje, dakle, perturbirani sustav
(20) koji je potom rijéen primjenom dvostruke preciz-
nosti, bez obzira na broj decimalnih mjesta na koja su
zaokrizeni ulazni podaci. To je uotajeni n&in reali-
zacije standardnih numeékih postupaka s realnim broje-
vima. Time smo dobili rjgenje perturbiranog sustasa

Pror&unom elemenat& i f s jednostrukom, a rf@vanjem

sustava s dvostrukom preciznosti 2amo dodatno ispitati os-
jetljivost (stabilnost) sustava na poretag ulaznih podataka.
Ipak, takav postupak nije dosljedan niti ubajen u standard-
nim numer&kim pror&unima.

Zbog velikog broja nula u globalnoj matrici i znatnog
utro8ka memorije, upotrijebljen j&tedni zapis matri-
ce temeljen na metodi potpunog Krgnja (engl.full
bookkeeping methddojom se spremaju samo pakgi

i iznos &lanova razkitih od nule. Stedno spremljeni
sustav rij&en je izravnom, multifrontalnom metodom
temeljenom na Gaul3ovoj eliminaciji. Radi se o pro-
vjerenom i stabilnom algoritmu programdathematica
koji ne uzrokuje dodatne inducirane posgke (engl.in-

duced numerical errojsnastale primjenom keg pos-
tupka pror&una.

7.4 Odabrani primjeri

Za provedbu postupka odabrana su tri osnovna nutkeeri
primjera etalona: kocka, pba iStap (slika 5.). Broj ko-
natnih elemenata, odnosno nepoznatih stupnjeva slobode
jednak je za sve modele. Podaci su éai u tablici 2.
Spomenimo usput déirina poluvrpce iznosi

max|i — j|.

kij#0

Zbog potrebe za velikom kdinom memorije pri sim-
bolickim operacijama s velikim brojem razlomaka nije
bilo mogLte analizirati vée modele.

L VAN.VAN!
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i
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[T Ty
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Slika 5. Numericki primjeri etalona (diskretizacija jednim
elementom): a) kocka, b) pl&a, c)Stap

Primjer dobrog modela: kocka.U ovome modelu po-
greske painju i propagiraju samo zbog zaokiuanja
realnih brojeva. Prilikom tvorbe modela eliminirani su
svi ostali (€inici koji utjeCu na ta@&nost proréuna. Tako

je, osim prije spomenutih mjera, odabrana kocka kao
najbolji oblik elementa, s jednakim rasporeddérorova
dwz koordinatnih smjerova, pa i izotropija modela ostaje
sa&uvana.

LoSi primjeri: plc€a iStap. Ploca iStap diskretizirani su
volumnim elementima vrlo nepovoljnog oblika jer smo
htjeli analizirati utjecaj takve pojave natioost proréu-

Tablica 2. Osnovni podaci o diskretizaciji. Tablica vrijedi za sve moele

Stupanj Broj Broj Broj clanova Broj nenultih Sirina Postotak
diskretizacije | elemenata| nepoznanica| matrice K ¢lanova matrice K | poluvrpce | popunjenosti

Ix1x1 1 186 34596 28 836 192 83

2x2x2 8 1023 1046529 212819 526 20

3x3x3 27 2994 8964036 688262 1018 7,7

4x4x4 64 6585 43362225 1593653 1846 3,7

5x5x5 125 12282 150847524 3057502 2468 2,0

6x6x6 216 20571 423166 041 5248319 3466 1,2

TxTx7 343 31938 957 159 844 8274614 5400 0,86
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Slika 6. Ovisnost gornje granice o t@noj vrijednosti relativne pogreske rezultata

na. Zbog toga je pika modelirana izrazito péastim ele-
mentima, omjera stranica 25: 25 : 1 (slika 5.183tap vrlo
izduljenim elementima, omjera 25:1:1 (slika 5.c). Nara-
vno, za prakitne bismo potrebe ove probleméinkovi-

tije aproksimirali pl&nim odnosn&tapnim elementima.

8 Rezultati proracuna

Pror&uni su realizirani primjenom 64-bitnog opera-
tivnog sustava.inux Debian sa 16GB RAM memorije.
Rezultati su, ponajprije, postili da bismo odgovorili
na dva pitanja. Prvo: Koliko jepesimisténa* primje-
na broja uvjetovanosti na procjenu pogke? | drugo:
Koliko je to€no zn&ajnih znamenaka izgubljeno tijekom
pror&una?

8.1 Usporedba tme i procijenjene relativne pogiiee

Usporedba teorijske gornje granice ich® vrijednosti
relativne pogréke primjenom (21) provedena je samo
za numertke modele koji zadovoljavaju (13). Taj uvjet
nije ispunilo nekoliko I&ih primjera (pl@e iStapa) s po-
dacima zaokrzenim na sedam decimalnih mjesta.Sko
uvjetovanost takvih primjera&ini normu ||[K~1|| vrlo
velikom, a sustav izrazito osjetljivim na perturbaciju
ulaznih podataka.

Tada nije mogée, primjenom (21), procijeniti gornju
granicu pogréke. Za ostale primjere rezultattekiva-
no leze iznad pravca jednakih vrijednostictte i proci-
jenjene pogrske (slika 6.). Omjer pogéaka je za to-
Cke toga pravca jednak jedinici. dioe su vrijednosti za
dobre primjere (kocke) najldiée procijenjenim iznosima,
dakle najbltze spomenutom pravcu. Za ulazne podatke
zaokrizene na sedam decimala ndjvemijer procijenje-
ne i tatne vrijednosti pogrEke iznosi 3000 (za sustav od
6585 nepoznanica), a za ¢®ni zapis na 15 decimala
samo 600 (sustav od 2994 nepoznanice).diMin, za
loSe primjere (plGe i Stapovi) omjer postaje puno &ie

iznosi 1¢ (samo 1023 nepoznanice), a pri zapisu na 15
decimala 10 (12 282 nepoznanice). Ntemo zaklj@iti

da gornja granica relativne po@ie rezultata prema (17)
daje prihvatljive vrijednosti za sve dobre modele. U tim je
primjerima produkt relativne pogske ulaznih podataka

i broja uvjetovanosti dobra procjena relativne pd&ipe
rezultata. S druge strane, iznos broja uvjetovanosthlo
modela tako je velik (tablica 3.) da spomenuti produkt
daleko nadm$uje stvarnu vrijednost pogske. U tome je
slucaju, pesimizam” o primjeni broja uvjetovanostito
opravdan.

8.2 Usporedba tnog i procijenjenog broja izgubljenih
znd&ajnih znamenaka

Prema (19) gubitak z@ajnih znamenaka procjenjuje
se primjenom dekadskog logaritma broja uvjetovanosti
(tablica 3.). Ta je vrijednost uspatena s ténim bro-
jem izgubljenih znamenaka odtrenim najvéom raz-
likom izmedu komponente pomaka ke etalonskog
rjieSenja i njegove numedike in&ice (slika 7.). Istakni-
mo odmah: bez obzira na preciznost zapisa ulaznih
podataka §lanovaK i f), kod istih dimenzija sustava
nije zabiljgzena znéajna promjena broja uvjetovanosti.
Medutim, pcetni zapis u jednostrukoj preciznosti Zna
trenut&ni gubitak sedam (netmih) decimalnih mjesta.
Drugim rijeCima, takvi primjeri odmah raspdia ma-
njom ,rezervom* (od pribEno osam) znzajnih zname-
naka. Premda je protan i takvih primjera proveden u
dvostrukoj preciznosti, manju taost ulaznih podataka
nije mogwce nadoknaditi. Zbog toga se gubitak zname-
naka prouzroen postupkom protaina pomie od 0s-
mog prema prvom decimalnom mjestu. Tako kod do-
brih modela (kocka) u najgorem $laju preostaju dvije
totne znamenke, a kod3dh modela (ploa i Stap) vé&
kod prvog stupnja diskretizacije gubimo sve preostale
znamenke, odnosno dobivamo pdgae rezultat. Prema

Kod zapisa ulaznih podataka na sedam decimala taj omjer tome, , grublje” zaokriivanje ulaznih podataka unosi
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Tablica 3. Teorijska procjena broja izgubljenih zna€ajnih znamenaka

Kocka Ploca Stap
ne (I?zr?anica Broj . Bt:ﬁj in Broj ) Bgfj in Broj . Bglc.” in
P uvjetovanosti lzgubljen uvjetovanosti 1zgubljeni uvjetovanosti lzgubljent
n znamenaka znamenaka znamenaka
K(K) K(K) K(K)
logk(K) logk(K) logk(K)
186 3,43.-10% 45 3,19-10° 9,5 4,51-10° 8,7
1023 1,54-1C° 5,2 5,07-10° 9,7 6,61-10° 8,8
2994 4,35.10° 5,6 9,48.10° 10,0 1,15-10° 9,1
6585 9,48-10° 6,0 1,75-10%0 10,2 2,05-10° 9,3
12282 1,76-10° 6,2 3,03-1010 10,5 3,48-10° 9,5
20571 2,95.10° 6,5 4,89.1010 10,7 5,55-10° 9,7
31938 4,57-10° 6,7 7,43-10'0 10,9 8,39-10° 9,9
100000 1,43 10’ 7.2 2,27-104 11,0 2,54.1010 10,4
poCetnu pogréku koja uzrokuje neprihvatljiva fenja Zbog nedostatka séinog r&unala teorijska je procjena

svih IcSih primjera. Zbog toga je u nastavku prikazana broja logk(K) zan > 32000 dobivena primjenom eks-
usporedba teorijskog i stvarnog broja izgubljenih zna- trapolacije temeljene na metodi najmanjih kvadrata. Is-
menaka samo za zapis ulaznih podataka na 15 decimala taknimo kon&no da gubitak zri@ajnih znamenaka nema
(slika 7.). monotoni rast jer je €inak metusobnog positavanja
pogré&aka u nekim fazama prdnana priléno izr&en pa
usporava akumulaciju pogske. Ipak, globalna je ten-
dencija porasta pogsie prilicno jasna.

Iz slike maemo zakljditi da je najv&e odstupanje
zabiliezeno kod numeékih modela s malim brojem
nepoznanica. S porastom nepoznatih stupnjeva slo-
bode odstupanja su za dobre modele na sigurnu stra-
nu, odnosno broj uvjetovanosti precjenjujecdaa broj 9 Zaklju cak

izgubljenih znamenaka. S druge strane, s porastom di-

skretizacije I&ih modela odstupanja se smanjuju pa je Prema prikazanim je rezultatim&ito da (neizbjéna)
broj uvjetovanosti dobra procjena gubitka znamenaka. pogréka zaokraivanja sigurno smanjuje t@nost naih

Pri tome je vé kod, za danénje prilike, malog broja numertkih pror&una,tak i onda kada je sve napravljeno
nepoznanica (oko 32 000) izgubljeno 10 odnosno 11 zna- najbolje Sto m@&emo. To pokazuju dobri primjeri kod
menaka. Zamijetimadak ,optimistinu* procjenu gu- kojih je ipak zabiligen gubitak odsest znaajnih zna-
bitka znamenaka temeljenu na broju uvjetovanosti za menaka. Cim u model unesemo poreid, primjerice
Stapne primjere izndu 5000 i 20000 nepoznanica. elemente I8eg oblika, gubitak znamenaka penje se na

12 -
ploca
g u = & =
< - -t stap
g 10 % | - L
E 9 -
-~
B sle —»
oy s
£ 7 kocka
]
g 6 —
g - et Y A s
= 5 rd T - " ~ B -
S 4 — tocan gubitak znacajnih teorijski gubitak znacajnih
= - mamenaka za: :
S 31— : znamenaka Iog!f(l() za:
g, # model ploce = model ploce
= ) model Stapa model &tapa
= ® model kocke — model kocke
0 f : : :
0 5000 10 000 15 000 20 000 25 000 30000 35 000 40 000 45 000 50 000

broj nepoznanica numericke inadice etalona
Slika 7. Ovisnost teorijske procjene i t&nog gubitka znaajnih znamenaka o broju nepoznanica
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Cak 11. Pri tome teorijska procjena prema normi dva do-
bro prognozira gubitak ako su ulazni podaci zapisani u
dvostrukoj preciznosti&to je u suvremenim protanima
uobicajeno).

Medutim, u n&em se sltaju radilo o jednostavnom pro-
blemu Cistog savijanja diskretiziranom sa samo 32000
nepoznanica. Pitanje je kako se pSa@ puno sldeniji,
praktiéni primjeri od 1@ i viSe nepoznanica, sienog
oblika i opter&enja, nejasnih rubnih uvjeta, modeli-
rani nepravilnom mreom razlEitih tipova elemenata s
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