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Sektorski element za analizu debelih cijevi izlozenih unutarnjem tlaku i promjeni
temperature

U radu je primijenjen deformacijski pristup za razvoj sektorskog ravninskog konacnog
elementa definiranog u polarnom koordinatnom sustavu. Element se koristi za
odredivanje ravninskog stanja u podrucju elasti¢nosti. Razvijeni element ima tri stupnja
slobode u svakom ¢voru. Ponasanje ovog elementa ispitano je kroz analizu debelih cijevi
izloZzenih unutarnjem tlaku i promjeni temperature. Utvrdena je efikasnost elementa
i pokazano je da se primjenom ovog elementa postize brza konvergencija rjeSenja
priizracunavanju naprezanja i pomaka nego u slucaju primjene drugih elemenata.

Kljucne rijeci:

sektorski element, rotacija u ravnini, pomaci krutih tijela, ravninsko stanje, elasti¢nost, temperatura

Preliminary report

Asma Bouzriba, Cherif Bouzrira

Sector element for analysis of thick cylinders exposed to internal pressure
and change of temperature

The strain-based approach for development of a sector in-plane finite element defined in
the polar coordinate system is applied in the paper. The element is used for determining
the plane state in elastic area. The developed element has three degrees of freedom
in each node. The performance of this element was tested through analysis of thick
cylinders exposed to internal pressure and change of temperature. The efficiency of the
element was established, and the convergence of results for stresses and displacements
of this element was shown to be faster compared to other elements.
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Sektorelement zur Analyse starker Rohre unter Innendruck und
Temperaturveranderung

In dieser Arbeit wird das Verformungsverfahren angewandt, um ein in Polarkoordinaten
definiertes finites Sektorelement zur Analyse in der Ebene im elastischen Bereich zu
entwickeln. Das eingeflihrte Element hat drei Freiheitsgrade in jedem Knotenpunkt.
Das Verhalten des Elements wurde durch Analysen starker Rohre unter Innendruck und
Temperaturveranderung erfragt. Die Effizienz des Elements konnte festgestellt werden
und bei seiner Anwendung wurde eine schnellere Losungskonvergenz bei der Berechnung
von Spannungen und Verschiebungen erzielt, als bei dem Einsatz anderer Elemente.

Schlisselworter:
Sektorelement, Rotation in der Ebene, Verschiebung von Starrkérpern, Zustand in der Ebene, Elastizitét,

Temperatur
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1. Uvod

U literaturi se u novije vrijeme spominje pristup utemeljen na
deformaciji[1-3]i to u vezi s razvojem novih konacnih elemenata
u kojima se polje pomaka moze dobiti integriranjem deformacije.
Za probleme ravninskog stanja naprezanja najjednostavniji
oblici elemenata su ocito trokut i pravokutnik s tri tj. Cetiri cvora.
Medutim, kod problema sa zakrivljenim granicama, primjena
trokutastog elementa znaci da se zakrivljena granica odreduje
aproksimativno pomocu serije ravnih dijelova. Osim toga, kako
se udanasnje vrijeme sve viSe razvijaju vrlo sofisticirani elementi,
greska koja se uvodi u ovu aproksimaciju moze biti ogranicavajuci
faktor u nekim rjeSenjima. Stoga se napori koji se ulazu radi
iznalaZzenja elementa sa zakrivljenim granicama smatraju
opravdanima. Prvi takav pokusaj pripisuje se Ergatoudisu i dr. [4]
koji su uveli izoperimetrijski pristup. Medutim, kod problema s
kruznim granicama pogodno je koriStenje sektorskog elementa
koji se definira u polarnom koordinatnom sustavu. Raju i Rao [5]
razvili su sektorski element koji ima samo osnovne stupnjeve
slobode i to primjenom polinomnih izraza za polje pomaka.
U novije vrijeme, Sabi i dr. [6, 8] i Bouzrira i dr. [S] primjenjuju
deformacijski pristup za razvoj sektorskog elementa sa dva i tri
stupnja slobode po cvoru.

U ovom se radu primjenjuje pristup baziran na deformacijama
u svrhu razvoja novog sektorskog elementa, definiranog u
polarnom koordinatnom sustavu, koji ima dva translacijska
stupnja slobode i rotaciju u ravnini. Element se najprije ispituje
za slucaj savijanja zakrivljenog Stapa. Kada rezultati pokazu
ucinkovitost, taj se element koristi u analizi debele cijevi
izlozene unutarnjem tlaku i promjeni temperature. Takva
analiza debelih cijevi izloZenih promjeni temperature do sada
nije primijenjena.

2. Derivacija funkcije pomaka za sektorski

element

Kod ravninskih problema u podrucju elasticnosti relativne
deformacije, u polarnom koordinatnom sustavu ri 0 definirani
su izrazima:

g =oulor (1.a)
1

ggz?av/69+u/r (1.b)
1

7,9:;6u/66+6v/6r—v/r (1.0

gdje su: ¢, ¢, y,,normalne i posmicne deformacije, dok su ui v
pomaci u smjerovima ri 6.

Ako se te tri deformacije izjednace s nulom, mogu se integrirati
rezultirajuce tri diferencijalne jednadzbe da bi se dobili izrazi
polja pomaka koje odgovara pomaku krutog tijela. Imamo dakle:

U, =cosf a,+sind a, (2. )

Vg =-sinf a,+cosd a, +ra,

(2.b)

gdje konstante a, i a, predstavljaju translacijske pomake krutog
tijela u smjerovima ri 6, dok a, predstavlja rotaciju u ravnini.

¢:1/2(—;6u/60+6v/6r+v/r) (3)
Iz toga proizlazi:

=8 (4)
Funkcija pomaka ovog sektorskog elementa treba sadrzavati
dvanaest neovisnih konstanti. Tri su konstante potrebne radi

predstavljanja pomaka krutog tijela. Preostalih devet konstanti
sluZe za izrazavanje pomaka uslijed deformiranja elementa.

r, - unutarnji polumjer
r, - vanjski polumjer

Slika 1. Sektorski element definiran u polarnim koordinatama
1z toga slijedi:

e, =a,+2ra;+0a,,+3r’a,
or® ,
ggzas+rasf—3 a; +0ag +r2a, (5)

B 4 r3e? 4 5
719—37"'736_ as"'?aw_ ra,,

Deformacije iskazane u jednadzbama (5) udovoljavaju uvjetima
jednadzbe kompatibilnosti:

627r6
or 06

2 2
0%, 689_2%+65,+167,9=0

20 " “or or r oo

1
7 (6)
Uvrstavajuci jednadzbe (5) u jednadzbu (1) te integrirajuci
dobivene diferencijalne jednadzbe, funkcije pomaka se mogu
izraziti kao:

u,=ra, +(1+r2a, +(1+6r)a,, +r'a, (7.a)

402 )2 2
A =—raa4+r935—€ae—iaa+iag—[%

5 5 +6jam—rlog(r)(am—a7)—2r2a1z (7.b)
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5r%0°  0? (
- g +—a,—

02 0
2 %ty 1+—+§+Iog(r)]am—3ra12 (7.C)

[4 1
@, :—z9aA+¢9a5—5aG +[E+Iog(r))a, 2

Funkcije konatnog pomaka dobivaju se uvrStavanjem

odgovarajucih izraza za u, vi ¢iz jednadzbi (2) i (4) u jednadzbe (7).
VVektor pomaka ¢vora moze se iskazati u obliku matrice:

{u}=[Cl{A} (8)

gdje je {A} vektor konstantnih parametara, a [C] je
transformacijska matrica iskazana u Prilogu ovog rada.

[k*]=[c"T | n[Bl [D][B]rarde][c]=[c"T [K][Cc']  (9)

gdje je [D] matrica elasticnih konstanti, a [B] je matrica
deformacije.

+1+1
[jdrde = [ det[J]d¢dn (10)
214
[ke]=[c'] [T 1 r[B] [D][B]detl| dgdq}[cﬂ (11)
14
000 0 1 02r 0 0 0 6 3% 0
[B]=sf0o 0 0 0 1 r o0 -93’3 o o r 0| (12
000 0 0 0 ¢ 4 220G 0 4
r 2 r

3. Termoelasticnost

Zadvodimenzionalan problem, konstitutivni zakon termoelasti¢nosti
izotropnog materijala moze se iskazati kako slijedi:

o, &, 1
o, 1=[D)se, {—[D;] aT41 (13)
Tro Vro 0

gdje je:

T - temperaturni gradijent
a - koeficijent toplinskog Sirenja.

1T v O
[D1]=%v 1 0 (14)
00 =¥
2
g/’
& (=[B][C] (U} (15)
Vro

Cvorna sila zbog temperaturnog gradijenta iskazuje se kako slijedi:

1 1

{F}= [cw]f ICIHEY aT{1 }rdrde = [071]7 h ]:r[B]T (D] aT{1 }det dedq} (16)
0

0

Kod jednolikog toka, ako je T temperatura na unutarnjoj povrsini
cijevi dok je temperatura na vanjskoj povrsini nula, tada se

temperatura Tna svakoj udaljenosti rod centra moze predstaviti
pomocu izraza [10]:

T=Wlog(b/r) (17)

4. Numericka validacija

Da bi se provjerila razina tocnosti i racunske ucinkovitosti
postignuta pomocu razvijenog elementa, prikazat ce se nekoliko
razlicitih primjera koji se odnose na ravninske probleme u
podrugju elasti¢nosti.

4.1. Savijanje zakrivljenog Stapa nanosenjem sile na
kraju

Prvi primjer je dvodimenzionalni problem u podrucju elasti¢nosti
zakrivljenog Stapa izlozenog djelovanju dviju sila kao Sto se to
vidi na slici 2. Za detaljnu analizu rezultata razmatra se Sirok
raspon odnosa b/a. Zbog simetrije, analizira se samo polovica
zakrivljenog Stapa te se rezultati usporeduju s onima iz literature
[7-9], isto kao i s rjeSenjem u podrudju elasti¢nosti koje predlaze
Timoshenko [10].

u=03
E = 200 kN/mm?

Slika 2. Zakrivljeni Stap izlozen radijalnom opterecenju

007 -

0,065 |
0,06 |
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Slika 3. Konvergencija pomaka u, za primjenu razlicitih elemenata (b/a=3)
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Slika 4. Konvergencija pomaka u, za primjenu razlicitih elemenata

(b/a=2)

EVAS 2

32

30
T o
£ Teoretcka urijednost = 26798
= 2 — o
= |
) B 10x10
g 66 &8
= 24 Lty
z
i
g 22 —%— Element, prema [3]
o —&— Element, prema [&]

20 =+ Element, prema [7]

Teoretski
—@— Postojedi element
18 i
16
i 10 20 30 40 s0 60 70 80 @0 100

Broj elemenata

Slika 5. Konvergencija pomaka u, za primjenu razlicitih elemenata

(b/a=1.3)
0bi - 2 3 = = = —
0035
E
E
=
= 003
B
c
g Teoretska vrijednost = 002492
o 0p2s
o
E 1111
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S oo '
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S —— Element, prema [8]
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—&8— Postojeti element
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Slika 6. Konvergencija posmicnog naprezanja 7, u "F"

Na slikama 3., 4. i 5. dijagramom su prikazane konvergencije
rezultata za progib u "A" (slika 2.) analiziran za odnose b/a = 3,
21i1,3. Kao sto se vidi, primjenom ovih elemenata dobiju se bolji
rezultati nego primjenom drugih elemenata.

Slike 6. i 7. prikazuju konvergencijske krivulije za posmitna
i radijalna naprezanja u tocki "F" (slika 2.) za odnos b/a = 2.
Utvrdeno je da se ovim elementom dobivaju bolji rezultati
radijalnog naprezanja nego primjenom grube mreze.

-0,005 —%— Element, prema [4]
—— Element, prema [3]
== Element, prema [7]

-om Teoretski
—&8— Postojeti element

-0015

Teoretska vrijednost = 0,0249

Radijalno naprezanje [kN/mm?]

v
0025 s - —,—— s
5x5 77 e 11m
-003
3

-0035

-004

0 20 &40 60 80 100 120

Broj elemenata

Slika 7. Konvergencija o, u "F"

4.2. Analiza debele cijevi izlozene unutarnjem tlaku i
promjeni temperature

Drugi problem koji se treba razmotriti odnosi se na debelu cijev
(slika 8.). Zbog simetrije, samo se jedna Cetvrtina cijevi uzima u
obzir prilikom diskretizacije kona¢nim elementom.

E =200 kN/mm?

v=03
a=12-10°%/K
T.=100°C

P =1 kN/mm?

Slika 8. Tla¢no i temperaturno opterecenje debelog valjka

4.2.1. Cijev izloZzena samo unutarnjem tlaku

Izratunani rezultati radijalnog progiba te radijalnog i tangencijalnog
naprezanja na sredini duz radijalnog presjeka (r= 30 mm) prikazani
su na slikama od 9 do 11, gdje se uocava dobra podudarnost
rezultata dobivenih pomocu komercijalnog programa Cast3M [11].
Analiza je obavljena na cijevi koja je diskretizirana povecavanjem
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Slika 9. Konvergencija vrijednosti v pri r= 30 mm
Slika 12. Diskretizacija debele cijevi
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Slika 10. Konvergencija vrijednosti o, pri r=30 mm Slika 13. Promjena vrijednosti v pri opterecenju unutarnjim tlakom
>
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084
0 10 0 30 40 50 60 70 80 9 100 rfmml

Beaelemenate Slika 14. Promjena vrijednosti o, pri opteregenju unutarnjim tlakom

Slika 11. Konvergencija vrijednosti o, pri r=30 mm
postize ¢ak i kada se koristi gruba mreza. To pokazuje da je na
broja konacnih elemenata. Primijer je iskazan na slici 12. drugim elementima postignut visok stupanj to¢nosti. Promjena
Na ovim se slikama vidi da se konvergencija tocnom rjeSenju vrijednosti u, o, i o, pri opterecenju unutarnjim tlakom prikazana
jenaslikama 13., 14.1i 15.
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mm cijevi izlozene promjeni temperature, a u usporedbi s teoretskim
- —ap— Teoretski vrijednostima koje predlaze Timoshenko [10]. MoZe se vidjeti da se za
E e el slamacy ovaj element ostvaruju dobri rezultati. Promjena vrijednosti , , i s, pri
- . . . . .
= temperaturnom gradijentu prikazana je na slikama 19, 20.i 21.
@
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Slika 15. Promjena vrijednosti o, pri opterecenju unutarnjim tlakom s
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e — 03
4.2.2. Cijev izlozena samo promjeni temperature Oooqg b 0 M IR, el YD ey %00 (o

Broj elemenata

Naslikama 16., 17.i 18. prikazane su konvergencijske krivulje radijalnog Slika 18. Konvergencija vrijednosti o, pri r= 30 mm
progiba te radijalnog i tangencijalnog naprezanja kod vrijednosti r= 30
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Slika 16. Konvergencija vrijednosti u pri r= 30 mm Slika 19. Promjena vrijednosti v pri temperaturnom gradijentu
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Slika 17. Konvergencija vrijednostic, pri r= 30 mm Slika 20. Promjena vrijednosti o pri temperaturnom gradijentu
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Slika 21. Promjena vrijednostic, pri temperaturnm gradijentu Slika 24. Konvergencija vrijednosti o, pri r=30 mm

4.2.3. Debela cijev izloZzena kombiniranom opterecenju
(unutarnjem tlaku i promjeni temperature)
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Konvergencija vrijednosti o pri r=30 mm
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Slika 27. Promjena vrijednosti o, za cijev izloZzenu kombiniranom
opterecenju

Prilog

Transformacijska matrica [C] ovog elementa iskazana je kako slijedi:
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3
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4
sing cosp n - B rlogln) -2 . # p-rilog(n —% 1 -2r
2 2
o o 1 5 -p L Lty -spi B 1-Biligep+L 1 -
[C}= 25 2 4 2 2n
cosp sinf 0 0 B+l 0 0 0 B, +1 B0
4
—sinf cosfp n -pn = r,log(;) _% % _ﬂ_rzlog(’"z)"ﬁ;rz 1 -27
g1 s B ik s
0 0 1 - memen =y =5 v =l _alg == I =J
p s 2, > 2(r) ﬁzrz 4 D) g(r) 2 L6}
cosfp —sinff 0 0 i+l 0 0 0 - Br, +1 B0
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sinf cosf o, Py P B rlogh) —%"‘—L "fz ﬁ—rzlog(rz)—ﬁ; R R
3
0 0 1 B - Pi2n iilogiy B8 g el el 4 <
I 2 12 2 2, |

5. Zakljuéak

U ovom se radu koristi na deformaciji utemeljen sektorski
konacni element definiran u polarnom koordinatnom sustavu
s dva translacijska stupnja slobode i jednom rotacijom u
ravnini. Tim se elementom mozZe predvidjeti naprezanje i
pomak u bilo kojoj tocki cijevi podvrgnutoj kombiniranom
opterecenju (unutarnjem tlaku i promjeni temperature).
Numericki rezultati analize su usporedeni s teoretskim
rezultatima i vrijednostima koje su dobivene pomocu drugih
elemenata te je ustanovljena dobra ucinkovitost ovog
elementa, uz velike uStede u proracunu i uz manje zahtjevno
programiranje.
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