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In dieser Arbeit wird die Analyse raumlicher Stabtragwerke, die aus Balkenelementen
zusammengesetzt sind, nach der Theorie 2. Ordnung dargestellt. Die Komponenten der
Steifigkeitsmatrix und des Vektors aquivalenter Lasten wurden aufgrund der genauen
Losung der entsprechenden Differentialgleichungen 2. Ordnung hergeleitet. Um das
Problem numerisch zu l6sen, wurde das Computerprogramm ALIN entwickelt, in dem die
genaue Steifigkeitsmatrix und der genaue Lastvektor implementiert sind, im Gegensatz
zu kommerziellen Programmen, die geometrische Steifigkeitsmatrizen verwenden.
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1. Uvod

Osnovne pretpostavke u teoriji prvoga reda su: pretpostavka
o malim deformacijama, pretpostavka o malim velicinama
pomaka hvatista vanjskih sila i pretpostavka o linearnoj vezi
deformacija i naprezanja. Teorija drugoga reda odbacuje drugu
od navedenih pretpostavki, ali zadrzava prvu i trecu, tako da se
uvjeti ravnoteze postavljaju na deformiranom elementu nosaca.
Pritom se pretpostavlja da je opterecenje konzervativno,
odnosno da se tijekom deformacije ono ne mijenja ni po pravcu
i ni po veliCini, a uzima se da je zadano po elementu duljine
nedeformiranoga Stapa.

U raduje ukratko prikazano oblikovanje matrice krutostii vektora
ekvivalentnog opterecenja po teoriji drugoga reda prostornog
grednog konacnog elementa, s dva ¢vora i s po Sest stupnjeva
slobode u svakom ¢voru. Komponente matrice krutosti i vektora
ekvivalentnog opterecenja od transverzalnih raspodijeljenih
opterecenja uzduz osi elementa dobivene su na temelju
toCnoga rjeSenja odgovarajucih diferencijalnih jednadzbi teorije
drugog reda aksijalno opterecenog Stapa. Primjenom prikazane
tofne matrice krutosti i tocnoga vektora opterecenja razvijen
je racunalni program ALIN, namijenjen analizi prostornih, a
naravno i ravninskih, linijskih nosaca po teoriji drugoga reda.

Za sada se ni jedan od standardnih komercijalnih programa
za proracun inzenjerskih konstrukcija metodom konacnih
elemenata ne koristi to€nom matricom krutosti ni tocnim
vektorom opterecenja, nego se njihov proracun po teoriji
drugoga reda temelji na primjeni geometrijske matrice krutosti
dobivene po linearnoj teoriji (diferencijalne jednadzbe po teoriji
prvog reda), odnosno kao priblizno rjeSenje diferencijalnih
jednadzbi teorije drugog reda. Stoga treba uzduz jednoga Stapa
uzeti Sto viSe konacnih elemenata, kako bi se dobila Sto tocnija
rjeSenja, za razliku od programa ALIN koji modelira jedan Stap
kao jedan konacni element.

2. Analiza grednoga elementa u prostoru
Na slici 1. prikazan je ravan prostorni gredni element duljine L,

s dva Cvora, proizvoljnoga poprecnog presjeka, konstantnog po
cijeloj duljini elementa.

s
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Slika 1. Poopcene sile i poopceni pomaci u ¢vorovima grednoga
elementa

Poopcene koordinate u ¢vorovima grednog elementa u prostoru
Su pomaci ¢, v, wna pravcima osi x, v, z i kutovi ¢, ?, @, zaoketa

oko tih osi. Poopcenim pomacima krajeva elementa odgovaraju
poopcene sile (uzduzne sile N, poprecne sile T i T, momenti
savijanja Mv i M_ i moment torzije M ). Konvencija o pozitivnim
orijentacijama poopcenih pomaka i poopcenih sila prikazana je
na slici 1.

Poopceni pomaci i poopéene sile u €vorovima /i jkomponente su
vektora poopcenih q i vektora poopcenih sila R:

q"=[U v W0, 0, 0, U VW0 0 0] (1)

RI=[NT, T,MM MNTT MM M] (2)
I yi i Xi yi zi 1y z) X Yl Z};

2.1. Matrica krutosti

Kao sto je poznato, veza izmedu vektora poopcenih sila R i
vektora poopéenih pomaka q uspostavlja se s pomocu matrice
krutosti elementa k:

R=k-q (3)

Matrica krutosti je simetri¢na kvadratna matrica dvanaestoga
reda, do koje se moZe doCi primjenom principa superpozicije,
odnosno razdvajanjem prostornoga stanja naprezanja elementa
na uzduzZno naprezanje, savijanje u ravnini xy (oko osi z), savijanje
u ravnini xz (oko osi y) i torziju.

Dakle, izraz (3) moze se prikazati kao

R, | |k, q,
R, ke, q.
Rsy B ksy qsy (4)
R, k]| a,

gdje su k, matrica aksijalne krutosti, k., i k., matrice fleksijske
krutosti oko osi z iy, a k, matrica torzijske krutosti grednog
elementa. Komponente matrice krutosti po teoriji drugoga
reda mogu se dobiti rjeSavanjem sustava homogenih neovisnih
diferencijalnih jednadzbi (5) i primjenom odgovarajucih rubnih
uvjeta obostrano upetog prostornog grednog elementa:

EAU"=0

ELVV-Sv'=0 (5)
Elw" - Sw" =0

Gl ¢"=0

Prvom i zadnjom jednadZbom sustava (5) opisani su poznati
problemi aksijalnoga naprezanja i torzije elementa po teoriji
prvoga reda. RjeSavanjem tih jednadzbi dobivaju se poznate
matrice aksijalne i torzijske krutosti elementa, navedene u svim
udzbenicima metode konacnih elemenata [1-3].

Drugom i trecom jednadzbom sustava (5) opisani su problemi
savijanja elementa opterecenoga uzduznom silom S na
krajevima, u ravninama savijanja xy i xz po teoriji drugoga reda.
Te jednadZbe mogu se prikazati u sljedecem obliku:
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Wik =0 (6)
wV £k 2w" = 0 (7)
gdje su

-
K, = |:I| )

U jednadzbama (6) i (7) predznak plus odnosi se na tlacnu,
a predznak minus na vla¢nu silu. Toc¢nim rjeSavanjem tih
jednadzbi dobivaju se matrice krutosti savijanja k_, i k_
pritisnutoga i/ili zategnutog grednog elementa u ravninama
xy i xz po teoriji drugoga reda. Za slucaj tlacne sile to¢na su
rieSenja homogenih diferencijalnih jednadZzbi Cetvrtoga stupnja
(6)i(7) dana u obliku

v(x) = a, + ak x + a,sink x + a,cosk x (10)
W(x) = b, + b,k x + b,sink x + b,cosk x (11)
dok su za vlacnu silu rjeSenja

v(x)=a,+a,k, x+a, shk, x+a, chk, x (12)
w(x)="b, +Ezkyx+1§3 ShkyX+E4 chk, x (13)

Nepoznate konstante a, b, & i b odreduju se iz rubnih uvjeta
prostornoga grednog elementa prikazanog na slici 1:

Cvori, x=0:v(0) =v,; ¢,0) = ¢, ; WO) =w, ; (py(O) =9,
(14)
dvorj,x=L:v(L) =v;; L) = ¢, ;W) =w,; (L) = ¢,

Na taj se nacin izraz (10), kojim je dan pomak proizvoljne tocke
osi elementa u ravnini xy, moze prikazati u matricnom obliku
kao funkcija poopcenih pomaka krajeva elementa q_, (izvod je
jednak izvodu u linearnoj teoriji):

v(x) = AC53qs; = Ng,Gs, (15)
gdje su:
q:z = |:Vi (pzi Vj ¢Zj] = |:q1sz q:z q:z q:z:| (16)
Ngz = [N, () N,(x) N;(x) N,(x)] (17)
dok su:

1 . X ! .
N1(x)=A—[1-cosmz-mzsma)z + szs'n% -sinw,sink, x + (1-cosm, Jcosk, x]

z

N, (x)= P 1A [w,cosm,-sinw, +k,(1-cosw, )x + (1-cosw,-w,sinw, )sink,, x +

i (18)

+(sinw,-w,cos, )cosk, x]

Na(x):Ai [1-cosw, 4—%wzsinmZ +sinw,sink, x-(1-cosw, Jcosk, x]

z

N“(X):k:AZ [sinw,-o, +zoz(1-coswz)5 -(1-cosw, )sink,x + (w,-sinw, )cosk,, x]
Pri tome je:
A, = 2(1-cosw,) - ®,sinw, (19)
w, =L ﬂ
" El (20)

z

Izrazima (18) prikazane su interpolacijske funkcije problema
savijanja u ravnini xy za pritisnuti gredni element po teoriji
drugoga reda. Njihovo geometrijsko-staticko znacenje je
analogno znacenju interpolacijskih funkcija u teoriji prvoga
reda. Interpolacijska funkcija N(x) (i=1,..4) predstavlja
progibnu liniju obostrano upetoga grednog elementa, koji
je opterecen tlacnim silama S na krajevima zbog jedini¢nog
poopéenog pomaka g, pri éemu su svi ostali poopéeni pomaci
jednaki nuli.

Primjenom izraza (15), interpolacijskih funkcija (18) i njihovih
derivacija po varijabli x mogu se odrediti unutarnje sile T (x) i
M (x) prema izrazima

T,(X) = -ELV" (x) - SV'(x) = (-EIN"- SN'g) - q,

(21)
M,(x) = -ELV" (X) =- ELN', q,
Uvrstavajuci u te izraze x = 0 i x = L i uzimajuci u obzir o
konvenciju o pozitivnom predznaku poopcenih i unutarnjih sila,
odnosno uzevsi

T,=-TOM,=M0) T, =T(L) M, =-M,(L) (22)

dobivaju se izrazi za poopcene sile na krajevima elementa pri
savijanju u ravnini xy, koji u matricnom obliku glase:

RSZ = kSZqSZ (23)
gdje je:
osin, Lo’ (1-cosw,) -w’sinw, Lw?(1-cosm,)
_ El, |Le?(1-cosm,) o, (sinm,-m,cosm,) -Lal(1-cosw,)  Lo,(o,-sinm,) (24)

N -Lo?(1-cosw,)

L, (o,-sinw,)

-Lw?(1-cosew,)
‘Lol (1-cosw,) Lw,(sine,-o,cosw,)

3 i 3ai
-osino, wjsinw,

L’ (1-cosm,)

Izrazom (24) dana je matrica krutosti savijanja u ravnini xy po
teoriji drugoga reda pritisnutog grednog elementa.

Na slican se nacin moZe odrediti matrica krutosti savijanja
pritisnutoga grednog elementa u ravnini xz po teoriji drugoga reda:

GRADEVINAR 68 (2016) 5, 381-398

383

Gradevinar 5/2016



Gradevinar 5/2016

Ljiljiana Zugi¢, Stanko Br¢i¢, Spiro Gopéevic

3ai 2 3ai 2
w;sin, Loy (1-cosw,) -o,sine, Loy (1-cosw,)

2 2 : 2
El, |-Loj(1-cosw,) Lo, (sino,-ocose,) Loj(1-cosw,)

K , Lzmy(my-sinmy)

(25)

PN -alsing, Lo?(1-cosa,) ofsina, Lo?(1-cosa,)
Lo} (1-cosw,) Lo, (o,-sino,) Lo} (1-cosm,) Lo, (sinm,-o,cosm,)
gdje su:
A, =2(1-cosw) - eysine, (26)
S
o, =L u (27)
El

Matrice krutosti savijanja grednoga elementa u ravninama
xy i xz, koji je opterecten vlatnom silom, po teoriji drugoga
reda moZe se odrediti iz diferencijalne jednadzbe zategnutog
grednog elementa (6) odnosno (7) uporabom tocnih rjeSenja
(12) i (13), primjenjujuci pritom postupak kao za pritisnuti gredni
element. Medutim, mogu se upotrijebiti i izrazi za matricu
krutosti pritisnutoga grednog elementa (24) i (25), ako se o, i
®, zamijene sa io, i o, gdje je /imaginarna jedinica (/*=-1), i pri
tome primijene veze:

-isinio, = she,  cosio, = cho, (28)

-isinio, = sho cosio, = che (29)
v v v v

Prema tome, matrice krutosti savijanja zategnutoga grednog

elementa u ravninama xy i xz po teoriji drugoga reda dane su

izrazima

wlsha, Lo’ (chw,-1) -oisha,

El, |Lo?(chw,-1) Lo,(-she, +o,che,) -Lo?(cho,-1)
Lo’ (cha,-1)

Lo,(-0, +shae,)

L?(che,-1)
Lw,(-0, +sha,)
o’sho, -La?(cha,-1)
-Lo?(chw,-1) Lo,(-sho, + o,cho,)

(30)

-oisho,
| Le? (che,-1)

myasha)y —wa(cha)y»1 ) -wfsha)y —La)y2 (cha,-1)
- EI7y -Lo?(cho,-1) Lo, (-sho,+oche,) Loi(cho-1) Lo/(o,+sho,) (31)
Y UA)| -ojsho, Lo} (che,-1) ojsho, Lo} (che,-1)

7—Lwyz(ch(uy—1) Lza)y(-a)y +sha,) wa(chwy—1) szy(-shwy +o,chae,)

gdje su:
A, = 2(1-chw,) +w,sho, (32)
A, = 2(1-cho,) +o,sho, (33)

Sada se od matrica krutosti za pojedina naponska stanja k_, k_,
ksy i k, mogu formirati cjelovite matrice krutosti pritisnutoga i
zategnutoga prostornog grednog elementa po teoriji drugoga
reda. Komponente tih matrica krutosti rasporeduju se na
odgovarajuta mjesta u cjelovitoj matrici krutosti elementa,
reda 12, koja su odredena prema prihvaéenom redoslijedu
poopcenih pomaka (1) i poopcenih sila (2), najprije za ¢vor j, a
potom za Cvor ji

Uvodenjem funkcija ¢,(/=1,...,8) matrice krutosti pritisnutoga i
zategnutoga prostornog grednog elementa po teoriji drugoga
reda mogu se napisati u istom obliku, koji je dan izrazom

(34). Funkcije ¢, (i =1,...,8) za slucaj pritisnutoga ili zategnutog
prostornog grednog elementa prikazane su u tablici 1., gdje su

A, o, DV, o, A, i Ay dani izrazima (19), (20), (26), (27), (32) i
(33).

T 0 0 0 0 0 T 0 0 0 0 0
El, El. El. El,
0 ?;@ 0 0 0 T;% 0 R4 0 0 0 L—;wz
£l Bl £l El
0 0 T 0 =% 0 0 EG I =% 0
o o o S 0 0 0 0 % 0 0
El, El, Bl El,
0 0 % T 0 0 0 =% <% 0
El El El, El,
o o 0 0 0 o 0 0 0 0 = L
e 0 0 0 0 o B o 0 0 0 0 (34)
T T
El El, El, El
0 T;’/" 0 0 0 -TZ‘WZ 0 T;w 0 0 0 Tz‘(/lz
0 0 —i 0 ﬂ 0 0 0 i 0 i 0
oo oo oo =0
0 0 0 GT‘ 0 0 0 0 0 % 0 0
£l El Bl £l
o 0 s 0 e 0 0 o e, 0 g 0
E Bl el El
o Bo 0 0 o o0 B o0 0 o By

Tablica 1. Funkcije ¢, za gredni element u prostoru

Uzduzna sila u grednom elementu u prostoru
Funkcija . .
pritisak zatezanje
p w’sinw, w’shao,
! AZ AZ
p w’(1-cosm,) @*(chw,-1)
’ A, A,
o,(w,-sinw, ) o,(sho,-o,)
% A A
w,(Sinw,-©,cosw, ) o,(o,chow,-sha,)
% A A
3} 3
J @,sino, a)yiha)y
° A, A,
; a)f(’l-cosa)y) a)f(cha)y-’l)
3 s ¥ -
Ay Ay
) o, (o,-sinw,) a)y(sh_a)y-a)y)
’ Ay AV
o, (Sine,-o,cosm,) o,(ocho,-sho,)
% A A
y y

Za razliku od matrice krutosti po teoriji prvoga reda [1], kod
koje su sve komponente konstante ovisne o geometriji i
mehanickim karakteristikama grednog elementa, komponente
matrice krutosti po teoriji drugoga reda (34) trigonometrijske
su ili hiperboli¢ne funkcije, ovisno o tome je li gredni element
pritisnut ili zategnut, a koje ovise o parametrima o, i o, io
uzduznoj sili S.

384

GRADEVINAR 68 (2016) 5, 381-398



Programska realizacija proracuna prostornih linijskih nosaca prema teoriji drugog reda

Pribliznim rjeSavanjem diferencijalnih jednadZzbi teorije drugoga
reda (6) i (7 ) dobiva se matrica krutosti teorije drugoga reda
kao zbroj dviju matrica, matrice krutosti po linearnoj teoriji (po
teoriji prvoga reda) i geometrijske matrice krutosti [1]. Takav
je pristup s geometrijskom matricom krutosti pogodniji za
primjenu (tj. za programiranje), pa je zbog toga takav pristup
i ugraden u komercijalne programe za proracune inzenjerskih
konstrukcija.

2.2, Vektor ekvivalentnog opterecenja
Osnovna jednadzba neopteretenoga grednog konacnog

elementa dana je izrazom (3). Ako postoji raspodijeljeno
opterecenje uzduZ osi elementa, osnovna je jednadzba

R=kq-Q (35)
gdje je:
Q" = NPT MG MG MG N T T2 MG MG M (36)

vektor ekvivalentnoga opterecenja, tj. koncentrirano opterecenje
na krajevima konacnog elementa. Takvim koncentriranim silama
na krajevima elementa zamjenjuju se vanjski utjecaji koji djeluju
uzduz osi elementa. Za komponente vektora ekvivalentnoga
opterecenja vrijedi ista konvencija o pozitivnim predznacima kao
i za poopcene sile, slika 2.

Q Q
IVI\Ii *M\Ii
Q Q
e e REAR W
xi I e N I R P, N; X

Slika 2. Ekvivalentno opterecenje u cvorovima grednog elementa

Do vektora ekvivalentnog opterecenja prostornoga grednog
elementa Q moze se doci, kao i do matrice krutosti, razdvajanjem
prostornoga stanja naprezanja elemenata na uzduZno
naprezanje, savijanje u ravnini xy, savijanje u ravnini xzi torziju.
Komponente vektora ekvivalentnog opterecenja od uzduznih
raspodijeljenih opterecenja i raspodijeljenih momenata torzije
po osi elementa iste su po teoriji drugog reda kao komponente
vektora ekvivalentnog opterecenja po teoriji prvog reda, jer su
diferencijalne jednadzbe za ta naprezanja u teoriji drugog reda
iste kao u teoriji prvog reda. To nije slu¢aj s komponentama
vektora ekvivalentnog opterecenja od poprecnih raspodijeljenih
opterecenja. Te se komponente mogu dobiti rjeSavanjem
diferencijalnih jednadzbi

ElV"-Sv" =p, (37)

Elyw’V -Sw” =p, (38)

i primjenom odgovarajucih rubnih uvjeta obostrano upetoga
grednog elementa. Jednadzbama (37) i (38) opisani su problemi
savijanja elementa opterecenoga poprec¢nim raspodijeljenim
opterecenjima p,ip,i uzduznom silom S na krajevima elementa,
uravninama xyi xz, po teoriji drugog reda. Te se jednadzbe mogu
prikazati u obliku

v K = IIE)_Iy (39)
W + K2y = P (40)
Y El,

gdjesuk i kv dani izrazima (8) i (9).

U jednadzbama (39) i (40) predznak plus odnosi se na tlacnu
silu, a predznak minus na vlacnu silu. Rjesavanjem tih jednadzbi
primjenom metode pocetnih parametara [4] dobivaju se vektori
ekvivalentnoga opterecenja pritisnutoga i/ili zategnutoga
grednog elementa u ravninama xy i xz po teoriji drugoga reda,

Qsz i st:

p,L, L L
Q=" 1= 1-= 41
o 2[ e 672} (41)
p,L L L

Funkcije g, i g, predstavljaju utjecaj teorije drugoga reda; za
sluCajeve pritisnutoga ili zategnutoga prostornog grednog
elementa nevedene su u tablici 2., gdje su o, i mvdani izrazima
(20)i(27).

Sada se od vektora ekvivalentnih opterecenja za pojedina
stanja naprezanja Q, Q,, Q, i Q, moze formirati ukupni
vektor ekvivalentnog opterecenja pritisnutoga i zategnutoga
prostornog grednog elementa po teoriji drugoga reda tako da
se njihove komponente rasporeduju na odgovarajuéa mjesta
koja su odredena u izrazu (36). Uvodenjem funkcija , i 7, (tablica
2.), vektori ekvivalentnog opterecenja pritisnutog i zategnutog
prostornog grednog elementa po teoriji drugog reda mogu se
napisati u obliku

p,L, PL

L plL
pZ 6 Vy_LYz:| (AB)

5 vy% Y.P,P,p, M,

2

L
Q' —_{pxpypzmx— 5

Tablica 2. Funkcije y i 7, za gredni element u prostoru

. Uzduzna sila u grednom elementu u prostoru
Funkcija
pritisak zatezanje
. _ 6w, sinw, +12(cosw, —1) __ 6w, shw, +12(1-chw,)
2 2

y 4 wj(1-cosw,) 4 w;(1-chw,)
_ 6Bwsinw, +12(cosw, -1) | _ 6w,shw, +12(1-chw,)

8 & w?(1-cosw,) T w?(1-chw,)
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Dakle, u vektoru ekvivalentnog opterecenja grednog elementa
po teoriji drugoga reda koncentrirani momenti savijanja na
krajevima elementa funkcije su uzduzne sile u elementu i samo
se onirazlikuju od momenata savijanja po teoriji prvoga reda, dok
su ostale komponente jednake odgovarajuc¢im komponentama
teorije prvoga reda.

2.3. Staticka kondenzacija matrice krutosti i vektora
ekvivalentnog opterecenja

Ako su neke veze na krajevima konacnoga elementa oslobodene,
odnosno ako su jedna poopcena sila ili viSe njih jednake nuli,
treba kondenzirati matricu krutosti i vektor ekvivalentnog
opterecenja.

Komponente vektora poopcenih sila R na krajevima elementa,
kod koga je k-ta komponenta jednaka nuli, mogu se, uzimajuci u
obzir jednadzbu (35), napisati u obliku

R = Zkiquj -Q (=12, (44)
=
gdje su:
r kkj . :
K=k =k, =120 j=1,2.0) (45)
kk
r I(ik H
Q =Q A (i=1,2..n) (46)

kk

U izrazima (44)-(46) oznaka r u eksponentu oznacava da
se radi o staticki kondenziranoj (reduciranoj) velicini. Red
kondenzirane matrice krutosti ostaje n, odnosno 12, ali su
komponente k-toga retka i k-tog stupca jednake nuli. Postoji
li joS poopcenih sila na krajevima elementa koje su jednake
nuli, postupak staticke kondenzacije treba ponoviti, pri ¢emu
se polazi od kondenzirane matrice krutosti i kondenziranoga
vektora ekvivalentnog opterecenja iz prethodne kondenzacije.
Izraz za ukupni vektor poopéenih sila u ¢vorovima elementa
sada glasi

R=k'q-Q’ (47)

gdje je k" kondenzirana matrica krutosti, q je vektor poopcenih
pomaka, a Q" kondenzirani vektor ekvivalentnog opterecenja,
kojima su obuhvacena sva oslobadanja na krajevima elementa.

2.4. Matrica transformacije

Dosadasnja analiza prostornoga grednog elementa provedena
je u lokalnom koordinatnom sustavu ixyz, vezanom za
element. Prije prelaska na analizu nosaca, tj. na sustav
medusobno povezanih elemenata, nuzno je sve vektore i
matrice transformirati iz lokalnoga koordinatnog sustava
ixyz, koji odgovara svakom grednom elementu posebno, u
globalni koordinatni sustav OXYZ. Za uspostavljanje veze
izmedu osi lokalnoga i osi globalnoga koordinatnog sustava

treba definirati poloZaj svakog grednog elementa u odnosu na
globalni sustav.
z

i

X

Slika 3. Lokalni i globalni koordinatni sustav prostornoga grednog
elementa

Za definiranje prostornoga poloZaja promatranog grednog
elementa treba osim koordinata ¢vorova /i j (krajeva elementa)
poznavatii koordinate tocke , slika 3. Tocka k upotrebljava se za
definiranje prostornoga poloZaja glavnih osi inercije poprecnoga
presjeka elementa, a moZe se izabrati proizvoljno, ali uz uvjet da
pripada ravnini koju formiraju os elementa x i jedna od glavnih
osi inercije poprecnoga presjeka, primjeice 0s .

Nakon sSto je definiran polozaj u prostoru promatranoga
grednog elementa, mozZe se veza izmedu vektora poopcenih
pomaka i poopcenih sila u lokalnom i globalnom koordinatnom
sustavu, pri ¢emu su veli¢ine u globalnom sustavu oznacene sa
*, prikazati kao

q=Tg* (48)
R=TR* (49)
gdje je:
AO0O0O
0AOO
T- (50)
00AO
000A

matrica transformacije veli¢ina iz globalnoga u lokalni
koordinatni sustav prikazana pomocu matrica rotacije A kao
podmatrica:

cos(x, X) cos(x,Y) cos(x,Z)
A=| cos(y, X) cos(y,Y) cos(y,Z) (51)
cos(z, X) cos(z,Y) cos(z Z)

Da bi se dobila matrica krutosti grednoga elementa u globalnom
koordinatnom sustavu, treba izraze (48) i (49) uvrstiti u
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jednadzbu (3) i dobivenu relaciju slijevea pomnoziti sa T'. Tako
se dobiva

R* = k*q* (52)
gdje je
k* = T'kT (53)

matrica krutosti grednoga elementa u globalnom koordinatnom
sustavu.

3. Analiza sustava elemenata po teoriji drugoga
reda

Do sada su gredni elementi analizirani kao neovisni elementi
konstrukcije. Medutim, pri prelasku na analizu nosaca,
odnosno na sustav medusobno povezanih elemenata, mora
se voditi ratuna o njihovoj medusobnoj povezanosti. Elementi
sustava, u ¢voru u kome su povezani moraju zadovoljiti uvjete
kompatibilnosti pomaka i uvjete ravnoteze. Uvjeti ravnoteze u
¢vorovima sustava po teoriji drugoga reda mogu se prikazati u
obliku matri¢ne jednadzbe

Kq =S (54)

gdje su: K* matrica krutosti sustava elemenata po teoriji
drugoga reda, q* vektor poopcenih pomaka ¢vorova, S* vektor
opterecenja po teoriji drugoga reda, koji je jednak zbroju vektora
zadanih vanjskih sila u ¢vorovima i vektora ekvivalentnoga
opterecenja sustava po teoriji drugoga reda.

S obzirom na to Sto je matrica krutosti sustava singularna,
da bi se sustav jednadzbi (54) mogao rijeSiti, unose se rubni
uvjeti, odnosno uvjeti oslanjanja sustava elemenata. Jedan je
od nacina unosenja rubnih uvjeta dodavanje razmjerno velike
konstante dijagonalnoj komponenti matrice krutosti sustava
koja odgovara sprije¢enom stupnju slobode. To je ekvivalentno
dodavanju velike krutosti u sustav elemenata na mjesto i u
pravcu sprije¢enoga poopfenog pomaka.

Kada su, rjeSavanjem jednadzbi (54) po unosenju rubnih uvjeta,
odredeni pomaci ¢vorova po teoriji drugoga reda, poopcene sile
na krajevima elemenata po teoriji drugog reda, u globalnom
koordinatnom sustavu, odreduju se iz jednadzbe

R, =k@a,-Q, (k=12 ..M (55)
gdje suk, i Q, matrica krutosti i vektor ekvivalenoga optereéenja
elementa k po teoriji drugog reda u globalnom koordinatnom
sustavu, dok je M ukupan broj elemenata sustava.

Poopcene sile na krajevima elemenata po teoriji drugoga reda u
lokalnom koordinatnom sustavu odreduju se prema izrazu

k=12, ..M (56)

gdje je T, matrica transformacije elementa k iz globalnoga u
lokalni koordinatni sustav. Proracun po teoriji drugoga reda
u ovom se radu provodi tako da se u prvom koraku iteracije
uzduzne sile u elementima uzimaju na osnovi prethodnog
prorauna po teoriji prvoga reda. U sljedecim koracima
iteracije uzimaju se vrijednosti uzduznih sila izratunane po
teoriji drugoga reda u prethodnom koraku, a iteracijski se
postupak ponavlja sve dok razlika izmedu pomaka u dva
uzastopna koraka ne postane manja od neke unaprijed
zadane velicine, ili se proracun prekida poslije odredenog
broja koraka.

4, Program ALIN

Na osnovi prethodnih razmatranja razvijen je racunalni
program nazvan ALIN (Analiza Linijskih Nosaca) [5],
namijenjen analizi prostornih i ravninskih linijskih punostjenih
i reSetkastih nosaca. Program ALIN je namijenjen statickoj
analizu (po teoriji I ili II. reda), analizi stabilnosti (odredivanje
kriticnog opterecenja), kao i za dinamicku analizu (problemi
svojstvenih vrijednosti i rjeSavanja diferencijalnih jednadzbi
gibanja direktnom numerickom integracijom). Program je
napisan u programskom jeziku C++[6-9], uovom trenutku kao
konzolna aplikacija zasnovana na ulaznoj datoteci tipa XML,
dok su dobiveni rezultati prikazani u odgovarajucim izlaznim
tekstualnim datotekama. Kao i kod svakoga programa slicne
namjene, postoje tri osnovna modula programa koji cine
cjelinu. To su moduli za:
- unoSenje podataka, odnosno definiranje problema koji se
rjesava,
- formiranje i rjeSavanje odgovarajucih jednadzbi i
- obradui prikaz dobivenih rezultata.

Dakle, korisnik, preko ulazne datoteke, u program unosi
opis konstrukcije i problema koji se rjesava, tj. podatke o
konstrukciji, opterecenju i vrsti analize, odnosno metodama
koje e se primjenjivati u proracunu. Analizom ulazne datoteke
ispituje se ispravnost upisanih podataka. Ako se uoci pogreska
u ulaznim podacima (npr. pogreSno naveden broj Cvora,
materijala, poprecnoga presjeka ili elementa koji nije unesen u
odgovarajucu listu podataka), program se automatski prekida
i daje informaciju o pogreski. Na osnovi ulaznih podataka
program izracunava utjecaje u konstrukciji i prikazuje ih u obliku
izlaznih tekstualnih datoteka.

4.1. Ulaznaiizlazne datoteke

Ulazni se podaci unose u obliku XML datoteke, pri ¢emu se
upotrebljava pristup DOM (Document object model) i C++
biblioteka TinyXML [10]. U ovom radu prikazana je samo
organizacija ulazne datoteke tipa XML, dok su u [5] detaljno
navedeni svi potrebni ulazni podaci za opis konstrukcije i
problema.
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Organizacija ulazne datoteke:
Osnovni (root) element ulazne datoteke Neko_Imexml je
<ALIN>...</ALIN>. U okviru njega se nalaze sljedeci blokovi:

- <Systems>...</System>, u koji se unose opci podaci o problemu koji
se rjesava,

- <Property>...</Property>, u koji se unose podaci o materijalima i
poprecnim presjecima,

- <Nodes>..</Nodes>, u koji se unose podaci o c¢vorovima,
stupnjevima slobode i rubnim uvjetima,

- <Elements>...</Elements>, u koji se unose podaci o konacnim
elementima,

- <loading>...</Loading>, u koji se unose podaci o opterecenjima.

Izlazne datoteke su tekstualnoga tipa. Njihovi nazivi ovise
0 dobivenim  rezultatima (izlaznim
vrijednostima) smjestenima u  njih,
odnosno o vrsti provedene analize. Postoji
i izlazna datoteka za kontrolni prikaz
ulaznih podataka, naziv koje se unosi

koje preuzimaju podatke dijeljenjem sintaktickom analizom
u skladu s TinyXML pristupom. Nakon preuzimanja podataka
odredenoga bloka i njihovog unosenja u lokalne varijable, koje
postoje samo da se u njih ucitaju podaci poslije dijeljenja, ti se
podaci prenose u varijable istoga tipa koje su privatni ¢lanovi
razreda Model.

Sliedeti su =zadaci razreda Model oblikovanje modela
konstrukcije, rjeSavanje odgovarajucih jednadzbi problema
(statika, stabilnost, dinamika), kao i prikazivanje dobivenih
rezultata. Ti zadaci ovise o primijenjenoj vrsti analize, a obavljaju
se u odgovarajucim funkcijama-clanicama razreda Model koje
se ovdje nece navoditi. Za ucinkovito postupanje s vektorima i
matricama te za rjeSavanje odgovarajucih jednadzbi problema
upotrijebljena je C++ biblioteka SMV _lib [€].

u usustavljenim informacijama (blok

<OUtFI|e>)' . ‘ System | ‘ Section | ‘Elements‘ ‘ Loads ‘ | TimeForce ‘ |GIobaIEqs ‘
Ako je vrsta analize STATIC, odnosno S )

proracun utjecaja po teoriji prvoga reda,

izlaznirezultatisuunutarnjesilenakrajevima ‘ Materials | | Node_List ‘ | Basid_oads‘ ‘ LoadAdd ‘

svakog elementa u lokalnom (NodalForces.
txt) i u globalnom koordinatnom sustavu
(GlobalNodalForces.txt), kao i pomaci svih
Cvorova sustava u globalnom sustavu
(NodalDisplacements.txt).

Ako je vrsta analize STABILITY, odnosno
proracun utjecaja po teoriji drugoga reda
ili odredivanje kriticne sile izvijanja, izlazni rezultati su unutarnje
sile na krajevima svih elemenata, u lokalnom i globalnom
koordinatnom sustavu, kao i pomaci svih ¢vorova sustava u
globalnom sustavu, izracunani po teoriji I. i Il. reda, odnosno
vrijednost kriticnog parametra opterecenja. Odgovarajuce
izlazne datoteke formiraju se i u modulu DYNAMIC, ali se to u
ovom radu ne opisuje.

Control

4.2, Organizacija programa

Osnovni je razred programa ALIN razred Model, koji opisuje
model konstrukcije. On sadrzi sljedece glavne razrede, odnosno
njihove predstavnike: System, Materials, Section, Node_List,
Elements, BasicLoads, Loads, LoadAdd, TimeForce i GlobalEqs
(slika 4). Osim toga, privatni () clanovi razreda Model su i nazivi
ulazne datoteke i izlazne kontrolne datoteke, kao i odgovarajuci
kontrolni indikatori kojima se provjerava jesu li unijeti svi
potrebni podaci i slicno.

Prvi je zadatak razreda Model prikupljanje ulaznih podataka
i kontrolno ispisivanje utitanoga ulaza u izlaznu kontrolnu
datoteku. Ulazni podaci se preuzimaju iz u¢itane xml datoteke,
Sto se provodi u funkciji—¢lanici razreda Model: inputXML(). U
toj se funkciji definiraju lokalne varijable, odgovarajucega tipa,

Material_ltem Node

Slika 4. Objektni model razreda Model s osnovnim razredima

Na slici 4. prikazan je objektni model razreda Model (osnovnoga
razreda programa ALIN), odnosno dan je prikaz osnovnih
meduodnosa razreda koji su prikazani u nastavku.

4.2.1. Razred System

U razredu System definirani su opci ulazni podaci o problemu koji se
rjeSava. Osnovni privatni ¢lanovi razreda su vektor nizova znakova s
naslovima problema (vector<string>Titles) i objekt razreda Control
(Control control). U njemu su sadrzane sve kontrolne informacije o
problemu koje se sastoje od niza varijabli pobrojenoga tipa (enum)
i niza cjelobrojnih varijabli (int) — kontrolnih brojeva. U nastavku je
prikazan dio datoteke Enumus.h s nekim varijablama koje upravljaju
tokom programa. Kontrolni brojevi tipa enum su:

f-=mmemen general

enum SPACE {s2D = 2,s3D = 3};

enum ANALYSIS {STATIC, DYNAMIC, STABILITY};

M-===-==- stability
enum STAB_ANAL {SECOND, CRITICAL};
------—-- structure and finite elements

enum STRUCTURE {TRUSS, FRAME, TWBEAM, CABLE, MIXED};
enum ELEMENTS {TRUSS_ELE, BEAM_ELE, TWBEAM _ELE, CABLE_
ELE};
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- material and cross sections

enum MATERIAL {CONCRETE, STEEL, OTHER};

enum SECTION {FULL, THIN _WALLED};

enum FULL_SECTION {RECT, CIRC, T_SEC, |_SEC, GEN_SEC, MIXED _
SEC};

Kontrolni brojevi tipa int su:

No_Elem (ukupan broj konacnih elemenata)
No_Truss (broj resetkastih elemenata)
No_Beams (broj grednih elemenata)

No_TWBeams (broj tankozidnih konacnih elemenata)

No_Cables (broj kabelskih elemanata)

No_Sect (ukupan broj razlicitih poprecnih presjeka)

No_TWSect  (ukupan broj razli¢itih tankozidnih poprecnih
presjeka)

No_Mat (ukupan broj razlicitih materijala)

No_LC (ukupan broj slu¢ajeva opterecenja)

No_Egs (ukupan broj stupnjevi slobode sustava

elemenata)
4.2.2. Razred Materials

U razredu Materials definirani su podaci o razli¢itim materijalima
koji se mogu upotrijebiti. Privatni su ¢lanovi toga razreda vektor
pokazivaca na razli¢ite materijale, odnosno na razred Material _
Item (vector <Material_ltem*> Mat_List), kao i indikator
logickoga tipa postoiji li taj vektor.

Razred Material_Iltem sadrzi sve podatke o prihvacenim
materijalima, kao Sto su tip materijala, referentni broj i naziv,
te njegove karakteristike: modul elasti¢nosti, Poissonov
koeficijent, modul smicanja, zapreminska tezina, gustoca.

4.2.3. Razred Section

U razredu Section (slika 5.) definirani su podaci o razli¢itim
popre¢nim presjecima. Privatni su ¢lanovi toga razreda
vektori pokazivaca na razliCite tipove poprecnih presjeka,
tj. na razrede Rectangle (za puni pravokutni presjek)
vector<Rectangle*>Rect, Circle (za kruzni presjek)
vector<Circle*>Circ i G_Section (za opci poprecni presjek)
vector<G_Section*>GSec, kao i odgovarajuci logicki
indikatori.

Kod proracuna metodom konacnih elemenata nije bitan oblik
poprecnoga presjeka, ve€¢ samo njegove karakteristike, tj.
povrsina i odgovarajuci momenti inercije, tako da je u okviru
razreda Section realiziran i razred Property koji u konacne
elemente prenosi navedene karakteristike, tj. broj¢éane podatke
za svaki pojedini poprecni presjek. Taj je razred u biti jednak
razredu za opdi presjek G_Section (u koji se unose vrijednosti
koje je korisnik unaprijed izracunao).

U razredima Rectangle i Circle osnovni su privatni ¢lanovi
Sirina i visina pravokutnoga presjeka, odnosno promjer
kruznog presjeka, na osnovi kojih se racunaju povrsina i
momenti inercije presjeka. Ostali privatni ¢lanovi isti su za sva

tri razreda, Rectangle, Circle i G_Section, i to su: jedinstveni
identifikacijski broj (jedinstven u okviru razreda, odnosno
grupe presjeka istoga oblika), naziv popretnog presjeka,
podatak o prostoru (informacija o tome je li problem ravninski
(2D) ili prostorni (3D)), povrsina presjeka (A) i momenti inercije
(11,121113), kao i odgovarajuci logicki indikatori.

&
[ | | |

Rectangle | | Circle | |G_Section | | Property

Slika 5. Objektni model poprecnoga presjeka (razreda Section)
4.2.4, Razred Node_List

Razred Node_List skup je svih ¢vorova racunskoga modela.
Privatni su ¢lanovi razreda vektor pokazivaca na sve Cvorove,
tj. na razred Node (vector<Node*>Nodes), kao i logicki indikator
postoji li taj vektor. Privatni su ¢lanovi ovoga razreda (slika 6)
razredi Joint, DOFs i Boundary s pomocu kojih se definiraju
podaci o ¢vornim tockama, stupnjevima slobode i rubnim
uvjetima. Uz to, ¢lanovi su i indetifikacijski broj ¢vora, njegovo
ime te informacija je li problem ravninski ili prostorni, a koja se
preuzima iz razreda Joint.

Node
<&
I |
Joint DOFs Boundary
Point_3D

Slika 6. Objektni model razreda Node

Razred Joint primjenjuje se za postupanje s ¢vornim tockama
racunskoga modela, pa je njegov osnovni privatni ¢lan objekt
razreda Point_3D. Ostali su privatni Clanovi razreda Joint
identifikacijski broj Cvora, naziv Cvora i podatak o prostoru koji
se direktno preuzima od razreda Point_3D.

Prikazivanje to¢aka u ravnini (2D) ili u prostoru (3D), kao i
postupanje s njima provodi se s pomocu razreda Point_3D.
Privatni ¢lanovirazreda tri su koordinate, X, YiZ, kao i podatak
o prostoru, varijabla Space — indikator prostora 2D ili 3D. Ako
je problem ravninski, uzima se da je u rije€ o ravnini XZ, tako
da je koordinata Z = 0. Ako se unesu samo koordinate X i Y,
automatski se utvrduje da je u pitanju ravninski problem, a
ako se unese i koordinata Z, onda je to prostorni problem. To
mora biti u skladu s osnovnom varijablom Space u razredu
Control. U razredu Point_3D mogu se provesti i elementarne
funkcije postupanja s tockama, kao 5to su zbrajanje,
oduzimanje, promjena "mjerila" (skaliranje), usporedivanje
itd.
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Razred DOFs upotrebljava se za postupanje s podacima o
stupnjevima slobode ¢vorova ra¢unskoga modela. Privatni su
elementi razreda DOFs niz od 6 logictkih komponenata bool
DOF[6] i podatak o prostoru, Space. Komponente niza DOFIi]
predstavljaju redom pomake po pravcima osi X, Y i Z, kao i
zaokrete oko tih osi, tj. UX, UY, UZ, RX, RY i RZ. Pritom, ako je
DOF[i]=false, onda ne postoji stupanj slobode broj "i', a ako je
true, taj je stupanj slobode definiran. Inicijalno, u konstruktoru,
svim se komponentama pridruzuje vrijednost false. Ovisno
o tome je problem ravninski ili prostorni, stupnjevi slobode
dodjeljuju se automatski: za Space = s2D definirana su 3 stupnja
slobode: UX, UYiRZ, takodaje DOF=[1,1,0,0,0, 1],azas3Dje
DOF =[1,1,1,1,1, 1]. Znadi, ti se podaci o stupnjevima slobode
dodjeljuju automatski, osim u slucaju vanjskih ili unutarnjih veza
(npr. unutarnja zglobna veza), kada se oni dodatno unose.
Razred Boundary upotrebljava se za postupanje s podacima
o rubnim uvjetima u ¢vorovima racunskoga modela. Osnovni
privatni element toga razreda je niz od 6 logickih komponenata
bool CON [6]. Komponente toga niza predstavljaju stupnjeve
slobode, redom UX, UY, UZ, RX, RY i RZ. Inicijalno, u funkciji—
konstruktoru, svim je komponentama pridruzena vrijednost
false, tako da su svi poopceni pomaci dopuSteni. Ako je
CON[i]=true, sprijecen je stupanj slobode broj "i", tj. odgovarajuci
poopceni pomak ne postoji — postavljen je na nulu.

4.2.5. Razred Elements

U razredu Elements (slika 7.) definirani su podaci o razlicitim
tipovima linijskih konacnih elemenata, u ravnini ili u prostoru.
Osnovni su privatni ¢lanovi razreda Elements vektori pokazivaca
na razlicite tipove konacnih elemenata (vector<Truss*> Truss_
Ele, vector<Beam*> Beam _Ele, vector<Cable*> Cable_Ele), kao
i odgovarajuci logicki indikatori postoje i ti vektori ili ne. U ovom
su trenutku ugradeni reSetkasti (razred Truss), gredni (razred
Beam) i kabelski (razred Cable) konacni elementi. Ugraden je
dijelom i razred TWBeam, ali se prikazuju samo razredi Truss
i Beam, jer se razred Cable u ovom radu ne razmatra, a razred
TWBeam nije joS potpuno funcionalan niti je u radu upotrijebljen.

Elements

<&

Truss Beam Cable

Slika 7. Objektni model razreda Elements

Elemeti razreda Truss ravninski su ili prostorni reSetkasti
Stapovi. Elementi tipa Truss definirani su svojim identifikacijskim
brojem, jedinstvenim u razredu Truss, zatim Cvorovima | i J te
podacima o materijalu i popre¢nom presjeku. Moguce je svakom
elementu (ili samo nekim) dodijeliti i neko ime. Taj je razred
odgovoran i za podatke o matrici transformacije, matrici krutosti

(lokalnoj i globalnoj), kao i vektoru ekvivalentnoga opterecenja
reSetkastog elementa. Privatni su €lanovi razreda Truss i vektori
lokalnih i globalnih pomaka ¢vorova I i J, odnosno krajnjih tocaka
reSetkastog elementa (elementa tipa Truss).

Elementi razreda Beam ravninski su ili prostorni gredni nosaci.
Elementi tipa Beam definirani su svojim indetifikacijskim
brojem (jedinstvenim za svaki element u okviru grupe Beam),
¢vorovima | i) (kao i ¢vorom K za prostorni element, s pomocu
kojega se odreduje polozaj njegovih lokalnih koordinatnih
osi), podacima o materijalu i popre¢nom presjeku. Naravno,
svakom se elementu moze dodijeli neko ime. Radi mogucnosti
oslobadanja veza na krajevima elemenata, privatni clanovi
ovoga razreda su i dva niza od po 6 logickih elemenata koji nose
podatke o oslobadanju stupnjeva slobode u ¢vorovimal i, kaoi
dva odgovarajuca logicka indikatora koja pokazuju postaji li ili ne
postoji oslobadanje tih stupnjeva slobode. Inicijalno, u funkciji—
konstruktoru, ovim se elementima pridruzuje vrijednost false.
Razred Beam odgovoran je i za podatke o matrici transformacije,
lokalnoj i globalnoj matrici krutosti i vektoru ekvivalentnoga
opterecenja grednog elementa. Privatni clanovi razreda su i
vektori lokalnih i globalnih pomaka krajnjih ¢vorova grednoga
elementa (elementa tipa Beam).

4.2.6. Razred BasiclLoads

Razred BasicLoads (slika 8.) spremnik je svih pojedinacnih
sluCajeva opterecenja, tako da je njegov osnovni privatni ¢lan
vektor pokazivata na razred LoadCase (vector<LoadCase*>
LCases). Ostali privatni ¢lanovi su vektor naziva opterecenja
(vector<string> LCNames) kao i odgovarajuci logicki indikatori.

BasicLoads

ConcForce

UniformLoad

Slika 8. Objektni model razreda BasicLoads

Razred LoadCase je razred koji sadrzi sva opterecenja koja
c¢ine neki od osnovnih slucajeva opterecenja. Osnovni clanovi
toga razreda su vektori pokazivaca na razrede ConcForce (za
koncentrirano opterecenje u C€vorovima) i UniformLoad (za
jednoliko raspodijeljeno opterecenje po elementima), dakle,
vector<ConcForce*>Forces i vector<UniformLoad*>Uniform.
Osim njih, privatni su ¢lanovi razreda i naziv i referentni broj
slucaja opterecenja (string Name i int Number) te odgovarajuci
logicki indikatori. Treba napomenuti da u jednom osnovnom
slucaju optere€enja moze biti proizvoljan broj koncentriranih i
jednoliko raspodijeljenih opterecenja.

Razred ConcForce je razred kojim su prikazani koncentrirani
utjecajiujednom Cvoru. Zato su privatni¢lanovirazreda pokazivac
na ¢vor, odnosno na razred Node (Node* N), kao i vektor double
Force [6] sa Sest komponenata koje predstavljaju komponente
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koncentrirane sile (FX, FY i FZ) i komponente koncentriranoga
momenta (MX, MY i MZ). Te se komponente zadaju u odnosu na
globalni koordinatni sustav. Privatni €lanovi razreda su i vektor
bool DIR[6] s komponentama koje imaju vrijednost Qili 1, ovisno
o tome postoji li odgovarajuca komponenta koncentriranoga
opterecenja, i na kraju odgovarajuci logicki indikatori.

Razredom UniformLoad prikazano je jednoliko raspodijeljeno
opterecenje uzduz elemenata tipova Truss i Beam. Osnovni
privatni ¢lanovi toga razreda su pokazivaci na razrede Truss
i Beam (Truss*TrussEle i Beam*BeameEle), uzduZz kojih je
definirano opterecenje, kao i vektor double Uniform[6],
komponente kojega su komponente raspodijeljenoga
opterecenja px, py, pz i komponente raspodijeljenih momenata
mx, my i mz. Te su komponente definirane u odnosu na lokalni
koordinatni sustav promatranih elemenata. Kod elemenata
tipa Truss primjenjuju se samo komponente raspodijeljenoga
opterecenja px, py, pz. Kao i kod razreda ConcForce, definiran
je i logicki vektor DIR [6] koji sadrzi vrijednosti O ili 1, ovisno
o tome postoji li odgovarajuta komponenta raspodijeljenih
opterecenja i raspodijeljenih momenata, a uz to i odgovarajuci
logicki indikatori.

4.2.7. Razred Loads

Razred Loads je samo spremnik za sve kombinacije opterecenja.
Clanovi su tog razreda vektor pokazivata na razred LoadComb,
ti. na kombinacije opterecenja (vector<LoadComb*>Load),
kao i logicki indikator je li unesena barem jedna kombinacija
opterecenja ili nije.

Razredom LoadComb prikazana je jedna kombinacija
osnovnih slu¢ajeva opterecenja. Njegovi privatni ¢lanovi
su naziv kombinacije optere€enja (string LCName), vektor
multiplikatora osnovnih opterecenja (vector<double>LCFactor)
te odgovarajuci logicki indikatori. Vektor multiplikatora osnovnih
opterecenja inicijalizira se tako da ima onoliko ¢lanova koliko
je u razmatranom problemu definirano slucajeva osnovnih
opterecenja, pri ¢emu je svim faktorima pridruzena vrijednost
0,0. Podrazumijeva se da se prvi faktor odnosi na prvi slucaj
osnovnog opterecenja, drugi faktor na drugi slucaj opterecenja
itd. Pri uCitavanju ulaznih podataka unose se samo oni faktori
koji su razli€iti od nule, kao i broj slu¢aja opterecenja na koji se
odnose.

Razredi LoadAdd i TimeForce, prikazani na slici 4, nisu predmet
ovoga rada. Razred LoadAdd sadrzi sva opterecenja koja djeluju
poslije uspostavljanja pocetne konfiguracije mosta s kosim
kabelima pod stalnim opterecenjem, a razred TimeForce sadrzi
sva dinamicka opterecenja linijskih nosaca i mostova s kosim
kabelima, [5].

4.2.8. Razred GlobalEqs
Razred GlobalEqs sadrzi globalnu matricu krutosti i globalni

vektor opterecenja. Odgovoran je za njihovo oblikovanje, kao
i za postupanje s njima, odnosno rjeSavanje odgovarajucih

jednadzbi problema. Njegovi su osnovni ¢lanovi matrica krutosti
(Matrix* K), vektor opterecenja (Vector* Load) i vektor pomaka
(Vector* Disp) te odgovarajuci logicki indikatori.

4.2.9. Biblioteka matrica SMV _lib

Biblioteka matrica SMV_lib upotrijebljena je za postupanje s

matricama i za rjeSavanje odgovarajucih jednadzbi problema.

Primjenjuju se sljedeci njezini razredi:

- razred Arrays, upotrebljava se za postupanje s vektorima i
matricama,

- razred LinEgs, upotrebljava se za rjeSavanje linearnih
algebarskih jednadzbi,

- razred EigVal, upotrebljava se za rjeSavanje problema
svojstvenih vrijednosti.

Razred LinEqs sadrzi razrede Cholesky i Crout koji se
upotrebljavaju za rjeSavanje sustava linearnih algebarskih
jednadzbi metodom LU dekompozicije. Ovisno o strukturi
matrice, automatski se obavlja izbor postupka: Cholesky za
simetritne, a Crout za nesimetricne matrice. Razred EigVal
sadrzi razrede Jacobi i Lanczos koji se primjenjuju za rjesavanje
problema svojstvenih vrijednosti. Detaljnije informacije o
biblioteci matrica SMV _lib dane su u literaturi [6].

5. Numericki primjeri

Primjenom programa ALIN u ovom je radu provedena analiza
dvaju okvira u ravnini i dvaju nosaca u prostoru, po teoriji
prvoga i po teoriji drugoga reda, pod zadanim opterecenjem.
Dobiveni su rezultati uporedeni s rezultatima dobivenima
primjenom programa TOWER, zanemarujuci utjecaj poprecnih
sila na deformaciju nosaca. Pri proracunu nosaca po teoriji
drugoga reda primjenom programa TOWER zadana je podjela
Stapova na manje segmente kako bi se dobili Sto tocniji
rezultati [11], dok je kod primjene programa ALIN ostala ista
podjela kao u teoriji prvoga reda, odnosno jedan Stap je jedan
konacni element.

5.1. Primjer 1

Na slici 9. prikazani su okviri u ravnini, optereceni jednoliko
raspodijelijenim optereenjem uzduz osi Stapa 1-2 i
koncentriranim vertikalnim silama u ¢vorovima 2 i 3. Prvi okvir je
u ¢voru 2 opterecen silom pritiska, a drugi silom zatezanja, dok
su u ¢voru 3 oba okvira opterecena silom pritiska. Ovaj je primjer
izabran za verifikaciju programa ALIN po teoriji drugoga reda
zato Sto je Stap 1-2, koji je opterecen jednoliko raspodijeljenim
opterecenjem u prvom okviru pritisnut, a u drugom zategnut,
pa postoji razlika u obliku matrica krutosti, a takoder i vektora
ekvivalentnoga opterecenja tog Stapa. Kako bi se dobila Sto
veca razlika u dobivenim rezultatima po teoriji prvoga i po teoriji
drugoga reda, vrijednost zadanih koncentriranih sila je oko 50 %
kriticne sile za prvi okvir.
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Slika 10. Dijagrami unutarnjih sila po teoriji prvoga reda za prvi okvir
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Slika 12. Dijagrami unutarnjih sila po teoriji prvoga reda za drugi okvir

Tablica 3. Vrijednosti momenata savijanja kod prvoga okvira
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Slika 13. Dijagrami unutarnjih sila po teoriji drugoga reda za drugi okvir

Momenti savijanja [kNm]
o N Teorija I. reda Teorija Il. reda Razlika
8 ALIN ALIN TOWER [%]
TOWER k.e. = Stap ke.=1m
/1/ 12/ /3/ /4/ 12/-11/ /2/-13/ 12/-14/

1 28,730 41,437 37,330 41,429 44,23 11,00 0,02
! 2 7,175 17,192 20,173 17,196 139,61 -14,78 -0,02

2 -7,175 -17,192 -20,173 -17,196 139,61 -14,78 -0,02
: 3 -11,417 -22,110 -23,307 -22,111 93,66 -5,14 -0,01

3 11,417 22,110 23,307 22,111 93,66 -5,14 -0,01
’ 4 15,178 26,438 27,683 26,441 74,19 -4,50 -0,01
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Tablica 4. \Urijednosti momenata savijanja kod drugoga okvira

Momenti savijanja [kNm]
o N Teorija I. reda Teorija Il. reda Razlika
E S ALIN ALIN TOWER ]
TOWER k.e. = Stap ke.=1m
/1/ 12/ /3/ u/ 12/-11/ /2/-13/ /2/-14/1

1 49,128 57,111 61,446 57,120 16,25 -7,05 -0,02
! 2 -13,223 -14,449 -17,207 -14,453 9,27 -16,03 -0,03
5 2 13,223 14,449 17,207 14,453 9,27 -16,03 -0,03

3 8,981 5,536 6,835 5,541 -38,36 -19,00 -0,09
5 3 -8,981 -5,536 -6,385 -5,541 -38,36 -13,30 -0,09

4 35,576 25,442 25,167 25,442 -28,48 1,09 0,00

Vrijednosti unutarnjih sila po teoriji prvoga reda dobivene
primjenom programa ALIN u potpunosti se poklapaju s
vrijednostima dobivenim primjerom programa TOWER, slike 10.
i 12. Na dijagramima unutarnjih sila za prvi (slika 11.), odnosno
za drugi okvir (slika 13.), prikazane su njihove vrijednosti po
teoriji drugoga reda dobivene primjenom programa ALIN
(vrijednosti bez zagrada) i TOWER pri podjeli greda na segmente
od 1m (vrijednosti u zagradama).

Iz tablica 3. i 4. vidi se da se, ako u TOWER-u nije izvrSena
podjela greda na manje segmente, tj. ako je jedan Stap zapravo
jedan konacni element, razlike u vrijednostima momenata
savijanja po teoriji drugoga reda krecu do 15 % kod prvog
okvira, odnosno do 19 % kod drugog okvira, u odnosu na “toc¢ne"
rezultate dobivene primjenom programa ALIN. U slucaju u
kojem je u TOWER-u izvrSena podjela greda na segmente od 1
m, tj. kada su vertikalni Stapovi podijeljeni na 5, a horizontalni
na 7 konacnih elemenata, razlike u vrijednostima momenata
savijanja dobivene primjenom programa ALIN i TOWER
zapravo ne postoje (slike 11.i 13.).

5.2. Primjer 2

Prostorna greda upeta na jednom kraju i zglobno oslonjena na
drugom, opterecena poprecnim opterecenjima u ravninama xy
i xz, koncentriranom silom u pravcu osi j, momentom savijanja
oko osi zi uzduznom silom pritiska koja dostize gotovo polovinu
vrijednosti kriticne sile promatranoga nosata po Eulery,
prikazana je na slici 14.

Tablica 5. Vrijednosti pomaka u pravcima osi yi z

Slika 14. Prostorni nosac. Geometrija i opterecenje

Iz tablica 5. i 6. vidi se da je, ako u TOWER-u nije izvrSena
podjela greda na manje segmente, tj. ako je jedan Stap jedan
konacni element, pomak €vora 2 po teoriji drugoga reda, u
pravcu osi y, manji za 4,22 %, a pomak u pravcu osi z za 57,51
% od "tocnih" pomaka dobivenih primjenom programa ALIN.
U tom slucaju vrijednosti momenata savijanja i poprecnih sila
po teoriji drugoga reda razlikuju se do 50.53 %, odnosno do
633,99 %. U slu¢aju u kojem je u TOWER-u izvrSena podjela
greda na segmente od 0.5m razlike u prikazanim vrijednostima
dobivenim primjenom programa ALIN i TOWER zapravo ne
postoje.

5.3. Primjer 3

Na kraju je prikazana analiza prostornoga nosaca (slika 15.)
s neortogonalnim Stapovima pod zadanim opterecenjem i

Pomaci [mm)]
- Teorija l. reda Teorija Il. reda Razlika
)S E ALIN ALIN TOWER [%]
o TOWER k.e. = Stap ke.=1m k.e.=0.5m
1/ 12/ /3/ L/ /5/ 12/-11/ 12/-13/ /2/-15/
;5 v -16,15 -31,14 -29,88 -31,13 -31,14 92,82 4,22 0
w 4,17 38,29 24,31 38,20 38,28 818,22 57,51 0,03
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Tablica 6. Urijednosti momenata savijanja i poprecnih sila

Momenti savijanja [kNm] i poprecne sile [kN]
o m Teorija . Teorija Il. reda Razlika
g § E reda %
5 3 5 ALIN AL TOWER
TOWER k.e. = Stap ke.=1m k.e.=0.5m
/1/ 12/ /3/ 4/ /5/ 12/-11/ /2/-13/ /2/-15/
My 61,25 400,70 266,20 399,89 400,65 554,20 50,53 0,01
Mz 363,09 633,92 614,67 633,83 633,91 74,59 3,13 0
! Ty 198,30 236,99 234,24 236,98 236,99 19,51 1,17 0
Tz -43,75 -92,24 -73,03 -92,13 -92,24 110,83 26,30 0
! My 25 213,91 151,01 213,52 213,89 755,64 41,65 0
, Mz 186,81 343,45 341,86 343,44 343,45 83,85 0,46 0
Ty -168,30 -206,99 -204,24 -206,98 -206,99 22,99 1,35 0
Tz 13,75 62,24 43,03 62,13 62,24 353,65 44,64 0
My -25 -213,91 -151,01 -213,52 -213,89 755,64 41,65 0
, Mz -286,81 -443,45 -441,86 -L43,44 -443,45 54,61 0,36 0
Ty -31,70 6,99 4,24 6,98 6,99 122,05 64,86 0
Tz -13,75 -62,24 -43,03 -62,13 -62,24 352,65 44,64 0
: My 0 0 0 0 0 0 0 0
Mz 0 0 0 0 0 0 0 0
’ Ty 111,70 73,01 75,76 73,02 73,01 -34,64 -3,63 0
Tz -26,25 22,24 3,03 22,13 22,24 182,98 633,99 0
E=3-107kN/m? v=025
Stap2-3:b/h=025/06m
gz Smpoui 2.513.6.6/h=04/04m
g

Slika 15. Prostorni nosac. Geometrija i opterecenje

vlastitom tezinom (program ALIN, kao i program TOWER,
automatski uzima u obzir vlastitu tezinu) kao jednog slucaja
opterecenja. Prihvacene orijentacije lokalnih koordinatnih osi
pojedinih elemenata promatranog nosaca prikazane su na
slici 16.

U tablici 7. prikazane su vrijednosti momenata M_ za promatrani
nosa¢, dobivene primjenom programa ALIN i TOWER. Pri
proracunu nosaca po teoriji drugoga reda u programu TOWER

Slika 16. Prostorni nosac. Lokalne osi elemenata

zadana je podjela greda na segmente od 0.50 m. U tom slucaju
imamo dobro slaganje dobivenih rezultata s rezultatima
dobivenima primjenom programa ALIN.

Na dijagramima unutarnjih sila M, M, i M, za promatrani nosac
(slike 17.do 22.) dane su njihove vrijednosti dobivene primjenom
programa ALIN (vrijednosti bez zagrada) i TOWER (vrijednosti u
zagradama), po teoriji prvoga odnosno drugog reda, za zadano
opterecenje i vlastitu tezinu.
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Tablica 7. Vrijednosti momenata savijanja M_kod nosaca u prostoru

Momenti savijanja M, [kNm]
o N Teorija I. reda Teorija Il. reda Razlika
E ,§ ALIN ALIN TOWER [%]
TOWER k.e.=0.5m
/1/ 12/ /3/ /2/-11/ /2/-13/

1 -27,98 -110,86 -110,78 296,21 0,07
! 2 -1,82 -71,73 -71,64 3841,21 0,13
5 2 3,95 -74,90 -74,78 -1996,20 0,16

3 -126,91 -200,25 -200,20 57,79 0,02
; 4 135,14 214,27 214,26 58,55 0,00

3 106,96 171,03 170,98 59,90 0,03
4 2 -7,79 -0,20 -0,23 -97,43 -13,04

5 -16,43 -4,89 -4,93 -70,24 -0,81

3 -17,78 -22,47 -22,47 26,38 0,00
> 6 -34,32 -44,57 -44,62 29,87 -0,11

Slika 17. Dijagrami unutarnjih sila M, M, i M, po teoriji prvoga reda
za okvir 1-2-3-4

Slika 18. Dijagrami unutarnjih sila M, M, i M, po teoriji drugoga reda
za okvir 1-2-3-4
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Slika 19. Dijagrami unutanjih sila M, M, i M, po teoriji prvoga reda za Slika 20. Dijagrami unutanjih sila M,, Mv i M, po teoriji drugoga reda
Stap 3-6 za Stap 3-6
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Slika 21. Dijagrami unutarnjih sila M, M i M, po teoriji prvoga reda Slika 22. Dijagrami unutarnjih sila M,, M, i M, po teoriji drugoga reda
za stap 2-5 za Stap 2-5

GRABEVINAR 68 (2016) 5, 381-398 397



Gradevinar 5/2016

Ljiljiana Zugi¢, Stanko Br¢i¢, Spiro Gopéevic

6. Zakljucak

Na temelju prikazane teorije u poglavljima 2. i 3. razvijen je
racunalni program ALIN [5], napisan u programskom jeziku C++.
Namijenjen je analizi prostornih i ravninskih linijskih nosaca po
teoriji prvoga reda i po teoriji drugoga reda.

Radi verifikacije programa ALIN, u ovom su radu analizirana
tri primjera te je izvrSena usporedba dobivenih rezultata s
rezultatima proracuna primjenom programa TOWER.

Dobiveni rezultati po teoriji prvoga reda u potpunosti se slazu s
rezultatima dobivenima primjenom programa TOWER. S druge
strane, razlike u rezultatima dobivenima primjenom programa
ALIN i TOWER po teoriji drugoga reda zapravo ne postoje
samo ako je u TOWER-u izvrSena podjela greda na sto sitnije
segmente. To potvrduje veliku prednost ALIN-a koji uvodenjem
toCne matrice krutosti i tocnoga vektora opterecenja modelira
jedan Stap kao jedan konacni element.

Dakle, prednost je programa ALIN u tome Sto se pri proracunu
po teoriji drugoga reda ne mora voditi racuna o podjeli greda na
manje segmente, kao 5Sto je to slucaj kod TOWER-a, jer se ALIN
koristi to€nom matricom krutostii to¢nim vektorom opterecenja,
za razliku od TOWER-a koji se koristi geometrijskom matricom
krutosti.
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