DOI: 10.14256/]CE.1360.2015 Gradevinar 6/2016

e Alternativno rjesenje za krizno

maenne e e 0. US|Oj@NE kompozitne debele ploce

Autori:

Izvorni znanstveni rad

Nurten Ates, Giilcin Tekin, Fethi Kadioglu

Alternativno rjeSenje za krizno uslojene kompozitne debele ploce

Uradu se opisuje analiza ortotropnih linearnoelasticnih krizno uslojenih kompozitnih debelih ploca,
pri cemu se u obzir uzima zajednicko djelovanje poprecnih posmicnih i normalnih naprezanja.
Rjesenja se dobivaju primjenom metoda funkcionalne analize u kombinaciji s Gateauxovom

Mr.sc. Nurten Ates, dipl.ing.grad. derivacijom. Za potrebe analize razvijen je novi funkcional sa ¢lanovima za rubne uvjete.
Tehnitko sveutiliste u Istanbulu, Turska Primijenjen je serendipity element sa Cetiri Cvora i osam stupnjeva slobode. Kako bi se potvrdila
nurtenates@hotmail.com tocnost novorazvijenoga mjeSovitog konacnog elementa , numericki su rezultati usporedeni s

objavljenim rjesenjima. Utvrdeno je da je novorazvijeni element izuzetno tocan i djelotvoran.

Kljucne rijeci:
krizno uslojeni laminat, kompozitne ploce debljeg presjeka, mjeSoviti konacni element, staticka analiza,

Gateauxova derivacija

Original scientific paper

Nurten Ates, Glilgin Tekin, Fethi Kadioglu

Mr.sc. Giilcin Tekinu, dipl.ing.grad. Alternative solution for cross-ply laminated composite thick plates
Tehnicko sveuciliSte u Istanbulu, Turska
gulcintekin@itu.edu.tr The structural analysis of orthotropic and linear elastic cross-ply laminated

composite thick plates is made by considering complete effects of transverse shear
and normal stresses. The solutions are obtained using the functional analysis
method in conjunction with the Gateaux differential. A new functional with boundary
condition terms is developed for the analysis. A four-node serendipity element with
eight degrees of freedom is used. To ensure the accuracy of the developed mixed
finite element (MFE), numerical results are compared with those of the published
solutions. It has been proven that the developed MFE is highly accurate and efficient.

Izv.prof.dr.sc. Fethi Kadioglu, dipl.ing.grad. Key words:
Tehnicko sveuciliste u Istanbulu, Turska cross-ply laminate, composite thick plates, mixed finite element, static analysis, Gateaux differential
fkadioglu@itu.edu.tr

Wissenschaftlicher Originalbeitrag

Nurten Ates, Giilcin Tekin, Fethi Kadioglu
Alternativlosung fir starke quer geschichtete Verbundplatten

In dieser Arbeit wird die Analyse orthotropischer linear elastischer quer geschichteter
starker Verbundplatten beschrieben. Dabei wird die Wechselwirkung von Schub- und
Normalspannungen bertcksichtigt. Die Ldsungen werden aufgrund von funktionalanalytischen
Methoden in der Kombination mit der Gateaux-Ableitung aufgezeigt. Fur die Analyse wurde
ein neues Funktional mit Gliedern zur Beschreibung der Randbedingungen entwickelt. Ein
Serendipity-Element mit vier Knoten und acht Freiheitsgraden wurde implementiert. Um die
Genauigkeit des neuen gemischten Finiten Elementes zu prifen, wurden die numerischen
Resultate mit veroffentlichten Resultaten verglichen. Eine hohe Genauigkeit und Effizienz
des neu entwickelten Elements konnte festgestellt werden.

Schliisselworter:

quer geschichtetes Laminat, starke Verbundplatten, gemischte Finite Elemente, statische Analyse, Gateaux-Ableitung

GRADEVINAR 68 (2016) 6, 451-460 451



Gradevinar 6/2016

Nurten Ates, Gilcin Tekin, Fethi Kadioglu

1. Uvod

Komponente konstrukcija izradene od kompozitnih materijala
sve se viSe primjenjuju u raznim podrudjima zbog povoljnih
odnosa izmedu ¢vrstoce i tezine te krutosti i teZzine. Mehanitko
ponasanje kompozitnih materijala predmet je brojnih
istrazivanja [1-2].

U posljednje se vrijeme sve vise stavlja naglasak na
analizu odziva lameliranih konstrukcijskih komponenata.
U literaturi su opisani mnogi proracunski modeli koji se
primjenju za analizu lameliranih kompozitnih ploca. Autori
rada [3] analiziraju ortotropne ploce na temelju triju teorija
(Kirchhoffova teorija, Reissner-Mindlinova teorija i teorija viSeg
reda) segmentacijskim postupkom rjeSavanja ortotropnih
pravokutnih ploca slobodno oslonjenih na dva suprotna ruba
te s bilo kakvim drugim uvjetima na preostala dva ruba. U radu
[4] analizira se staticno ponasanje ortotropnih pravokutnih
debelih ploca, pri cemu se za analizu jednoliko opterecenih
slobodno oslonjenih kvadratnih ploc¢a razliCitih debljina i
materijalnih svojstava rabe inicijalne funkcionalne metode .
Metoda mjeSovitih konacnih elemenata primjenjuje se u [5] za
rjeSavanje problema savijanja upetih anizotropnih / ortotropnih
/ izotropnih ploca promjenjive/konstantne debljine. U radu [6]
upotrijebljenaje bezmrezna metoda za staticku analizuianalizu
slobodnih oscilacija posmitno deformabilnih lameliranih
kompozitnih ploca razlicitih odnosa raspona i debljine, te
razliCitih koeficijenata materijala, rubnih uvjeta ili kutova
pruzanja slojeva. Varijable su predstavljene skupom prikladno
rasporedenih ¢vorova, a uvjet spoja elemenata zadovoljen
je bez dodatnih zahtjeva. Za zadovoljavanje geometrijskih
rubnih uvjeta primijenjen je postupak kaznenih funkcija koji
je djelotvorniji od Lagrangeovih multiplikatora i metode
ortogonalne transformacije. U radu [7] prikazana je globalna-
lokalna teorija s trodimenzionalnom korekcijom elasti¢nosti
za analizu naprezanja i deformacije viSeslojnih i sendvi¢ ploca.
Na temelju Galerkinove formulacije konacnih elemenata
rijeSene su pripadne jednadzbe, pri ¢emu su upotrijebljeni
Lagrangeovi elementi drugog reda. U radu [8] predloZen je
jednostavan mjesSoviti Cetverostrani trodimenzionalni plocasti
element. Element, namijenjen linearnostatickoj analizi i analizi
izbocivanja ploc¢a, ima Sest stupnjeva slobode u svakom
¢voru, Sto je pogodno za obnavljanje naprezanja u slucaju
grubih mreza. Novi tenzor zakrivljenosti razvijen je u radu
[9] za lameliranu kompozitnu plocu tipa Reddy, na temelju
nove modificirane teorije spregnutih naprezanja . Slobodno
oslonjena krizno uslojena kompozitna plo¢a podvrgnuta
djelovanju naprezanja u obliku sinusne funkcije rijeSena
je primjenom novorazvijenog modela ploce. Jednostavna
formulacija izoparametarskog konacnog elementa prikazana
je uradu [10]. Ta se formulacija temelji na poboljSanoj teoriji
posmitne deformacije viSega reda koja se upotrebljava
za analizu savijanja i slobodnog osciliranja lameliranih
kompozitnih i sendvic-ploca. Predlozena teorija uzima u obzir
paraboli¢nu raspodjelu poprec¢nih posmicnih deformacija

po debljini ploce te utjecaje rotacijske inercije. Razmatra se
utjecaj stupnja ortotropnosti, odnos raspona prema debljini te
odnos raspona u dva smjera ploce na svojstvene frekvencije.
Staticka analiza, analiza slobodnih oscilacija i analiza izvijanja
lameliranih kompozitnih plo¢a razmatraju se u [11] na temelju
poboljSane teorije plofa sa Cetiri varijable. Predlozenom
metodom postizu se dobri rezultati iako svaki ¢vor ima samo
Cetiri stupnja slobode.

U danasnje se vrijeme provode opsezne analize lameliranih
kompozitnih plo¢a i pritom se primjenjuju razne teorije
posmicne deformacije. U radu [12] predlaze se jednostavna
teorija posmitne deformacije prvoga reda kao podloga za
analizu savijanja i slobodnog osciliranja slobodno oslonjenih
antisimetri¢nih krizno i kutno uslojenih kompozitnih ploca. Za
razliku od postojece teorije posmic¢ne deformacije prvog reda,
teorija prikazana u tom radu sadrzi samo cetiri nepoznanice
i u velikoj je mjeri podudarna s teorijom klasicnih ploca.
Jednadzbe gibanja i rubni uvjeti izvedeni su iz Hamiltonovog
pravila. Za slobodno oslonjene antisimetricne krizno i kutno
uslojene laminate dobivena su analiticka rjeSenja. U radu [13]
prikazana je formulacija obogacenoga plocastog elementa
prema teoriji posmicne deformacije prvog reda. Kako bi se
u obzir uzele ploce raznih geometrijskih oblika, na temeljni
kvadratni laminat nanesen je proizvoljni Cetverokutni laminat.
U radu [14] analizira se izvijanje i staticka raspodjela popre¢nih
posmicnih naprezanja prema novoj teoriji inverzne hiperbolicne
posmitne deformacije. Predlozenom teorijom koja se temelji
na funkciji oblika posmitne deformacije dobiva se nelinearna
raspodjela popre¢nih posmicnih naprezanja, a takoder se
ispunjavaju i prirodni rubni uvjeti bez sila. U radu [15] prikazuje
se nova trigonometrijska teorija posmicne deformacije koja se
upotrebljava za analizu konacnih elemenata viSeslojnih debelih
ploca. Odabrani element je Cetverocvorni cetverokut sa sedam
stupnjeva slobode u svakom c¢voru. Nova trigonometrijska
teorija posmic¢ne deformacije viSega reda, kojom se u obzir
uzima adekvatna raspodjela poprecne posmicne deformacije po
debljini ploce, s rubnim uvjetima bez tangencijalnih naprezanja
po rubu ploce, razvijena je u radu [16] za izotropne i kompozitne
lamelirane i sendvi¢-ploce. Nova trigonometrijska teorija
posmitne deformacije viSega reda, kojom se u obzir uzima
adekvatna raspodjela popre¢ne posmicne deformacije po
debljini ploCe, s tangencijalnim rubnim uvjetima bez naprezanja
po rubu ploce, prikazana je u radu [17] za elasti¢ne kompozitne/
sendvic-ploce i ljuske. Za izvod pripadnih jednadzbi i rubnih
uvjeta primijenjen je princip vritualnih radova. RjesSenje je u
zatvorenom obliku Navierovog tipa. U radu [18] prikazuje se
analiza ortotropnih lameliranih kompozitnih debelih ploca
utemeljena na teoriji posmitne deformacije viSega reda, kojom
se u obzir uzimaju paraboli¢ne raspodjele poprecnih posmicnih
naprezanja, i kod koje se ne treba koristiti faktorima korekcije
posmika. Program za proracun konacnim elementima razvijen
je pomocu serendipity elementa sa sedam stupnjeva slobode
u svakom ¢voru. U radu [19] analizira se savijanje, osciliranje i
izvijanje slobodno oslonjenih ortotropnih pravokutnih debelih
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plo¢a i laminata na temelju trodimenzionalnoga linearnog

rjeSenja prema teoriji elasti¢nosti za male pomake. RjeSenjem su

dobiveni jednostavni beskonacni redovi za naprezanja i pomake

prisavijanjui prisilnom osciliranju, te karakteristi¢ne jednadzbe u

zatvorenom obliku za probleme slobodnog osciliranja i izvijanja.

U radu [20] primjenjuju se analiticki postupci i metoda konacnih

elemenata za odredivanje statickog ponasanja antisimetricnih

kutno uslojenih posmicnofleksibilnih spojenih ploc¢a srednje
debljine pod utjecajem jednoliko raspodijelijenog opterecenja.

Za rjeSenje konacnim elementima upotrijebljen je Cetverostrani

element s Cetiri ¢vora, dok je za analiticka istrazivanja primijenjen

Navierov pristup utemeljen na Reissner-Mindlinovoj teoriji

posmicne deformacije.

U ovom je istrazivanju izveden novi funkcional za statictku

analizu simetri¢nih krizno uslojenih debelih ploca, pri ¢emu

je primijenjen sustavan postupak utemeljen na Gateauxovoj
derivaciji. Prema spoznajama autora, do sada joS nije opisan
funkcional lameliranih kompozitnih debelih ploca koji se
temelji na metodi mjeSovitih konacnih elemenata. U ovom je
radu prikazana primjena djelotvorne i jednostavne metode
za staticku analizu simetri¢nih krizno uslojenih kompozitnih
debelih plota utemeljena na Gateauxovoj derivaciji. Metoda

Gateauxove derivacije snaznije je, pouzdanije i djelotvornije

varijacijsko sredstvo od prihvacenijih varijacijskih nacela

Hellinger-Reissnera (HR) i Hu-Washizua (HW), te se odlikuje

brojnim prednostima u odnosu na ta nacela. Spomenuti

postupci detaljno se usporeduju u radovima [21, 22]. Metoda

Gateauxove derivacije prvi je put upotrijebljena u [23]. U novije

su vrijeme Akdz i njegovi suradnici uspjesno upotrijebili metodu

Gateauxove derivacije za razvijanje funkcionala koji se moze

primijeniti u rjeSavanju brojnih problema [24-2S]. Matematicki

postupak i prednosti ove metode detaljno su objasnjeni u

dobro dokumentiranoj studiji prikazanoj u radu [27]. Radi

jednostavnosti, u nastavku se ukratko prikazuju samo neke od
bitnih prednosti postupka Gateauxove derivacije :

- Sve diferencijalne jednadzbe mogu se sustavno izraziti
funkcionalom. Na primjer, konvencionalna varijacijska nacela
HR i HW ne mogu se primijeniti na diferencijalnu jednadzbu
za koju unaprijed nisu poznati stacionarni funkcionalni
i rubni uvjeti problema koji se razmatra, dok se u istom
slu¢aju metoda Gateauxove derivacije ipak moze primijeniti.
Matematicki je postupak detaljno opisan u radu [301.

- Diferencijalne jednadzbe polia mogu se provjeriti
ispitivanjem potencijala kako je to opisano u [34]. Metoda
Gateauxove derivacije moze se primijeniti ako je oblik
diferencijalnog operatora potencijalan (pozitivho definitan
i samoadjungiran). Za odredivanje parametara i predznaka
rubnih uvjeta pomocu konvencionalnih postupaka (HR i HW)
potrebno je odgovarajuce iskustvo.

- Pojava zaostajanja posmika (engl. shear locking) potpuno
je onemogucena primjenom novorazvijenoga mjesovitog
elementa. Prethodne studije koje su izradili Akdz i njegovi
suradnici pokazuju da se primjenom ovog postupka izbjegava
zaostajanje posmika [30, 32].

Za potrebe ove analize oblikovan je novi mjeSoviti konacni
element sa Cetiri Cvora, svaki s osam stupnjeva slobode.
Za programsku realizaciju mjeSovitog konacnog elementa
upotrijelien je programski jezik FORTRAN. Ovo opseZno
parametarsko istrazivanje provedeno je kako bi se odredilo na
koji nacin na komponente pomaka i naprezanja utjecCu nacini
uslojenosti, broj slojeva, odnos izmedu raspona i debljine,
rubni uvjeti i varijacije geometrijskih i materijalnih svojstava.
Valjanost prikazane formulacije mjeSovitoga konacnog
elementa dokazana je usporedivanjem dobivenih rezultata s
odgovarajucim rezultatima iz literature. Numeritka usporedba
pokazuje da su rezultati prikazani u ovom istrazivanju podudarni
s rezultatima iz literature.

2. Diferencijalne jednadzbe

Analizira se lamelirana ploca pravokutnog presjeka debljine h sa
k ortotropnih slojeva, koja je prikazana na slici 1.

e X
\ . )
x I :
_ L : -

Slika 1. Krizno uslojena kompozitna ploca sa k slojeva

U srednjoj ravnini ploce definiran je Kartezijev koordinatni sustav
(x, v, 2). Diferencijalne jednadzbe debele ploce prikazane su u
[33], a za potrebe ovog istrazivanja diferencijalne jednadzbe za
simetri¢ne krizno uslojene kompozitne ploe mogu se iskazati
kako slijedi:

oM

M, +—2>-Q,=0
ox oy
oM oM

v 7Y Q=0
ox oy

(1)

GRADEVINAR 68 (2016) 6, 451-460

453

Gradevinar 6/2016



Gradevinar 6/2016

Nurten Ates, Gilcin Tekin, Fethi Kadioglu

gdje je g jednoliko opterecenje naneseno na gornju povrsinu
lamelirane ploce. M, My, Mxy, Q,i OV su rezultante momenata i
rezultante poprecnih sila, a njihove su pozitivne orijentacije
prikazane na slici 2. w i Q su geometrijski parametri koji
oznacavaju pomak tocke (z) lamelirane ploce i rotaciju poprecnog
presjeka oko o0si x.

Matrica krutosti na savijanje, fo u diferencijalnim jednadzbama
definirana je kako slijedi:

D, -1%@") (-2 j=1,26) )
i/'_sk_1 ij k+1 k L)="14

gdje su z,_,i z, koordinate gornjih i donjih povrsina sloja k.

fapr |

Slika 2. Unutarnje sile

Dvodimenzionalne jednadzbe naprezanja-deformacije za sloj
k, pod pretpostavkom ravninskog naprezanja, mogu se za
ortotropne materijale svakog sloja lameliranih kompozitnih
ploca izraziti kako slijedi:

(k)

(k)

(k)
o Q, Q, © €4
%p = 1Q, Q O €, (3)
Ty 0 0 Qg 712

gdje su o, o, r,, naprezanja dok su ¢, &, y,, komponente
linearne deformacije koje se odnose na glavne materijalne
koordinate sloja. Q) su elastitne konstante sloja k. One se
mogu iskazati ovako:

_ E,
" (1= tptt1)
Q,=Q, = ol
(1= pphi) (L)
_ E,
(1= thatty)
Qs =G,

gdje je £, modul elasticnosti u materijalnom smjeru i, x; je
Poissonov koeficijent, a G; je posmicni modul u ravnini i-j.
Konstitucijske jednadZbe ortotropnog sloja k transformirane su
u koordinate laminata (x, y, z) na sljedeci nacin:

(k) (k) A O o 1w (k)
oy R &y 911 C_)12 916 &y
oy = |: i :| &, = 921 922 926 & (5)
Ty Vxy e Qe 66 Vxy

gdje su aij(k)transformirane elasticne konstante matrice krutosti
u odnosu na koordinate laminata (x, v, z) [2]. Elementi matrice Q;
mogu se iskazati kako slijedi:

Qi1 = Q,cos’ 6+Q,,sin* 6+2(Q,, + 2Q,, )sin® G cos?

Quz = (Q; + Q,, —4Q,;)sin? Hcos? 6+ Q,,(sin* 6+ cos* 6)

Qis = (Q; - Q,, — 2Q4,)SINHCOS® O +(Q,, — Q,, +2Qy, )sin® Hcos 6 )
Q. = Q,,sin* 6+ Q,, cos* 6 +2(Q,, +2Qs, )sin? fcos? @

Qs = (Q, - Q,, —2Q,;)sin® 0cos 0 +(Q,, - Q,, + 2Q,, ) sin G cos® O

Qos = (Q, +Q,, —2Q,, —2Q; ) sin® O c0s? 6 + Qg (sin® 6 + cos* 0)

gdje je Okut izmedu globalne osi i lokalne osi x svakog sloja.
3. Gateauxova derivacija i funkcional

Diferencijalne jednadzbe lameliranih kompozitnih debelih ploca
mogu se u operatorskom obliku izraziti kao:

Q=Ly-f (7)
gdje L predstavlja matricu koeficijenta, y predstavlja vektor
nepoznanica (y = {w, M, My, wa Q, Oy Q, QV}), dok je f vektor

opterecenja.

Prirodni i geometrijski rubni uvjeti kompozitnih plo¢a mogu se
iskazati kako slijedi:

prirodni rubni uvjeti

M-M =0
. (8)

Q-Q=0
geometrijski rubni uvjeti
-0+0=0

. (9)
-w+w =0
Gateauxova derivacija operatora definira se kao

— 0Qu+tu
douim) - ) (10)

gdje je 7 skalar. Nuzdan je i dovoljan uvjet da operator @ bude
potencijal [34]:

(dQy;¥).y") =(dQ(y;y ). ¥) (11)

gdje simboli < i > 0znacavaju skalarni umnozak . Uz udovoljavanje tog
zahtjeva, funkcional koji odgovara diferencijalnim jednadzbama jest:
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1

l(y)=[<Q(sy,y),y>ds (12)

0

gdje je s skalarna veli¢ina. Eksplicitni oblik funkcionala koji
odgovara diferencijalnim jednadzbama za krizno uslojene
kompozitne debele ploce debljeg presjeka jest:

y)=[M.0, J+[M,.0, ]+[Mm,.0, ]+[M,0, ]
+[Q,.Q,]+ [Qy,Qy]+ [vaW,X ] + [Qy,W,y ] -[a.w]

'2EQB {[MX,MX]-Zpr[MX,My]+[My,My]+2(1+uxy)‘:Mxy,Mxy}} (13)

Q,h?
E,D,,10

et lamen,[am, ] -==—0.0)-52+[0,0,]

-[I\?I,Q]o -[é,wl -lw-w).Q], -[(Q-f)),wq

3

VeliCine s "kapicom" poznate su vrijednosti na rubu. Zagrade s
indeksima &i o oznacavaju geometrijske i prirodne rubne uvjete.
Rubni uvjeti se eksplicitno mogu izraziti kako slijedi:

[Qw]=[@n,+Qn,).w]

(14)
[M.Q]= [(Mxnx + Mxyny),Qx} + [(Mxynx + Myny),Qy}
4. Formulacija konacnog elementa
Za pravokutni element sa slike 3., s funkcijom oblika
¥, =%(1+§§,)(1+nn,) &on=%1i=1,..,4 (15)

sve se nepoznate varijable funkcionala mogu izraziti pomocu
interpolacijskih funkcija, primjerice:

n
w=>wY, (16)
i=1
gdje je n broj ¢vorova konacnog elementa. Upotrijebljen je
serendipity element s Cetiri ¢vora i osam stupnjeva slobode na
svakom cvoru.
y

Slika 3. Osnovni pravokutni element

Uvrstavanjem navedenih definicija u jednadzbu (13) dobivaju se
matrica elementa i vektor opterecenja:

M, M M, 0O 0 4 Q w
A A 1l ik i
k] nlk] 0 0 o [k o o]
nlk] 2] o 0o o o [k o
o 0 k] o o [k K o | (17)
K= 0 0 0 k] o [k] 0 [&]
o o o o 2] o [k [k
k] o [k [k o o o o0
0 [&]  [&)] 0 [k] 0 0 0
, 0 0 0 k] [&] 0 0 0
77[k1]q
vslkila
0
0
0 (18)
0
0
| [ki]a |
gdje su:
— C?11 —— 3
"=T2ED, s~ "5G,n
Q11 — 3
V2= EXD11 Hyy Ve __5Gyzh
) (19)
V3= % ﬁ1 77:_1&/1)(2’7_
2E.D,, Hyx E, D, 10
— Q‘I1 _ 1Q22 h2
74—_2D11nys 73—_E_yD_22,Uyzﬁ

U prilogu 1 prikazan je eksplicitni oblik podmatrica cetverokutnog
elementa [k], [k], [k,] i operatorski oblik diferencijalnih
jednadzbi.

5. Numericki primjeri

Ucinkovitost metode ispitana je pomocu sljedecih problema za
ploce. U svim je primjerima upotrijebljena Cetvrtina pravokutne
ploce, kao Sto je prikazano na slici 4. Osim toga, za sve se slojeve
pretpostavlja jednaka debljina i jednaka ortotropna svojstva
materijala.
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Slika 4. Geometrijska svojstva slobodno oslonjene pravokutne ploce
5.1. Primjer 1

Razmatra se ortotropna slobodno oslonjena kvadratna debela
ploca pod jednoliko raspodijeljenim opterecenjem. Kako bi se
odabrala mreza odgovarajuce gustoce, razmatraju se rezultati
staticke analize lameliranih ploca (0°) na mrezama s razlicitim
brojem elemenata. Povecanje broja elemenata navedeno je u
prvom stupcu tablice 1.

Svojstva materijala su:
E/ EV=25; M=M=, = 0,25; ny= G, =05 Ey; Gyz= 0,2 Ey

Za omjer raspona i debljine (parametar debljine) a’/h = 5
izraCunava se pomak sredisnje tocke (w) i momenti savijanja

(M, M) jednoslojne lamelirane ploce. Rezultati su prikazani
u bezdimenzijskom obliku te su usporedeni s rezultatima iz
literature. U nastavku su iskazani bezdimenzijski izrazi za
vertikalni pomak i momente savijanja:

E h®
Ll
qp,a
(20)

e parni brojevi
A neparni brojevi

Bezdimenzjski
vertikalni pomak, w
3 8
\

4 16 36 64 100 144 196

Broj elemenata

Slika 5. Ispitivanje  konvergencije pomaka slobodno oslonjene
jednoslojne (0°) ploce

Odnos izmedu bezdimenzijskog vertikalnog pomaka i broja
elemenata prikazan je na slici 5. Numericki rezultati konvergiraju
odozgo i odozdo, ovisno o parnom ili neparnom broju elemenata.
Konvergencija posmicnih sila vrlo je slicna konvergenciji
momenata savijanja i vertikalnog pomaka, pa su zato rezultati
prikazani samo za vertikalni pomak. Iz tablice 1. se moze vidjeti
da su rezultati ovdje prikazanog modela podudarni s rezultatima
iz [35, 36].

Tablica 1. Bezdimenzionalni vertikalni pomak (%) i vrijednosti momenata savijanja (Mx,M,) za slobodno oslonjenu debelu ploéu s razlicitim

brojem elemenata

W M, M,
Broj elemenata
istra()i‘il:anje [35] [36] istraoi\il\tl)anje [35] [36] istraoi‘il\tl,anje [35] [36]

4 1,7090 1,7097 0,1138 0,1138 0,0085 0,0085

9 1,9590 1,9584 0,1315 0,1316 0,0125 0,0125

16 1,7740 1,7746 0,1189 0,1189 0,0100 0,0100

25 1,8560 1,8565 0,1245 0,1246 0,0115 0,0115

36 1,7880 1,7885 0,1199 0,1199 0,0104 0,0104

49 1,8280 1,8271 0,1226 0,1226 0,0112 0,0112

64 1,7920 1,7931 0,1202 0,1202 0,0106 0,0106

81 1,8160 1,8163 18159 0,1218 0,1218 01208 0,0111 0,0111 00109
100 1,7950 1,7947 0,1204 0,1203 0,0107 0,0107
121 1,8100 1,8101 0,1214 0,1214 0,0110 0,0110
144 1,7960 1,7962 0,1204 0,1204 0,0107 0,0107
169 1,8070 1,807 0,1212 0,1212 0,0110 0,0110
196 1,7960 1,7963 0,1205 0,1205 0,0108 0,0108
225 1,8050 1,8039 0,1211 0,1206 0,0109 0,0109
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5.2. Primjer 2

Razmatra se ortotropna slobodno oslonjena krizno uslojena
(0°/90°/0°) kvadratna ploca pod jednoliko raspodijeljenim
opterecenjem. Na cCetvrtini ploCe upotrijebljena je pravilna
mreza sa 225 elemenata (15x15).

Svojstva materijala su:
E,=25E,;G,,=G,,=05E,; u,,=025

Bezdimenzijski vertikalni pomaci (w) uslojene debele ploce
(0°7/90°/0°), s razlicitim vrijednostima parametra debljine a/h,
usporedeni su s prije objavljenim rezultatima [2, 37], kao Sto je
prikazano u tablici 2. Kao 5to se u tablici moze vidjeti , rezultati
dobiveni pomocu ovdje prikazane metode mjesovitih konacnih
elemenataizrazito su podudarnis dostupnim rjeSenjima. Opcenito
uzevsi, rezultati za moment savijanja i posmicnu silu takoder su
izrazito tocni, ali treba napomenuti da su prikazani samo rezultati
vertikalnog pomaka. Bezdimenzijski je izraz za vertikalni pomak:

3
w[i,ija vT/=wE2—h4102 (21)
22 q.a

Tablica 2. Vrijednosti bezdimenzionalnog vertikalnog pomaka (w) za
slobodno oslonjenu debelu plocu i za razlicite vrijednosti
parametra debljine, a/h

a w

F Ovo istrazivanje [2] [37]
10 1,0160 1,0219 1,0221
20 0,7548 0,7572 0,7574
100 0,6681 0,6697 0,6698

5.3. Primjer 3

Razmatra se upeta simetri¢na krizno uslojena (0°/90°/0°)
ortotropna debela plota pod jednoliko raspodijeljenim
opterecenjem (p.). Vrijednost bezdimenzijskog vertikalnog
pomaka (w) lamelirane debele ploce izracunana je za Cetvrtinu
ploce pomocu pravilne mreze sastavljene od 169 elemenata
(13x13). Bezdimenzijski je izraz za pomak u ovom primjeru:

6
w22y 5 w-w[1% (22)
22 Po
Svojstva materijala su:

E,= 20,83 x 10° psi (po kvadratnom incu), £, = 10,94 x 10° psi,
G,,=6,1x10°psi, G,,=3,71x10°psi, G,,= 6,19 x 10° psi, p,, =
1= 1,,= 0,44, pri¢emu je 1 psi= 6,895 - 10° [N/m?]

Numericki rezultati bezdimenzijskog pomaka sredisnje tocke
(w) prikazani su u tablici 3. za razli¢ite odnose debljine i duljine
(h/a) te duljine i Sirine ( odnos raspona u dva smjera: a/b). Ti su
rezultati usporedeni s odgovarajucim rezultatima iz literature
[38]. lako su metodom prikazanom u radu postignuti dobri
rezultati za moment savijanja i posmicnu silu, u ovom su
primjeru za usporedbu dani rezultati vertikalnog pomaka. Kao
Sto se vidi iz tablice, rezultati dobiveni prikazanim postupkom
u dobroj su sukladnosti s rezultatima iz literature, pa se stoga
metodologija prikazana u ovom istrazivanju moze smatrati
pouzdanom. Osim toga, jasno je pokazano da se progib uvijek
smanjuje pri povecanju vrijednosti omjera raspona (a/b) ploce .

Tablica 3. Vrijednosti vertikalnog bezdimenzijskog pomaka (w) upete
debele ploce za razne odnose h/aia/b

a h w
b a Ovo istrazivanje [38]
0,2 42,1000 41,7590
! 0,14 93,8200 92,7280
0,2 3,8680 3,8696
’ 0,14 6,7160 6,6931
0,2 1,2160 1,2192
° 0,14 1,8900 1,8902

5.4. Primjer 4

Razmatra se rjeSenje simetri¢ne krizno uslojene (0°/90°/90°/0°)
ploce s dva suprotna slobodno oslonjena ruba, dok su preostala
dva ruba upeta, pod jednoliko raspodijeljenim opterecenjem.
Na jednoj Cetvrtini ploce upotrijebljena je pravilna mreza s 169
elemenata (13x13).

Pripadna su svojstva materijala:

E/E=1;10 (analizirani pojedinacno); G,=G=05E;G,=02E;
'uxy= 'uxz= 'uyz= 0'3

Bezdimenzijski pomak srediSnje toctke, momenti savijanja i
posmicne sile izracunani su prema bezdimenzijskim izrazima
(23) za razne odnose raspona i debljine (a/h) ploce, kako je
prikazano u tablici 4.

E h®
i,i w=w—_10
22 q,a
m2al , =M (23)
2'2 .8
Q(E,OJ - (3=£
2 q,a

Iz rezultata se vidi da se s povecanjem odnosa EX/EV povecavaju i
vrijednosti M i Q dok se vrijednosti Myi stmanjuju.
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Tablica 4. Vrijednosti bezdimenziojskog vertikalnog pomaka, momenata savijanja i posmicnih sila za dva suprotna slobodno oslonjena ruba i za
preostala dva upeta ruba, pri jednoliko raspodijeljenom opterecenju, za razne odnose a/h

a E/E=1 E/E=10

h w M. M, Q, W M. M, Q, Q
5 3,2510 0,0292 0,0326 0,2682 0,4632 1,8510 0,0667 0,0271 0,3422 0,3676
10 2,3320 0,0248 0,0318 0,2589 0,4964 1,1000 0,0656 0,0262 0,3441 0,4001
20 2,0810 0,0235 0,0316 0,2558 0,5085 0,9074 0,0651 0,0261 0,3450 0,4199
50 2,0080 0,0231 0,0315 0,2554 0,5132 0,8524 0,0648 0,0261 0,3454 0,4272
100 1,9980 0,0230 0,0315 0,2554 0,5141 0,8445 0,0648 0,0261 0,3456 0,4284

6. ZakIjuEak iz teorijskih postavki i numerickih analiza novorazvijenog

Staticka analiza simetri¢nih krizno uslojenih kompozitnih debelih
ploca provedena je pomocu mjeSovitih konacnih elemenata.
Primjenom Gateauxove derivacije razvijen je novi funkcional
za lamelirane kompozitne debele ploce. Na temelju formulacije
razvijene mjeSovite metode konacnih elemenata, kao primjeri
su upotrijebljene simetri¢ne krizno uslojene kompozitne debele
ploce s razlic¢itim brojem slojeva kako bi se numericki ocijenila
varijacija geometrijskih i materijalnih parametara te rubni
uvjeti s pomacima i rezultantama momenata i poprecnih sila.
Usporedbom rezultata dobivenih u ovom radu s rezultatima
iz literature ustanovljeno je da izmedu njih postoji dobra
podudarnost. Rezultati numerickih primjera potvrduju valjanost
i djelotvornost ove analize. Sljedeti se zakljucci mogu izvesti
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Prilog |

Operatorski je oblik diferencijalnih jednadzbi Q = Ly-f:

o o o o O O P, P, O O O O w q
o 0o o0 P, O P, 1 0O O O 0 O Q, 0
o o o OoO P, P, O 1 0 0O 0 O Q, 0
o P, O P, P, O O O O O 0 O]]|M, —A,
o o P, P, B, O 0O O O O 0 O0]|M, —A,
0 R, Fyu 0 0 P 0 0 0 0 0 0 M, | _ 0 (A1)
P, 1 0 0 O O P, O O 0O O O Q, 0 '
P, O 1 0 0 0 0O R 0 0 0 0]|Qq 0
0o 0 o0 O O O O O 0 o0 o0 1 w Q
0o 0 0 O O O O O 0O 0 1 © Q M
o 0o o0 O O O O O 0O -1 0 O M -Q
o o o o o0 O 0 O -1 0 0 O0]|qQ] |[-W]
gdje su
) d d d
Py __& > P1s :_5 s Poy __& 26 _5
d d d Q
Pe=——, Py=——, P,=—, Pu=-—2
35 dy 36 X 27 o 44 E,D,,
Q,, d Q Q
= s > P, = 22 N P.,.=- 22
45 ED, Hy, 53 oy 54 E,D,, Hyy 55 E,D,,
) d Q,, ) (A2)
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___ 6 -0 ___6
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Q,, gh? Q,, gh’
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Podmatrice Cetverokutnog elementa su:

4ab/9 4ab/18 4ab/18 4ab/36
4ab/18 4ab/9 4ab/36 4ab/18

MZJ‘P"Tf'dAz 4ab/18 4ab/36 4ab/9 4ab/18 (A.3)
4ab/36 4ab/18 4ab/18 4ab/9
i [_b/3 -b/6 -bi3 -bl6
ov; . -b/6 -b/3 —b/6 -b/3
_ J _
[kz]‘laxq"’d"“ b/3 bl/6 bI3 bi6 (A.4)
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