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1. Uvod

Spregnuti nosac tvore dva elementa ili viSe njih od materijala
razlicitih  svojstava konstrukcijski  ujedinjenih  po visini
poprecnoga presjeka. U nizu mogucih sprezanja, u gradevinskoj
se praksi najéesce susrecu spregnuti nosaci sastavljeni od celika
i betona. Pritom je uobicajena teznja da se maksimalno iskoriste
najpovoljnija svojstva Celicnoga i betonskog dijela spregnutog
elementa. Poznato je da se preuzimanjem vlacnih naprezanja
Celikom, a tlacnih naprezanja betonom mogu postici spregnuti
nosaci bliski optimalnima. Time se omogucava oblikovanje
elegantnihivitkih konstrukcija, uz visoki stupanjindustrijalizacije
i kontrole kvalitete ugradenoga materijala i izvedbe [1].

Prema vrsti i opsegu sprezanja betona i celika mogu se formirati
razni oblici spregnutih nosaca. U ovisnosti o tehnoloSkom
postupku pri izvedbi, sprezanje se prema opsegu moze ostvariti
za cjelokupno ili djelomitno stalno i korisno opterecenje, s
prednaprezanjem betona i/ili ¢elicnog nosaca ili bez njega. To se
obi¢no postize primjenom potpunogaili djelomi¢nog podupiranja
pri faznom gradenju spregnute konstrukcije. Prema vrsti
sprezanja moze se realizirati kruto, elasti¢no i diskontinuirano
sprezanje, Sto ponajprije ovisi o uvjetima uporabljivostiiuvjetima
izvedbe. Elasti¢no i diskontinuirano sprezanje specifi¢ni su oblici
sprezanja kojima se mogu postici povoljne raspodjele naprezanja
i deformacija u presjecima spregnutih nosaca. Medutim, analiza
uovom radu odnosi se na kruto spregnute elemente Celik-beton,
kod kojih se podrazumijeva da nece doci do popustanja spoja i
da nece biti relativnih horizontalnih pomaka na kontaktnoj plohi
izmedu celika i betona, tako da do loma dolazi dostizanjem
granicne nosivosti na savijanje, a ne smicanjem kontaktne plohe
spregnutih elemenata. Takoder se pretpostavija da betonski
dio preuzima tla¢na naprezanja i da pojava vlacnih naprezanja
i pukotina zapravo iskljuCuje beton iz noSenja. Za takav oblik
sprezanja moze se s dovoljnom tocnoscu uzeti da je u podrugju
uporabnih naprezanja (o, < 0,4f ) veza naprezanje-deformacija
linearna i da vrijedi pretpostavka o jednakosti deformacija u
kontaktnim tockama dva materijala.

Poznato je da skupljanje i puzanje betona tijekom vremena mogu
imati znacajan utjecaj na promjenu naprezanja i deformacija
spregnutih konstrukcija [2]. Deformacije zbog puzanja betona
u podrudju uporabnih naprezanja mogu se dovesti u priblizno
linearnu vezu s naprezanjima - linearna teorija puzanja, a pri
prororacunu se uzima u obzir da skupljanje ne ovisi o vanjskom
opterecenju. Te deformacije mogu biti dva do tri, pa i vise puta
vece od elasticnih deformacija, zbog ¢ega je veoma vazno da se
te promjene obuhvate proracunom i da se osim nosivosti osigura
uporabljivost i trajnost spregnute konstrukcije, uzimajuci u obzir
i moguce razlicite vremenske intervale aktiviranja naprezanja u
pojedinim dijelovima/slojevima.

\eze izmedu naprezanja i deformacija u okviru linearne teorije
puzanja dane su u integralnom/diferencijalnom obliku, a
rjeSavanje tih jednadzbi u zatvorenom obliku nije moguce ¢ak
ni za posve jednostavna prijasnja naprezanja/deformacije. Zbog
toga se za rjeSavanje problema u praksi uglavnom primjenjuju

numericke metode te se problem svodi na rjeSavanje sustava
algebarskih jednadzbi. Analiza naprezanja i deformacija
kod staticki neodredenih spregnutih konstrukcija dodatno
je zamrsena, jer reoloSke karakteristike materijala tijekom
vremena izazivaju promjenu reakcija, a time i unutarnjih sila
i bez promjene opterecenja. Osnove za proracun staticki
neodredenih konstrukcija po metodi sila izvedene su u [2] gdje
su u vezu naprezanje-deformacija uvedena viskoelasti¢na
svojstva materijala te je upotrijeblijena algebarska veza
naprezanje-deformacija za beton. Kasnije se sve viSe razvijaju
proracunski modeli po metodi pomaka i metode kojima se izvodi
diskretizacija konstrukcije na elemente konacnih dimenzija.
Najpoznatija je i najvisSe primjenjivana metoda konacnih
elemenata (MKE) [3], kod koje se umijesto diferencijalnih
postavljaju obicne algebarske jednadzbe s matricnim oblikom
koji je vrlo pogodan za programiranje i uporabu racunala.

\rlo sadrzajaniopsezan pregled metoda dugotrajnih vremenskih
analiza, ukljucujuci i procedure dane u europskim normama
EN 1992, EN 1994-1-1, i EN 1994-2, [4, 5]. Pregled stanja u
Sirem podrucju projektiranja i analize spregnutih konstrukcija
Celik-beton, s osvrtom na odredivanje sudjelujuce Sirine ploce,
predmet je rada [6].

U ovom radu razvijen je model proratuna primjenom metode
konacnih elemenata. Pri tome je za izvodenje matrice krutosti
konacnog elementa primijenjena metoda slojeva u presjeku,
a utjecaji viskoznih svojstava materijala uvedeni su s pomocu
fiktivnoga opterecenja [7]. Primjena inkrementalnih oblika veze
naprezanje-deformacija za pojedine materijale omogucuje
poopcavanje postupka za diskontinuirane i kontinuirane
promjene uvodenjem fiktivnih i konacnih intervala vremena
[8]. Time se ukupan postupak proracuna svodi na rjeSavanje
algebarskih jednadzbi u matri¢cnom obliku, Sto daje pogodnost
za programiranje i automatizaciju proracuna.

2. Inkrementalne veze izmedu napona i
deformacija

2.1. Inkrementalna veza za beton

Poznato je da je beton viskoelastoplastican materijal i da se
pod opterecenjem deformira. Za nalaZzenje matematickih
veza naprezanje-deformacija u teorijskoj se reologiji
primjenjuju idealizirana tijela ili reoloSko-mehanicki modeli. Za
kratkotrajna opterecenja u elasticnom podrucju primjenjuje se
poznata Hookeova veza. Medutim, pri dugotrajnom djelovanju
opterecenja deformacije rastu i bez porasta naprezanja. Te
deformacije su to vece Sto opterecenje dulje traje i kada se
optereti mladi beton. U literaturi se one nazivaju deformacije
puzanja betona. Ta je pojava dosta sloZena, pa je i njezina
matematicka interpretacija slozena [9]. Za prakticne se
probleme veza izmedu naprezanja i deformacija temelji
na linearnoj teoriji teCenja. Ta teorija polazi od odredenih
pretpostavki, a to su:

- beton se smatra homogenim i izotropnim materijalom
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- trenutacna elasti¢na deformacija betona proporcionalna je
naprezanjima i ovisi o starosti betona (promjenljivi modul
elasti¢nosti)

- deformacija skupljanja betona ne ovisi o naprezanju i
posljedica je procesa ocvrscivanja betona

- deformacija puzanja betona ovisi linearno o dugotrajnom
djelovanju naprezanja

- na deformacije puzanja moze se primijeniti Boltzmanov
princip superpozicije.

U opéem slucaju, ukupna deformacija betona ¢ (#) u vremenu t
linearno je ovisna o naprezanju o, i iznosi, prema [10]:

5c(t):O-c'§0(t‘T) (1)

gdje je ¢(t7) funkcija puzanja betona koja prikazuje ukupnu
deformaciju u trenutku vremena t pri konstantnom jedini¢nom
naprezanju ¢_= 1 koje djeluje od trenutka t = .

Ako je betonski presjek izloZzen djelovanju promjenljivoga
naprezanja kao kontinuirane funkcije u vremenskom intervalu
od t, do t, onda se, na osnovi pretpostavke o superpoziciji
deformacija za ukupne deformacije moze pisati[8]

t
£6(t) = £en(t) = j o(t,7)-do(r) 2)

to

gdjie je ¢ (f) deformacija betona u trenutku ¢ neovisna o
naprezanju, poput skupljanja ili toplinskog istezanja.

Oblik funkcije puzanja diktira tocnost rezultata proracuna.
Poznate su razlicite teorije puzanja betona i analiticki modeli za
funkciju puzanja koji se ovdje nece posebno razmatrati.

Za rjeSenje integralne jednadzbe (2) treba primijeniti numericku
integraciju. Za to ukupan interval vremena (t-t) treba podijeliti
na podintervale At = t-t_, (i=1,2,..,K), u kojima se uzastopno
provodi proracun (slika 1.). Pri tome se skokovite promjene
naprezanja obuhvacaju fiktivnim (nultim) intervalima At = O
¢ime se postize poopcenje postupka proracuna.

A (1)

Slika1. Diskretizacija vremena

obliku

inkrementalnom
i primjenom nekih od poznatih postupaka numericke
integracije, veza naprezanje-deformacija za beton moze se
izraziti u obliku danim u izrazu (3), prema [8]:

Formiranjem podintegrala u

Aco(te) = 2% | x ) @)

(k1)

gdjeje Agl(t) slobodna deformacija betona koja je dana izrazom (4):

2 Aoy (t)

Azglte) = D S 4 Agg(t) (@)
i1 Eeli-1)

E.y J& poopceni, a E}, ., izvedeni modul deformacije

betona koji ovisi o primijenjenom tipu numericke integracije
za prihvacenu funkciju puzanja betona. Ti su moduli povezani
izrazom (5):

1 1 1

- - B (5)
Ecity Eewi-t)  Eei-1)

gdje su:

Ag (t) - prirast deformacije betona u tekuéem k-tom intervalu
vremena

Ag_(t) - prirast deformacije skupljanja betona u tekuéem k-tom
intervalu vremena

Ac (t) - prirast naprezanja u betonu u i~tom intervalu vremena
(21,2, k=1).

Jednadzba (3) jedinstveni je poopceni oblik, jer se mogu
primijeniti svi poznati oblici veze naprezanje-deformacija
za beton, ukljucujuéi i metodu AAEM (eng. Age-adjusted
efective modulus method) BaZant, 1972.). Time je, neovisno
o broju podintervala, objedinjen tok proracuna u fiktivnim i
konacnim intervalima za bilo kakvu proslost vanjskih utjecaja.
Tocniji proracuni zahtijevaju veci broj podintervala i primjenu
racunala. Medutim, za jednostavnije se proslosti opterecenja,
uz uzastopnu primjenu metode AAEM mogu postici rezultati
zadovoljavajuce toc¢nostii s minimalnim brojem podintervala.
Primjenom izraza (3) tekuci konacni intervali vremena
obuhvacaju se punim rekurzivnim izrazom, a u fiktivnom
intervalu odgovarajuci se modul svodi na modul elasti¢nosti, dok
su slobodne deformacije betona tada jednake nuli. Taj je oblik
zapravo poznati oblik veze naprezanje-deformacija za elasticno
stanje (Hookeova veza). Izrazom (4) dana je promjena slobodne
deformacije betona, u tekué¢em k-tom intervalu, od prethodne
proslosti naprezanja do promatranoga intervala (bez utjecaja
k-tog dijela proSlosti naprezanja i s prirastom deformacije
skupljanja betona samo u tekucem k-tom intervalu.

2.2. Inkrementalna veza za prednapeti celik

Cista (svojstvena) relaksacija prednapetoga celika moze se
definirati kao pad pocetnih vlacnih naprezanja u odredenom
vremenu pri konstantnoj deformaciji. Medutim, u uporabnim
su uvjetima deformacije spregnutoga nosaca tijekom vremena
promjenljive, pa su stoga promjenljive i deformacije prednapetog
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Celika. Primjenom inkrementalne veze naprezanje-deformacija
te se promjene mogu obuhvatiti s dovoljnom tocnoscu za
uobicajene probleme u praksi[11]. Poopceni oblik inkrementalne
veze za prednapeti ¢elik moze se pisati u obliku:

Aoyt tq) = Ep - Agp(tit_q) + A (bt 1) (6)

gdie je Ao (¢,t_,) promjena naprezanja zbog relaksacije pri
promjenljivoj deformaciji, odnosno reducirana relaksacija
prednapetoga celika.

Prirast reducirane relaksacije moZe se prikazati u obliku
umnoska dviju nezavisnih funkcija. Prva funkcija uvodi utjecaj
korigiranoga naprezanja za diskretne trenutke promatranog
intervala, a druga promjenu reducirane relaksacije u proteklom
vremenu. Pojednostavnjeni inkrementalni oblik reducirane
relaksacije moze imati oblik prikazan u izrazu (7):

Gpr (totk—1) = Fiop (t) - otk —to) —Fop(tk_y) otk 1 —to) ~ (7)

pri ¢emu su korigirana naprezanja za diskretne trenutke
promatranoga intervala dana izrazima (8) i (9):

Op(tk—1) = op(tk—1) — Adpr (te1.to) = Ep - 6p(t 1 —to) (8)
Gp(tk) = op(t) = Ady (t.te) = Ep - 6p(tk —to) (9)

Pri odredivanju inkrementalne relaksacije sve su velicine
poznate iz prethodnih koraka proracuna, nepoznato je
samo korigirano naprezanje u tekucem koraku proracuna.
To trazi primjenu iteracijskoga postupka, ali se za potrebe
u praksi mogu uvesti odgovarajuéa pojednostavnjenja.
Ako se pretpostavi da je korigirano naprezanje u tekuéem
vremenskom intervalu konstantno, tada su sve veli¢ine
poznate i nisu potrebne spomenute iteracije. Mogu se uvesti
i dodatna pojednostavnjenja u kojima se umjesto reducirane
primjenjuje svojstvena relaksacija i uz to se umjesto
korigiranoga naprezanja za prethodni diskretni trenutak
upotrebljava stvarno naprezanje, tj. kada se zanemari utjecaj
relaksacije na vrijednost pocetnoga korigiranog naprezanja.
Osim toga se relaksacija prednapetoga celika u proracun moze
uvesti i pojednostavnjenom vezom s reduciranim modulom
elasti¢nosti [12]. Taj je priblizni postupak proracuna na strani
sigurnosti, a u njemu se primjenjuje izraz (10):

Ac,(tiot 1) = (1= o) By - Mgyt b 1) = Ep - Mgyt t_4) (10)

U tom se izrazu pojavljuje reducirani modul elasticnosti E; u
obliku

Ey=(1-0p)-Ep (1)
gdie je p, koeficijent relaksacije koji se najcesce daje u

tehnickim propisima. To je obi¢no vrijednost Ciste relaksacije za
odgovarajuci prednapeti Celik.

Pri diskontinuiranim se promjenama uvode fiktivni (nulti)
intervali vremena, a inkrementalna je relaksacija tada jednaka
nuli. To ne traZi nikakve promjene opcega izraza, Sto je pogodno
kada se upotrebljavaju matri¢ni oblici jednadzbi i izrada
programskih paketa.

2.3. Inkrementalna veza za konstrukcijski celik i
meki betonski celik

Za cCelitni dio spregnutoga presjeka — konstrukcijski celik i
meki celik (meka armatura) pretpostavija se linearna veza
naprezanje-deformacija prema Hookevom zakonu za sve
podintervale vremena:

Ao, (ty) = E, - Acy(t) (12)
AO-s(tk) = Es 'Ags(tk) (13)

U daljem se razmatranju upotrebljavaju matri¢ni oblici izraza (1)
do (6) s komponentnim deformacijama Ae_i Ak i odgovarajuéim
komponentama naprezanja Ao i AR [13].

3. Jednadzbe ravnoteze u poprecnom presjeku
spregnutoga nosaca

nosa¢ s poznatim dimenzijama
poprecnoga presjeka, opterecenjem, mehanickim
karakteristikama materijala i poznatim uvjetima razvoja
skupljanja i puzanja betona. U popre¢nom se presjeku mogu
postaviti jednadzbe ravnoteze vanjskih i unutarnjih sila, uvjeti
kompatibilnosti deformacija i konstitucijske relacije naprezanje-
deformacija. Pritom se pretpostavlja da vrijedi Bernoullijeva
hipoteza ravnih presjeka (linearnost raspodjele deformacija
po visini popre¢noga presjeka). Linearnost deformacija vrijedi
za Citav presjek, samo Sto skokovita promjena ukupnih
deformacija moze biti posljedica neistodobnoga aktiviranja
naprezanja u pojedinim dijelovima/materijalima spregnutog
presjeka (slika 2.).

Promatra se spregnuti

5 v p s At

| aDe 00000

C

a & e Ag, \ \

¢ - beton

a - konstrukcijski Eelik (KC)
s - meki Zelik (MC)

p - prednapregnuti Zelik (PC)

g=Ae +As g =Ag +Ag

Slika 2. Presjek i deformacije spregnutoga nosaca
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Medutim, za inkrementalni je oblik jednadzbi prirast deformacija
linearna funkcija za sve aktivne dijelove presjeka, pa u opéem
slucaju vrijedi [8]

Agy = Asgy = Mgy = Asgy = Mgy = Mgy + Ak -y (14)

gdje su:

Ag, - prirast deformacije promatranoga vlakna presjeka za
tekuci vremenski interval

Ag, - prirast deformacije u razini referentne osi presjeka r(y=0)

Ax, - zakrivljenost presjeka

y  -razmak promatranoga vlakna od referentne osi r.

U skladu s linearnom raspodjelom deformacija i naprezanja su
po visini popre¢noga presjeka raspodijeljena linearno. Medutim,
prirast naprezanja za svaki dio spregnutoga presjeka (c — beton,
a — konstrukcijski celik, s — meki celik, p — prednapeti celik)
definira se posebnim parom parametara Aa,, i AB, u skladu
s konstitucijskim relacijama naprezanje-deformacija. Ako se
izrazi napisu u vektorskom obliku, jednadzbe imaju sljedece
oblike, izrazi (15) do (18), prema [13]:

A Ag,
r — Ea r (15)
Aﬂ ak Ax ak
A Ag,
r — Es r (16)
Aﬂ s,k Ax s,k
Aoy Ag| |Ag
=Ecpexn)| [ || - (17)
Ap ck kD ax Ak ok
A A AG,
A=A i I (18)
Ap ok Ak bk 0 ok

\Vektor promjene slobodnih deformacija, kad je deformacija
skupljanja jednaka za sve tocke po visini poprecnoga presjeka,
ima oblik dan u izrazu (19):

Ag: k-1
Ak

1 |Ax

AB

Ag,
I it

0 (19)

*

Ec(ki-1)

ck i=1 C,i c,k

Za k-ti interval vremena i prihvacenu referentnu os r u
popretnom se presjeku mogu postaviti dva uvjeta ravnoteze
vanjskih i unutarnjih sila: za zbroj sila na pravcu uzduzne osi
nosaca i za zbroj momenata savijanja oko referentne osi. Nakon
integracije postavljenih uvjeta i sredivanja izraza, veza je izmedu
promjene deformacija i promjene sila u tekuéemu vremenskom
intervalu dana izrazom (20):

Ag| |AN| |ANT AN 00)
k- = - f 7 .
AK K AM K |AM ck AM ok
Matrica je krutosti poprec¢noga presjeka dana izrazom (21):
Kk = EC(k,k—1 )DC + EaDa + ESDS + Epr (21)

gdje su matrice geometrijskih karakteristika pojedinih
komponenata presjeka oblika dane izrazom (22):

A S

D =
m‘SI

m=ca,s p (22)

m

Matrica krutosti je promjenjiva u vremenu samo zbog promjene
poopcenoga modula deformacije betona E_,, ,, dok su ostale
komponente u svim vremenskim intervalima konstantne.
Poseban je slu¢aj neistodobno aktiviranje naprezanja u
pojedinim dijelovima presjeka, 5to je dodatni razlog za promjenu
matrice krutosti tako formiranoga spregnutog presjeka.

Vektor je promjene fiktivnih sila zbog reoloskih karakteristika
betona i prednapetoga celika dan izrazima (23) i (24):

AN’ 5 Ag;
o T Eckk-1Pec| . (23)
AM ck Ax ck
AN’ Al o0
M Oprk
AM S
pk P

Prikazani algoritam prorauna, za dane vrijednosti sila u
popre¢nom presjeku, nema posebnih dodatnih ogranicenja.
Diskontinuirane se promjene uvode s pomocu fiktivnih intervala
vremena, i to su specijalni slucajevi, u kojima se izrazi svode
na standardne elasticne oblike veza. Medutim, kod staticki
neodredenih nosaca, zbog reoloskih karakteristika betona
i prednapetoga cCelika dolazi do promjene sila u presjecima
i bez promjene opterecenja. Analizom stanja u presjeku na
prije prikazani nacin nije moguce obuhvatiti promjenu tih sila,
nego je nuzno promatrati konstrukciju kao cjeloviti sistem. Za
tako slozene analize najcesce se upotrebljavaju metoda sila
i metoda pomaka, za koje su osnovne jednadzbe elasticnosti
prosirene na jednadzbe viskoelasti¢nosti [2]. Medutim, tek
je razvoj numerickih metoda pruzio pogodnost za poopcenje
proracunskih modela i uporabu racunala.

4, Jednadzbe ravnoteze spregnutoga uslojenog
konacnog elementa

Primjena metode konactnih elemenata podrazumijeva
diskretizaciju kontinuuma na elemente konacnih dimenzija.
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Skup svih konacnih elemenata medusobno spojenih u ¢vorovima

¢ini mrezu konacnih elemenata promatrane konstrukcije. U

dobivenom sustavu algebarskih jednadzbi za nepoznanice se

uzimaju veli¢cine vezane za ¢vorove elemenata [3]. Primjena
metode konacnih elemenata za promatrani problem zahtijeva

uvodenje odredenih pretpostavki [13]:

- analiza se odnosi na linijske konacne elemente koje u opéem
slucaju cine spregnuti betonski i Celicni dio s dodatnim
prednapetimimekim celikom. Pretpostavljasedajeostvareno
potpuno sprezanje, tj. za tekuci k-ti vremenski interval vrijedi
jednakost prirasta deformacija (Ae, =Ae, =Ae_ =Ae, =Ag);

- vrijedi Bernoullijeva pretpostavka o ravnim presjecima
i linearnost promjene dilatacije po Vvisini spregnutoga
presjeka (moze se zanemariti utjecaj posmika na deformaciju
konacnoga elementa);

- diskretizacija se provodi po duljini konstrukcijskoga elementa,
a u slojeve po visini popre¢noga presjeka uz uzduzne je
dilatacije uveden i doprinos zakrivljenosti, dok je zanemaren
doprinos zaokretanja presjeka;

- spregnuti se elementi aproksimiraju ravnim konacnim
elementima u ravnini xOy, pri ¢emu neka tocka u elementu
ima tri stupnja slobode gibanja: horizontalni pomak u(x),
vertikalni pomak v(x) i zaokretanje presjeka ¢(x). Kada se za
nepoznate veli¢ine uzmu pomaci, linijski konacni element u
opcem slucaju ima Sest stupnjeva slobode gibanja, u svakom
¢voru po tri nepoznata poopéena pomaka (u,, v, @, U,, V,, ¢.)
(slika 3.).

by

n

p @2 Ya 53

'X

Slika 3. Linijski konacni element

Zadogovor o predznacima primjenjuje se sljedece pravilo: pomaci u
iv,sileNiT, naprezanja o injimaodgovarajuce deformacije € pozitivni
su u smislu pozitivnih osi koordinatnoga sustava. Zaokretanje ¢,
moment savijanja M, nagib dijagrama naprezanja 3 i zakrivljenost
K pozitivni su kad im je smisao vrtnje suprotan od smisla vrtnje
kazaljke na satu. Naprezanja i deformacije odnose se iskljucivo na
lokalni koordinantni sustav. Prema takvu dogovoru, deformacije
su skupljanja betona ¢, u po¢etnom (prvom) cvoru promatranoga
konacnog elementa pozitivne, a u krajnjem (drugom) negativne.
Isto pravilo vrijedi i za promjenu naprezanja AG, pri relaksacij
prednapetoga celika. Inkrementalna veza izmedu komponenata
deformacije (dilatacije i zakrivljenosti) i pomaka (uzduznoga i
poprenog) promatranog konacnog elementa u tekuéem k-tom
vremenskom intervalu u transponiranom je obliku

Ag(x)
Ax(X)

|daurx) o|2Av(x)|T
k _| dx dX2

(25)

!

Promjene parametara pomaka uzduz elementa Au(x) i Av(x)
definiraju se s pomocu pretpostavljenoga polja pomaka konacnog
elementa. Polje pomaka odredeno je interpolacijskim funkcijama
(funkcijama oblika) [3]. Uz pretpostavku da je rotacija presjeka
odgovarajuca derivacija pomaka, tj. da je Aq(x),= -dv(x),/dx,
oblikuju se interpolacijske matrice N. Te matrice u promatranom
k-tom vremenskom intervalu daju vezu izmedu vektora pomaka
Aq(x), u polju elementa i vektora ¢vornih pomaka Aq,. Na osnovi
diferencijalnih veza, danih izrazom (25), moZe se postaviti
veza izmedu deformacijskin komponenata uzduz osi Stapa i
komponenata pomaka ¢vornih tocaka, kako je dano u izrazu (26):

d d? !
—(N -=_(N 26
dx( u9u) dxz( qu)k (26)

Ae(x)
Ax(X)

k

Kad se pretpostavi da se pomak cvorne tocke konacnoga
elementa odnosi na pomak tocke po referentnoj osi r i kada
se u izrazu (26) provedu odgovarajuca deriviranja, uz kraca
obiljezavanja, postavlja se veza izmedu osnovnih deformacijskih
velitina Ag_i Ax tocaka polja elementa i vektora ¢vornih pomaka
Aq, u obliku prikazanom izrazom (27):

Ag,

Ak = BrAqr,k (27)

k

gdje matrica B, ima komponente

—% 0 0 % 0 0
BTl 8120 4 6x o 6 12 2 6x Y
2 B3 L 2 2 3 L 2

U skladu s prihvacéenom pretpostavkom o ravnim presjecima,
dilatacija u proizvoljno odabranoj tocki presjeka, Ae(xy), odreduje
seizizraza (29):

Ag,
Ax

Ag,
Ax

Ag = (Mg +Axy), = [1y =P (29)

k k

Kada se jednadZba (27) uvrsti u (29), dilatacija u tocki presjeka
konacnoga elementa ima oblik prikazan izrazom (30):

A(‘;‘k = PBqul’,k = GAqr,k (30)

gdje matrica G za dilataciju proizvoljno odabrane tocke ima
komponente
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oo 1 (812, (2.88), (8,12, (2.81)) g3y
L L2 L3 Y L L2 Y L L2 L3 y L L2 y

Matricni oblik izraza (30) daje vezu izmedu prirasta dilatacija
Ag, proizvoljno odabrane tocke u polju konacnoga elementa
i prirasta pomaka njegovih Cvorova u promatranom k-tom
vremenskom intervalu. Sve Sto je prethodno istaknuto vrijedi za
sve komponentne materijale (c — beton, a — konstrukcijski celik,
s — meki celik, p — prednapeti celik).

Prema prihvacenoj pretpostavci o potpunom (krutom)
sprezanju, u kojemu su prirasti deformacija svih dijelova/
slojeva spregnutoga presjeka u promatranoj referentnoj osi
medusobno jednaki, vrijedi i jednakost pomaka za tekuéi A-ti
vremenski interval:

Aqr,c,k =G ak =Y,sk = pk =Yk (32)
Inkrementalna veza izmedu naprezanja i Cvornih pomaka

betonskoga dijela presjeka (nakon uvrstavanja izraza (30) u izraz
(3) i uzevsi u obzir navedenu jednakost pomaka) ima oblik

Aogk = Egkk-1 )G(Aqr,k - AQr,c,k) (33)
gdje je veza slobodnih deformacija i slobodnih pomaka oblika:
Aegy = GAG, ¢ (34)

Na sli¢an se nacin mogu napisati inkrementalne veze i za ostale
slojeve/materijale spregnutoga elementa:

Aaa’k = EaGAqr,k (35)
Ao—S,k = ESGAqI',k (36)
AO'p!k = EpGAql',kk + Agpr,k (37)

Teorijska je osnova na kojoj se temelji metoda konacnih
elemenata princip o minimumu energije pri varijaciji pomaka,
odnosno princip jednakosti prirasta rada vanjskih silana zadanim
pomacima i prirasta rada unutarnjih sila na odgovarajuc¢im
deformacijama [3]. U opem slucaju treba zbrojiti radove za
sve slojeve/materijale spregnutoga elementa (¢ — beton, a
— konstrukcijski celik, s — meki Celik, p — prednapeti celik). U
daljnjem izvodenju izraza primjenjuju se odgovarajuce zamjene,
virtualni pomaci i Lagrangeov teorem. Transformacijom
umnozaka matrica pod integralima (skalari) i primjenom principa
o minimumu ukupne promjene potencijalne energije SAIT = 0 te
diferenciranjem izraza po Aq’, dobiva se

KkAqr,k + AQ;,k + AQ;,k = AQK (38)
gdje su:
K, - matrica krutosti spregnutoga konacnog elementa

AQ, - vektor vanjskih cvornih sila

AQ, - vektor fiktivnih ¢vornih sila zbog puzanja i skupljanja
betona

AQ;k - vektorfiktivnih ¢vornih silazbogrelaksacije prednapetoga
Celika.

lzraz (38) predstavlja poopceni uvjet ravnoteZe linijskog
uslojenoga (spregnutog) konacnog elementa u lokalnom
koordinatnom sustavu.

4.1. Matrica krutosti uslojenoga konaénog elementa
Matrica je krutosti spregnutoga konacnog elementa K, za op€i
slucaj, napisana kao zbroj udjela betona te konstrukcijskog,
mekog i prednapetog celika

Ki =Kok +Kap +Ksk +Kp i (39)
Komponente matrice krutosti za pojedine slojeve/materijale

spregnutoga konacnog elementa, nakon provedene integracije,
imaju oblik (indeks m zamjenjuje indekse ¢ g, s, p)

A2 0 =S -AL2 0 Sy?
12l 6l,L 0 12, 6l.L
2 2
K _En 4L 0 —6lyL 20l (40)
mee3 A2 0 —S,l2
m m
121, —6l,L
2
4ll? |,

Koeficijenti matrice krutosti (40) razlikuju se od koeficijenata
matrice krutosti homogenoga Stapa za ¢lan E_,S_ /L. Veli¢ina
S..« Je staticki moment povrsine popretnog presjeka u odnosu
na referentnu os r. S pomocu tog ¢lana uvodi se utjecaj visinskog

poloZaja pojedinih slojeva u spregnutom presjeku.
4.2, Vektori cvornih sila za slojeviti konacni element

Vektor je cvornih sila od vanjskoga opterecenja u transponiranu
obliku (radi lakSega prikaza)

AQy =[AN; AT, AM; AN, AT, AMp|! (41)

U skladu s koncepcijom metode konacnih elemenata,
optereCenje polja elementa zamjenjuje se ekvivalentnim
komponentama ¢vornih sila. Na odgovarajuci se nacin bilo koje
opterecenje elementa moze zamijeniti ekvivalentnim ¢vornim
opterecenjem [3]. Vektor je cvornih fiktivnih sila betonskoga
dijela presjeka:

* * * * * * «|T *
AQqy =|AN; ATy AM; ANy ATy AMp| =Ko yAdy (42)

Pojava fiktivnih €vornih sila u skladu je s promjenama u
elementu zbog skupljanja i puzanja betona u promatranom
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intervalu. Tim se silama moze dati i fizicka interpretacija [13].
Prema definiciji, slobodne deformacije, odnosno slobodni
pomaci izazvani su skupljanjem i puzanjem betona, a ne
neposrednim djelovanjem vanjskoga opterecenja. Ako se
pretpostavi da su slobodni pomaci betona privremeno
sprijeceni uvodenjem fiktivnih unutarnjih veza, zbog
reoloskih karakteristika betona dolazi do postupne promjene
naprezanja, odnosno promjene fiktivnih sila. Tim se silama
ponistavaju slobodni pomaci. Kako u promatranom elementu
ne postoje fiktivni uvjeti koji sprecavaju slobodne pomake,
treba spomenute uvjete ukloniti, tj. treba nanijeti negativne
vrijednosti fiktivnih sila u ¢vorovima kojima se poniStava
djelovanje reakcija fiktivnih uvjeta.

Direktno odredivanje fiktivnih sila primjenom desnoga dijela
jednadzbe (42), za prihvaceni model kona¢noga elementa,
zahtijeva prethodno odredivanje vektora slobodnih
pomaka cvornih tocaka Aq . Medutim, iz izraza (33) i (34)
ti se pomaci ne mogu odrediti, jer nije poznata G. U tako
definiranim uvjetima fiktivhe se sile mogu odrediti jedino
preko slobodnih deformacija betonskoga dijela presjeka.
Zbog toga dio jednadzbe (38) kojim su definirane fiktivne
sile treba u postupku sredivanja izraza vratiti korak unazad,
tj.

N N T
AQg o =KekAQy ok = —I G Eck-1)P
v

c

Ag*
A (43)

ck

*

K

Slobodne deformacije betonskoga dijela presjeka mogu se
odreditiizmatri¢nogoblikaizraza (4) u kojem je komponentom
Ax definirana promjena deformacije po visini poprecnog
presjeka. Prema osnovnim pretpostavkama metode konacnih
elemenata, ti se presjeci odnose na presjeke u ¢vorovima
elementa. Medutim, odredivanje fiktivnih sila prema
jednadzbi (43) trazi integraciju po zapremini betonskoga
dijela/sloja elementa. Taj zahtjev, uz poznavanje promjene
deformacije po visini trazi i poznavanje promjene deformacije
uzduz elementa. Prema prihvacenom modelu metode
konacnih elemenata, vanjsko se opterecenje polja elementa
zamjenjuje ekvivalentnim silama u ¢vornim tockama. Osim
toga, uvodenjem funkcija oblika postavljena je veza izmedu
pomaka tocaka u polju elementa i pomaka cvornih tocaka.
Na slican nacin se moze postaviti veza izmedu slobodnih
deformacija u polju elementa i odgovarajucih vrijednosti
tih deformacija na krajevima Stapa, tj. u ¢vorovima 1 i 2
elementa. Dovoljna se toCnost postize primjenom linearne
veze, tj. funkcije varijable x:

Agpq

AK»]

Agpq Agpp

AK»]

.
Ag,

Ax

(44)

AKZ

ck c,k ck ck

UvrStavanjem izraza (44) u (43) i njegovom integracijom
odreduju se komponente ¢vornih fiktivnih sila:

A S A S
ANy 2 2 2 2
N S ! S I .
ATy L L L L] [Aen
. |am, S 1 0 0] |Axg
AQey = AN, =Eknl 4 s a4 s Ac, (45)
- = - = r
e 2 2 2 2| |0
AM3 | L L L L
0 0 -5 |,

lzrazom (45) fiktivne su sile potpuno odredene. Preko
statickoga momenta povrsine S, uvodi se utjecaj visinskog
polozaja betonskog dijela/materijala u odnosu na referentnu
os. Fiktivne normalne sile su konstantne i osrednjene uzduz
promatranog konacnog elementa, Sto je u skladu s prihvacenim
pretpostavkama. Ovo osrednjavanje utjece na to¢nost postupka
proracuna. Uvodenjem finije podjele i povecanjem broja konacnih
elemenata povecava se i tocnost proracunskog modela. Vektor
je prirasta fiktivnih sila zbog relaksacije prednapetoga Celika dan
jeizrazom (46):

. T
2Qp = [ 6 AGyY, (16)

Vo

Dovoljna se tocnost postize ako se za promjenu ralaksacije
uzduz elementa uzme linearna funkcija varijable x:

_ _ _ _ X
AO'pr!k = Aapl’1,k +(Aapr2,k —AO'pH!k)z (47)
Uvrstavanjem izraza (47) u jednadzbu (46) i njezinom
integracijom dobiva se
_A A
AN, 2 2
. s _S
ATy L L
* AM, S 0 AEpr‘l
AQp, = o= _
P AN, A A AO'pr2 K (48)
* 2 2
AT,
Z, s S
AM, pk L L
0 -S ok

U ovom postupku se s pomocu statickoga momenta povrsine
S, uvodi utjecaj visinskog polozaja prednapetoga Celika u
odnosu na referentnu os. Fiktivne su normalne sile konstantne
uzduz promatranoga konacnog elementa, Sto je u skladu s
prihvacenim pretpostavkama. Fizicka interpretacija pojave
fiktivnih sila zbog relaksacije prednapetoga celika analogna je
onoj opisanoj za betonski dio presjeka. NanoSenjem negativnih
vrijednosti ukupnih unutarnjih sila, osnovna jednadzba konacnih
elemenata poprima oblik prikazan izrazom (49):

KiAa, 4 = AQ -~ AQ,, —AQ), (49)
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gdje matrica krutosti daje vezu izmedu ¢vornih sila i ¢vornih
pomaka. Prethodna je jednadZzba ustvari sustav algebarskih
jednadzbi u kojima su, osim elasti¢nih karakteristika materijala,
uvedena i reolodka svojstva betona i prednapetoga celika.
Diskontinuirane promjene opterecenja uvode se s pomocu
fiktivnih intervala vremena At, = 0. Za fiktivne se sile tada
dobivaju nulte vrijednosti. Taj je slucaj ustvari poznati sustav
jednadzbi za konacne elemente s elasti¢nim karakteristikama
materijala:

KkAqr,k = AQk (50)

Zainterval vremena konacne duljine (At, > 0) vanjsko opterecenje
najcesce nema utjecaja. Prisutne su samo fiktivne sile. Za taj
se slu¢aj osnovna jednadzba konacnih elemenata svodi na
jednadzbu za viskoelasticne materijale:

KiAQ, 4 = —AQgy —AQ, (51)

5. Jednadzbe ravnoteze sustava konacnih
elemenata

Primjena metode konacnih elemenata podrazumijeva da se
promatrana konstrukcija (sustav) podijeli na elemente koji tvore
mrezu konacnih elemenata. Oblikovanje sustava jednadzbi
mreze konacnih elemenata zahtijeva prethodno oblikovanje
osnovnih jednadzbi svakog kona¢nog elementa. Za postavljanje
jednadzbi ravnoteze sustava nuzno je matricu krutosti i vektore
sila za svaki konacni element transformirati iz lokalnoga u
globalni koordinatni sustav [3].

Jednadzba ravnoteze sistema (matricni oblik) dobiva se tako da
se matrice krutosti i vektori sila iz izraza (49) za svaki konacni
element superponirgju u skladu s kriterijem povezanosti
Cvorova sustava [3]. Postavljanjem komponenata matrice
krutosti i vektora sila konatnoga elementa na odgovarajuce
poloZaje oblikuje se poopéena jednadZba ravnoteZe za spregnuti
sistem u cjelini:

KiAG e = AQy — AQq y — Q) (52)

Prethodnom jednadZzbom obuhvacena su elasticna i
viskoelastitna svojstva spregnutih materijala. Viskoelasti¢ne
promjene obuhvacene su vremenskim intervalima konacne
duljine (At > 0), a elastitne (diskontinuirane) promjene
obuhvacene su fiktivnim vremenskim intervalima (At, = 0).

5.1. Vektor fiktivnih sila za sustav

Pri izraunavanju komponenata vektora fiktivnih sila, s obzirom
na reologiju betona i prednapetoga celika, primjenom izraza
(45) i (48) unosi se odredena pogreska kako bi se provelo
osrednjavanje uzduznih sila svakog konacnog elementa za opdi
slucaj slozenog savijanja, s tim da je pogreska manja za finiju
podjelu konstrukcije. Nakon Sto se neposrednom primjenom

izraza (45) i (48) dobivaju osrednjene vrijednosti, stvarne
vrijednosti fiktivnih uzduznih sila ostaju nepoznate (slike 4. 5.),
tj. nepoznata je njihova raspodjela uzduz svakog promatranog
konacnog elementa.

Ovdje je izvrSeno poboljSanje proracunskoga modela kojim
se povecava tofnost rezultata i bez bitnoga povecanja broja
konacnih elemenata u sistemu. Tim se poboljsanim postupkom
najprije izraCunavaju stvarne fiktivne uzduzne sile (slike 4.
i 5.), a potom se osrednjavaju i upotrebljavaju u onom koraku
proracuna u kojem treba zadovoljiti uvjete ravnoteze metode
konacnih elemenata. U sljede€em se koraku izracunavaju
osrednjene dilatacije, a nakon toga se uvode njihovi popravci u
¢vorovima (obrnuti postupak osrednjavanju).

Stvarne vrijednosti fiktivnih uzduznih sila u promatranom
konacnom elementu mogu se dobiti iz izraza (45) ako se iskljuci
utjecaj komponenata deformacija jednog Cvora na drugi, tj.
kada odgovarajuci koeficijenti matrice krutosti betonskog sloja
poprime nulte vrijednosti:

AN A -S 0 0
! s 1 s | ,
ATy L L L T [Aen
N S 1 0 ol |ag
AQg = W —Ecgk—1) 0 0 A S| | (53)
2 r2
. S I S .
AT. -= —— = | |Ax
2 L L L L Zlek
MMy 0 0 -S |,

Medutim, s tako izracunanim fiktivnim silama uvjet ravnoteze
promatranoga konacnog elementa u uzduznom smjeru nije
zadovoljen. Zbog toga u sljede¢em koraku proracuna treba
provesti osrednjavanje uzduzne sile (slika 2.):

(AN;HC _ANI:IZC)k

2 (54)

ANjoy =—=ANpey =

Za ilustraciju modela proracuna uzet je primjer nosaca/grede
tako da su konacni elementi postavljeni u nizu/pravcu (slika 6.a.).
Dijagram momenata savijanja u prvom/fiktivnom vremenskom
intervalu od zadanoga opterecenja (trenutno elasti¢no stanje)
prikazan je na slici 3.b. U drugom/kona¢nom vremenskom
intervalu, primjenom izraza (5), izratunavaju se slobodne
deformacije betonskoga dijela presjeka (slika 4.), a zatim se
iz izraza (53) odreduju fiktivne sile u cvorovima konacnog
elementa (slike 6.c. i 6.d.).

14 Ag

....}\ ]

Slika 4. Slobodne deformacije betona i fiktivne sile
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-AN,
E \Nr-u‘

(AN, + AN, )/2

Slika 5. Fiktivne uzduzne sile konac¢noga elementa (stvarne i
osrednjene)

U drugom (konacnom) intervalu vremena, zbrajanjem sila koje
pripadaju istom ¢voru fiktivne se uzduzne sile ponistavaju, jer su
za ¢vorni presjek dva susjedna konacna elementa ove sile istoga
intenziteta, a suprotnog smisla djelovanja (slika 6.d.). Fiktivni
se momenti savijanja takoder ponistavaju (slika 6.c.), ali samo
prividno, jer se ovi momenti adekvatno uvode u proracun preko
poprecnih sila (slika 6.f). Ako se ne bi provelo osrednjavanje
fiktivnih uzduznih sila svakoga konacnog elementa, u sumarna
naprezanja i deformacije ne bi bili uvedeni doprinosi tih sila.
To bi dovelo do znatnijega odstupanja od uobicajene tocnosti
rezultata proracuna. Promatrani konacni element prema
prihvacenu modelu ne moZe imati promjenljivu uzduznu silu.
Osrednjavanje uzduznih sila, prema izrazu (54), dovodi do
zamjenjujucega (stepenicastog) dijagrama tih sila (slika 6.e.),
tako da se njihovim zbrajanjem u ¢vorovima (slika 6.g.) dobivaju
konacne vrijednosti. Time se doprinos utjecaja fiktivnih uzduznih
sila uvodi u daljnji postupak proracuna, sto dovodi do rezultata
zadovoljavajuce tocnosti.

AT,

gl l \ﬁc
% A & & R W e -
i 2 3 2 5 3 7 8 9

Slika 6. Fiktivne sile spregnutih konacnih elemenata u nizu/pravcu

Da bi se povecala to¢nost rezultata i za sustave s manjim brojem
konacnih elemenata, za svaki promatrani konacni element

na osrednjeni dijagram pri izra¢unavanju dilatacije za tekudi
vremenski interval treba dodati (ili oduzeti) prirast dilatacije Agy,
(slike 5.1 6.e.):

AgN,k = (55)

1 [ ANy + AN,
E.A, 2 ;

Na taj se nacin ponovo oblikuje nagnuti dijagram uzduz
konacnoga elementa, Sto dovodi do zadovoljavajuce tocnosti
za uobicajene analize spregnutih konstrukcija u praksi. Analogni
postupak primjenjuje se i na vektor AQ;’k zbog relaksacije
prednapetoga celika.

6. Stanje naprezanja i deformacija

RjeSenjem sustava algebarskih jednadzbi (52) odreduje se
vektor pomaka ¢vorova sustava za tekuci vremenski interval.
Prije toga treba uvesti rubne uvjete po pomacima i/ili silama i
eliminirati poznate uvjete, jer je matrica krutosti singularna.
Komponentne deformacije promatranoga konacnog elementa
mogu se odrediti nakon izdvajanja vektora pomaka za njegove
¢vorne tocke. Te pomake treba transformirati iz globalnoga u
lokalni koordinatni sustav [3].

Ako je u postupku proracuna vanjsko opterecenje polja
elementa uvedeno s pomocu ekvivalentnih ¢vornih sila, pri
¢emu su uvedeni momenti AM,, i ako je prethodno provedeno
osrednjavanje fiktivnih normalnih sila AN, u izraz za
izraCunavanje deformacije promatranoga konacnog elementa
treba uvesti dio deformacije Ag, , i dio zakrivljenosti Ak, tj.:

Ag,
Ak

AEN

=B,A +
r qr,k AKM

(56)

k k

IzraCunani parametri promjene deformacije prosmatranoga
konacnog elementa, u skladu s pretpostavkom o jednakosti
deformacija, vrijede za sve slojeve/materijale presjeka.
Medutim, naprezanja je nuzno odredivati posebno za
svaki sloj presjeka, pri ¢emu se primjenjuju inkrementalni
oblici veze naprezanje-deformacija za pojedine materijale
(konstrukcijski ¢elik, meki celik, beton i prednapeti celik)
dani izrazima (15-18). Naprezanja po visini pojedinih slojeva
linearno se mijenjaju, dok se zbog razlicitih fizikalno-
mehanickih karakteristika materijala na kontaktima slojeva
javljaju skokovi.

Parametri ukupnih naprezanja i deformacija za diskretni
trenutak vremena t, odreduju se superpozicijom prethodnog
stanja i prirasta stanja u tekucem vremenskom intervalu (step-
by-step) za svaki sloj/materijal (m =g, ¢ s, p):

o

B

_|%

Y

Aoy

AB (57)

k k-1 k
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L=Ls+L:+L1=2335+4000+2335=86,70 m 0
|
| | | | I | I | l
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1590 m 745 m 10,00 m 20,00 m e 10,00 m 745 m 1590 m
L1=2335m Lia=4000m £ Li=2335m
s i ]
0066m 1 0066 m
- 86,70 m |
Slika 7. Uzduzna dispozicija mosta
. . As Prednapinjanje grede izvedeno je kabelima od 12 zica ¢5 mm.
o=+ (58)  Jedan kabel unosi normalnu silu u gredu od P = 240 kN u tezistu
Kl Kl |AK . . . Y
kabela. Kabeli su rasporedeni u sedam grupa koje su oznacene

Za dijelove/slojeve presjeka u kojima su naprezanja istodobno
aktivirana, u liniji sprezanja nema skokovite promjene ukupne
deformacije. Medutim, kako prikazani model proracuna, ovisno
o tehnoloskom postupku pri izvodenju, podrzava i naknadna
uklju¢enja pojedinih dijelova presjeka, tada se kod ukupne
deformacije na kontaktima javljaju skokovi. IzloZeni je postupak
proracuna automatiziran te su autori razvili racunalni program
kojim se mogu rjeSavati uobicajeni problemi u inzenjerskoj praksi.

7. Numericke analize i razmatranje rezultata

Da bi se ilustrirala primjena prikazanoga postupka proracuna,
uzet je primjer kontinuirane spregnute okvirne konstrukcije
mosta (L = 23,35 + 40,00 + 23,35 = 86,70 m) od prednapetoga
betona (slika 7. — uzduzni presjek, slika 8. — poprecni presjeci
grede u polju i iznad stupova), preuzet iz [2], kako bi se mogla
provjeriti to€nost razvijenoga modela proracuna.

1329

500

-

"C2 242 2k+2- 2k 2- 2+ 2-Lk+ 2-Ble+2-12k)

216

slovima od A do G (slike 9.1 10.). Grupe A, C, D, F i G su s ravnim
kabelima, pri ¢emu je maksimalan broj kabela u grupi A (presjek 4)
8 komada, u grupi C (presjek 10) 64 komada, u grupi D (presjek 10)
28 komada, a u grupi F i G (presjek 15) po 8 komada. Grupe BiE su
sa zakrivljenim kabelima rasporedenima pored rebara s unutarnje
strane sanduka. Grupa B sadrzi 24, a grupa E 48 kabela.
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Slika 8. Poprecni presjeci grede u polju i iznad stupova

Konstrukcijska mekaarmatura grede po Citavojje duljinikonstantna,
a sastojise od 107 $10i 8 ¢ 14. Raspored ove armature prikazan je

655 725
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Slika 9. Uzduzni raspored kabela

-_— -

5:4,00=2000m

grupa "C"

grupa"B"

235

grupa "A"

Slika 10. Raspored armature i kabela u presjecima (a), (b) i (c)

grupa "E"

grupa "F","G"
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Slika 11. Stalno opterecenje nosaca

5760 6720 7680 8640

22080

10260 17280 15360

Slika 12. Raspored sila prednapinjanja

u karakteristicnim poprecnim presjecima grede (slika 10.). Stupovi
su kruznoga poprecnog presjeka (¢66 cm) postavljeni ispod
svakog sanduka i kruto vezani s gredom i temeljnim stopama.
Meka armatura stupova sastoji se od 28 ¢$20 u donjemu i 44
$20 u gornjem dijelu.

Konstrukcija mosta je od betona marke MB45 (C 35/45) s
modulom elasti¢nosti E_= 35 GPa. Za koeficijent puzanja betona
danaje vrijednost ¢ = 2,0, a za koeficijent skupljanja g = 2x10™,
Zaprihvacenu algebarsku vezu metode srednjega naprezanja[2]
za koeficijent starenja treba uzeti y = 0,5. Modul je elasti¢nosti
meke armature E_= 210 GPa, dok je modul elasti¢nosti kabela

Treba napraviti proracun stanja naprezanja i deformacija u
konstrukciji mosta zbog djelovanja sljedecih utjecaja:

a) vlastite tezine konstrukcije (slika 11.)

b) prednapinjanja rasponskoga nosaca (slika 12.)

¢) skupljanja betona.

Konstrukcija mosta bit e izvedena tako da u trenutku kada je
prednapinjanje kabelazavrsenoikada u kabelima djeluju prora¢unom
predvidene sile, a prije injektiranja cijevi, konstrukcija bude
oslobodena skele. U takvim uvjetima vlastitu tezinu konstrukcije
primaju presjeci grede bez doprinosa geometrije kabela.

Ep: 178,5 GPa.
1675 3335 2335 2335 2335 2335 2335 2335 2335 2335 11675 200 500 400 400 400 200
D@ & ® ® ® ® ® © @ @@ 0 iz i CHREIN
A= 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1 2 3 1 14 15 16 17 18Ik
3 =4
27 s
22| I
i
@ g
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7
L |
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Slika 13. Podjela nosaca na konacne elemente
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Tablica 1. Podaci o kona¢nim elementima i njihovim slojevima

Konacni 1 2 3 4 5 6 7 8 9
element

cl A 2,79480 2,79480 2,79480 2,79480 2,79480 2,79480 2,79480 2,89680 3,16880
g 0,76254 0,76254 0,76254 0,76254 0,76254 0,76254 0,76254 0,83563 0,98569
aly, 046222 0,46222 046222 0,46222 046222 0,46222 0,46222 0,49256 0,55918
S a 0,00963 0,00963 0,00963 0,00963 0,00963 0,00963 0,00963 0,00963 0,00963
g 1 0,00352 0,00352 0,00352 0,00352 0,00352 0,00352 0,00352 0,00352 0,00337
sy, 0,67539 0,67539 0,67539 0,67539 0,67539 0,67539 0,67539 0,67539 0,66300
5| A 0,00661 0,00661 0,00661 0,00755 0,00850 0,00944 0,00944 0,01038 0,01227
al 0,00000 0,00025 0,00007 0,00007 0,00110 0,00173 0,00142 0,00127 0,00042
=y, 0,46222 0,87999 1,10286 1,19500 1,05778 0,88800 0,60400 0,39273 0,27192
Konacni 10 11, 12 13 1% 15 16 17 18,19 20, 21
element

cl A 3,44080 3,74680 3,33388 2,96480 2,79480 2,79480 2,79480 0,68424 0,68424
g 1,08524 1,15438 1,05283 0,87884 0,76254 0,76254 0,76254 0,01863 0,01863
|y 0,60894 0,64935 0,59200 0,51105 046222 0,46222 0,46222 0,00000 0,00000
S a 0,00963 0,00963 0,00963 0,00963 0,00963 0,00963 0,00963 0,01759 0,02765
g 1 0,00330 0,00320 0,00333 0,00344 0,00352 0,00352 0,00352 0,00059 0,00099
sy, 0,65680 0,64637 0,65941 0,66854 0,67539 0,67539 0,67539 0,00000 0,00000
5| A 0,01605 0,02171 0,02171 0,0179% 0,01699 0,01510 0,01510 0,00000 0,00000
8l 0,00053 0,00062 0,00062 0,00239 0,00204 0,00020 0,00006 0,00000 0,00000
=y, 0,22676 0,18848 0,18848 0,48211 0,90778 1,16125 1,25125 0,00000 0,00000

Tablica 2. Razdvojeni primjeri za zadana pojedinacna djelovanja

Interval vremena

At =0 Ot,= o

1 2

Iskljuceni dijelovi presjeka u poéetnom intervalu At

Primjer 1a: Vlastita tezina konstrukcije

Puzanje betona

Kabeli (za sve konacne elemente)

Primjer 1b: Prednapinjanje nosaca

Puzanje betona

Kabeli (za sve konacne elemente)

Djelovanje utjecaja

Primjer 1c: Skupljanje betona

Skupljanje betona

U[2]zadatak je rijeSen metodom sila, i to pojedinacno za zadana
djelovanja. RjeSenje je dano uz pretpostavku da je prednapeti
celik elastican materijal, a za deformacije teCenja betona
prihvacena je algebarska veza metode srednjega naprezanja.
To je aproksimativna algebarska veza teorije starenja pri
konstantnom modulu elasti¢nosti betona.

Podjela nosaca na konacne elemente i poloZaj cvorova prikazani
su na slici 13. Geometrijski podaci o kona¢nim elementima i
njihovim slojevima prikazani su u tablici 1. Pritom je za fiksnu
os svih konacnih elemenata odabran gornji rub kolnicke ploce.
Za rjeSenje ovoga primjera, a radi usporedbe rezultata i
verifikacije razvijenog modela proracuna, ukljucujudii verifikaciju
racunalnog programa, u prvoj su varijanti oblikovana tri primjera
(tri ulazne datoteke) u skladu sa zadanim utjecajima a), b) i c)

(tablica 2.). Pocetno vla€no naprezanje u kabelima izra¢unano je
kao o(t,) = P/A .

U drugoj varijanti zadatak je rjeSavan s jednom ulaznom
datotekom, jer je prikazani proracunski model poopcen i
omogucava da se naprezanja u pojedinim dijelovima (slojevi)
presjeka mogu aktivirati u razlic¢itim trenucima vremena. Takoder
se bez ogranicenja mogu ukljuciti i sva naknadna djelovanja u
skladu s faznim izvodenjem konstrukcije. Pri tome se s pomocu
fiktivnih intervala (At = 0) uvode sve skokovite (elasti¢ne)
promjene. Zbog toga se za promatrani primjer mogu formirati
dva ili tri vremenska intervala, ovisno o potrebi razmatranja
doprinosa pojedinih utjecaja na promjenu stanja naprezanja
i deformacija. | u jednom je i u drugom slucaju zadnji interval
konacan, a prvi, odnosno prva dva su fiktivna (tablice 3. 4.).
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Tablica 3. Jedinstven primjer za zadana djelovanja - dva vremenska intervala

Interval At =0 At,=
. L a) Vlastita tezina konstrukcije c) Skupljanje betona
Djelovanje utjecaja o . .
b) Prednapinjanje nosaca Puzanje betona
Iskljuceni dijelovi presjeka Kabeli (za sve konacne elemente)

Tablica 4. Jedinstven primjer za zadana djelovanja - tri vremenska intervala

Interval At =0 At,=0 At3=u
. L R . . .. ; c) Skupljanje betona
Djelovanje utjecaja b) Prednapinjanje nosaca a) Vlastita tezina konstrukcije

Puzanje betona

Iskljuceni dijelovi presjeka Kabeli (za sve konacne elemente) Kabeli (za sve konacne elemente)

U prvom intervalu (At, = 0) aktivni su Celi¢ni nosac i betonska U drugom slucaju, razmotri li se doprinos pojedinacnih utjecaja, prvi
ploca, jer prednapeti kabeli joS nisu injektirani i ne Cine dio i drugi interval su fiktivni (At, = 0i At, = 0) i u njima se uvode, redom,
spregnutoga presjeka, dok je sila prednapinjanja uvedena kao opterecenje od prednapinjanja i opterecenje od vlastite tezine, a
vanjsko opterecenje o(t,) = P/A . U tom prvom intervalu mogu zadnji (treci) interval ima vremensko trajanje (At, = w) i obuhvaca

se ukljuciti zajedno opterecenja a) i b). U drugom intervalu (At,=  viskozne deformacije od skupljanja i puzanja betona (tablica 4.).
®) obuhvacene su promjene zbog skupljanja i puzanja betona, a Kao reprezentativni, prikazani su rezultati naprezanja za presjek
u presjek su ukljuceni i prednapeti kabeli (tablica 3.). rasponske grede iznad srednjega oslonca mosta (slika 14.).
Gc 0’5 (o]
o armatura 768/6.09 ’
"‘ o i e e 1017,0/929,11
kablovi I
o \ +
~T
I \ |
= 1017,0/920,56
beton \
2 \
o [MPa]
\ .
armatura —_———t
ik W ) I, SE|
I 346/3,59 107,36/2147
Slika 14. Naprezanja u presjeku grede nad srednjim osloncem [MPa]
3 a
~ =
~T ;;- w
a -z
(=]
P i
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22
21 u[mm]
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Slika 15. Progibi uzduz grede
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Dobivene vrijednosti nakon izvrSenih proracuna za sve
varijante su identi¢ne, neovisno o tome rjesava li se zadatak
pojedinacno ili u zajednickoj datoteci. Usporedbom vrijednosti
naprezanja s vrijednostima iz [2] javljaju se minimalna
odstupanja, koja su posljedica osrednjavanja geometrije
pojedinih konacnih elemenata i pribliznoga uvodenja sile
prednapinjanja u konstrukciju parabolicnim kabelima. Te su
razlike manje od 4 % i ne predstavljaju nikakvu prepreku za
uspjesnu primjenu razvijenoga modela proracuna i kod ovako
slozenih spregnutih konstrukcija.

Ovaj primjer pokazuje preraspodjelu naprezanja u spregnutim
presjecima zbog skupljanja i puzanja betona tijekom vremena.
Dok se beton i kabeli rasterecuju, dotle meka armatura
preuzima znacajan dio naprezanja. Gornja armatura u ovom
primjeru dostiZe granicu dopustenih naprezanja za glatki celik,
Sto je uvecanje za pribilizno 250 % te o takvim promjenama
treba voditi racuna jos u preliminarnim fazama projektiranja.
Kada je u pitanju progib rasponske grede (slika 15.), moze se
utvrditi da je za krajnji trenutak progib u nekim dijelovima grede
zbog skupljanja i puzanja betona porastao za viSe od 60 % u
odnosu na pocetno elasti¢no stanje.

8. Zakljucak

Kod proracuna slozenih spregnutih konstrukcija vrlo je vazno
u obzir uzeti doprinos reologije betona i prednapetoga celika.
Ovdje razvijeni postupak po metodi konacnih elemenata,
u kojem se uvode uslojeni Stapovi i fiktivno opterecenje,
omogucava poopcavanje postupka i provodenje proracuna
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konstrukcije kao cjelovitog konstrukcijskog sustava, ukljucujuci
i staticki neodredene konstrukcije, a ne samo promatranjem
izdvojenih presjeka.

Tehnoloski postupci pri izvodenju konstrukcije, u kojima
se naprezanja u pojedinim slojevi aktiviraju u razlicitim
vremenskim intervalima, te promjene opterecenja i sve
druge promjene mogu se obuhvatiti prikazanim algoritmom
proracuna. Mogu se analizirati slozeniji slucajevi, kao Sto
su sve naknadne intervencije zbog pojacavanja i sanacije
postojecih konstrukcijskih sustava ili slucajevi iskljucenja
nekih dijelova (npr. zbog korozije armature). Prednost
ovoga algoritma ogleda se u primjeni racunala i razvoju
odgovarajucega softvera za brzo rjeSavanje primjera iz
inzenjerske prakse, ali i za potrebe istrazivanja u ovom
podrugju.

Analizom rezultata prikazanoga numerickog primjera namece
se zakljutak da je pri projektiranju spregnutih konstrukcija
nuzno ukljuciti viskoelasticna svojstva materijala, jer se
naponi i deformacije u elementima s vremenom bitno
mijenjaju. Pritisnuti betonski sloj u nacelu se rasterecuje,
a utjecaje preuzimaju Celicni nosac i armatura, dok se
dilatacije i zakrivljenosti presjeka tijekom vremena znacajnije
povecavaju.
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