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Povecanje ucinkovitosti iteracijske primjene metode gustoce sila

U radu je opisan postupak skracivanja trajanja proracuna priiteracijskoj primjeni metode
gustoca sila kojom se u fazi nalazenja oblika prednapete konstrukcije od uzadi postizu
trazene vrijednosti sila ili duljine odsjeCaka kabela. U svakom se iteracijskom koraku

Elizabeta Samec, mag.ing.aedif. linearni sustavi jednadzbi rjeSavaju s totnoscu koja u obzir uzima razlike izracunanih i
Sveutiliste u Zagrebu trazenih vrijednosti. PredloZeno je pravilo koje sprecava prebrzo povecavanje tocnosti,
Gradevinski fakultet odrzavajuci je istodobno dovoljno velikom da se konvergencija ne narusi.
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Increasing efficiency of iterative application of the force density method

The method for reducing total computational time in iterative application of the force
density method, intended to attain prescribed force values in cables or prescribed
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Prof.dr.sc. Kresimir Fresl, dipl.ing.grad. lengths of cable segments, is described in the paper. In each step of the iterative
Sveuciliste u Zagrebu procedure, linear systems are solved with the accuracy that takes into account
Gradevinski fakultet differences between the calculated and required values. The rule that prevents
Zavod za tehnitku mehaniku excessively fast increase in accuracy, while maintaining it high enough not to
fresl@grad.hr compromise the convergence of the iterative process, is proposed.
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Steigerung der Effizienz der iterativen Anwendung der Kraftdichtemethode

Maja Banicek, mag.ing.aedif. In der Arbeit wird das Verfahren zur Reduzierung der gesamten Berechnungszeit
Sveutiliste u Zagrebu bei der iterativen Anwendung der Kraftdichtemethode beschrieben, mit welcher in
Gradevinski fakultet der Phase der Formfindung von vorgespannten Seilkonstruktionen die geforderten
Zavod za tehnitku mehaniku Kraftwerte oder Kabelabschnittlangen erreicht werden. In jedem Iterationsschritt
mbanicek@grad.hr werden die linearen Gleichungssysteme mit einer Genauigkeit gelost, welche die

Differenz zwischen den errechneten und geforderten Werten berlcksichtigt. Es
wurde eine Regel vorgeschlagen, die einen zu schnellen Anstieg der Genauigkeit
verhindert, sie aber auf einer solchen Ebene aufrechterhalt, dass die Konvergenz
nicht beeintrachtigt wird.
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1. Uvod

Fleksijska je krutost uzeta mala, pa se vanjske sile koje djeluju
okomito na njegovu os uravnotezuju promjenom oblika pri
kojoj se razvijaju unutarnje uzduzne, i to vlacne sile. Odrzavanje
oblika - bolje bi bilo reci: sprecavanje prekomjernih promjena
oblika - konstrukcije od uzadi moze se osigurati tako da se uzad
slaze u mrezu kojoj ¢vorovi leze na plohi negativne Gaussove
zakrivljenosti. Uzad se uz to prednapinje kako bi pri svim
kombinacijama opterecenja sile u svim kabelima bile vlacne. Oblik
je prednapete mreze, prema tome, odreden uvjetima ravnoteze:
oblikovanje mreze trazenje je sustava sila u ravnotezi[1, 2]. Stoga
je prvi korak u projektiranju gipkih konstrukcija nalazenje njihova
pocetnoga oblika (poglavlje 2.1). To je razmjerno nestandardan,
inverzan zadatak u kojem se odreduje ravnotezna konfiguracija
konstrukcije, dok je u standardnim zadatama oblik zadan, a
odreduje se samo razdioba unutarnjih sila.

Jednadzbe proracunskoga modela za nalaZenje oblika izrazito
su nelinearne (poglavlje 2.2). Metodom gustoca sila, razvijenom
tijekom projektiranja  Olimpijskoga kompleksa u Minchenu
pocetkom sedamdesetih godina prosloga stoljeca, nelinearne se
jednadzbe lineariziraju [3-5] (poglavlje 3.1). No, pojam gustoce sile,
kao omijera staticke i geometrijske veli¢ine, nastao je formalnim
manipuliranjem matematickim izrazima, pa je tesko odabrati
razdiobu gustoca sila pri kojoj e dobivena ravnotezna konfiguracija
mreze zadovoljiti arhitektonske i konstrukcijske zahtjeve.

U radu [3] autor je uveo i nelinearnu metodu gustoca sila u
podlozi koje je metoda najmanjih kvadrata te je pokazao kako
se primjenom nelinearne metode mogu na sustavan nacin
zadovoljiti neki konstrukcijski zahtjevi: postizanje zadanih
vrijednosti prednaponskih sila u odabranim kabelima ili u
njihovim odsjefcima, postizanje zadanih duljina odabranih
odsjecaka kabela u ravnoteznoj konfiguraciji mreze i postizanje
zadanih duljina odabranih odsjetaka nerastegnutih kabela.
ProSirenje nelinearne metode koje omogucava ostvarivanje
zadanih lezajnih reakcija i time, posredno, zadavanje polozaja
odabranih (nelezajnih) ¢vorova mreze opisano je u radu [6], a
prosirenje koje omogucava zadavanje koordinata (sve tri, dvije ili
samo jedne) nekih ili svih ¢vorova prikazano je u [7].

U radovima [1, 2] navedeno je da iteracijska ili viSekoracna
primjena linearne metode gustoca sila omogucava djelomi¢no
ili potpuno postizanje trazenih vrijednosti sila, dok je u radu
[8] iteracijski postupak proSiren na postizanje trazenih duljina
odsjecaka ravnotezne konfiguracije (odjeljci 2.3 i 3.2). Neke
druge, posebice nekonstrukcijske zahtjeve projektant moze,
oslanjaju¢i se na iskustvo, potpuno ili dijelom zadovoljiti
interaktivnim radom u nizu pokuSaja. Iteracijska primjena
metode gustoca sila, medutim, katkada trazi dugotrajne
proracune, pa moze biti neprikladna za interaktivan rad. Cilj je
nasega istrazivanja skracivanje trajanja iteracijskoga proracuna
(poglavlje 3.3, s prikazom programske realizacije u poglavlju 4 i
primjerima u poglavlju 5). Prvi su rezultati izloZeni na 40% Solid
Mechanics Conference[S].

2. Matematicki model za nalazenje oblika
2.1. Nalazenje oblika

Pod pojmom nalazenja oblika prednapete konstrukcije od
uzadi podrazumijevamo odredivanje njezine ravnotezne
konfiguracije prije nanosenja korisnoga opterecenja i uz
zanemarivanje vlastite tezine. Pojam konfiguracije pak
obuhvaca i geometrijski oblik i razdiobu prednaponskih sila
u uzadi; autori rada [10] stoga nalazenje oblika nazivaju
rjeSenjem pocetne ravnoteze. Sustavan pregled postupaka
nalaZenja oblika mreza kabela dan je u radu [11]. Zanimljiva
zamisao primjene grafostatike i reciprocnih dijagrama, koja
pretpostavlja interaktivan rad, opisana je u radu [12].

Slika 1. Proracunski model mreze

mreze,

Za proracunski se model uvodenjem nekoliko
pojednostavnjujucih pretpostavaka (podrobnije obrazlozenih
uradu [8]), uzima sklop zglobnih Stapova[1, 31: tocke u kojima
se kabelikrizaju i tocke u kojima su spojeni s podlogom zglobni
su €vorovi, a odsjecci kabela izmedu njih zglobni Stapovi (slika
1.). §tap izmedu Cvorova /i joznatit ¢emo s {j j}. Cvorove koji
nisu lezajni nazvat ¢emo slobodnima.

Osnovne su varijable pri nalazenju oblika raspored kabelg,
polozaji njihovih kriziSta u prostoru, razmjestaj i poloZaji
lezajeva te vrijednosti prednaponskih sila u uzadi ili njihovi
omjeri (prilagodeno iz [10] za mreZze kabela). Postupci
nalazenja oblika ovise o tome koje se varijable zadaju, a koje
su nepoznanice. Raspored kabeld, koji odreduje raspored i
povezanost njihovih krizista i, time, topologiju sklopa zglobno
spojenih Stapova proracunskoga modela, gotovo se uvijek
zadaje unaprijed. Kako je trazeni oblik ravnotezna konfiguracija
prednaponskih sila u sistemu zglobnih Stapova, koordinate
su slobodnih Cvorova glavne nepoznanice. Vrijednosti
prednaponskih sila mogu biti unaprijed zadane, ali mogu biti
i nepoznanice koje se odreduju uravnotezenjem Cvorova i,
mozda, zadovoljavanjem dodatnih kinematickih ogranicenja.
Promjenama omjera vrijednost sila u razlicitim kabelima ili
u odsjeccima kabelda moze se mijenjati oblik mreze. Na oblik
mreze moze se utjecati i dodavanjem/uklanjanjem lezajeva ili
njihovim pomicanjem.
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2.2. Jednadzbe ravnoteze cvorova

Matematicka formulacija nalazenja oblika gipkih konstrukcija
od uzadi vrlo je jednostavna: svodi se na jednadzbe ravnoteze
slobodnih ¢vorova na koje djeluju samo sile prednapinjanja
u priklju¢enim Stapovima. Skup Stapova prikljucenih u cvor i
oznacit cemo sa g, Za svaki slobodan €vor / moZzemo napisati
tri jednadzbe ravnoteze koje izrazavaju iSCezavanje zbrojeva
projekcija sila na tri koordinatne osi:

X;—X; Yi—VYi
J i_ J I
z S,-J 0. =0, z vaf 0. =0,
{i.j}ep; & {i.j}ep; h

z; -2z
> SyZ—=0 ()
i b

{i.jYep;

gdje je S, vrijednost sile u Stapu {j, j} , a £; j njegova duljina.
Buducidaje

0 =g =P+ -y Pz -7 2
te su jednadzbe nelinearne.

Ako mreza ima n slobodnih Cvorova, dobiveni €e sustav
sadrzavati 3njednadzbi oblika (1). Ako je broj Stapova mreze b,
broj e mogucih nepoznanica biti 3n+b, jer svaki skup koji sadrzi
n koordinatnih trojki (x,,z) i b vrijednosti sila S, a zadovoljava
te jednadzbe, tvori ravnoteznu konfiguraciju. Kako jednadzbe
ravnoteze ne sadrze koeficijente koji izrazavaju konstitucijsku
vezu promjena duljina kabeld i vrijednosti sila u njima, problem
nalazenja oblika staticki je problem.

2.3. Poopcene minimalne mreze i kinematicka
ogranicenja

Jednadzbe ravnoteZe (1) mogu se smatrati uvjetima minimuma
funkcije &dane izrazom (3)

e({(Xi Yio Zihken) = z Sijlij (3)
{i.jYep

gdje je Nskup slobodnih ¢vorova, a fskup Stapova mreze. Mreze
sa zadanim vrijednostima prednaponskih sila, koje zadovoljavaju
te uvjete, mozemo nazvati poopcenim minimalnim mrezama.
Naime, ako su vrijednosti sila u svim Stapovima medusobno
jednake, S, = 5, rjesenje sustava (1) oblik je mreze za koji je zbroj
duljina kabela manji negoli u bilo kojemu drugom obliku koji
mreZza iste topologije moze poprimiti[1, 2, 8, 13].

Moguénost zadavanja razliCitih vrijednosti sila u razlicitim
kabelima povecava skup oblika ostvarivih u oblikovanju
prednapetih konstrukcija od uzadi. Primjerice, ako se sile u
drugim kabelima ne mijenjaju, odabrano se uze povecanjem
sile u njemu nateze, pa se prostorna poligonalna linija osi uzeta
izravnava i priblizava pravocrtnoj spojnici njegovih krajeva, a
njegova se duljina smanjuje (primjer u odjeljcima 5.1 i 5.2). Da
bi mreZa uz zadane sile u kabelima mogla doci u (poopcenu)
minimalnu konfiguraciju, ne smije se tijekom prednapinjanja
sprijeciti klizanje kabela jednih po drugima[1, 2] (slika 2.).

Slika 2. Nastanak minimalne mreze

Pritom se, medutim, moZe dogoditi da po nekom kabelu
dva cvora ili vise njih otklizu u jednu tocku, neovisno o
vrijednostima sila; neograniteno se priblizavanje ¢vorova
ne moze sprijeciti ni znatnim povecanjem vrijednosti u
nekim kabelima u odnosu na vrijednost u drugima. Zbog
toga ¢emo umjesto sila u nekim kabelima zadati duljine
njegovih odsjecaka izmedu krizista, Sto zapravo znadi da
cemo sprijeciti klizanje drugih kabela po njima. No, zadamo
li duljine odsjecaka (Stapova proracunskoga modela),
vrijednosti sila u njima, potrebne za postizanje trazenih
duljina, postaju nepoznanicama [8]. Zadane se duljine
mogu pomocu Lagrangeovih multiplikatora 4, izraziti kao
kinematic¢ka ogranicenja, pa funkcija ¢ prelazi u

o Yio Zidken- Vi i jyep, )= z Sijlij+ Z A ilii="1ip) (4)
{i.j}ep {i.j}ep

gdje je B skup Stapova duljine ?,-J kojih su zadane. Kako
je broj Lagrangeovih multiplikatora A, jednak broju
nepoznatih sila, izjednacavanje s nulom derivacija funkcije
& po koordinatama i po multiplikatorima daje sustav s
odgovarajucim brojem jednadzbi. Te su jednadzbe uvjeti
stacionarnosti funkcije &,

U radu [8] analizirana je primjena Newton-Krilovljevih
postupaka u rjeSavanju sustava jednadzbi (1) (uvjeta minimuma
funkcije &) i sustava uvjeta stacionarnosti funkcije €. U prvome
je slucaju analiza potvrdila poznatu Ccinjenicu, podrobnije
opisanu u radovima[2, 14, 15], da je trajanje proracuna ovisno o
pretpostavljenu pocetnom obliku i da je podrucje konvergencije
izrazito nepravilnoga, mozemo cak reci fraktalnog, oblika.
Problem pak stacionarnosti funkcije ¢ problem je sedlaste
tocke, pa se trajanje proracuna osjetno produljuje, a podrudje
konvergencije smanjuje. Stovie, za razliku od minimuma
konveksne funkcije & sedlasta tocka nije jedinstvena, pa
proracun, ako konvergira, moze konvergirati prema fizicki
neostvarivu rjesenju.
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3. Metoda gustoce sila
3.1. Izvorna linearna inacica metode

Zadavanjem omjera

S .
9ij= ﬁ (5)

nelinearne se jednadzbe (1) lineariziraju:

Z q;(z; —2)=0 (6)
{i.j}ep

z q;,j(y;-Yi)=0,
{i.j}ep

Z q;,j(x; —x;)=0,
{i.jtep

Omjeri q, sila i duljina Stapova nazivaju se gustocama sila [3-
51

Zadamo li umjesto vrijednost S sila u Stapovima gustoce
sila g, nepoznanice Ce biti i vrijednosti sila i koordinate
slobodnih ¢vorova, ukupno b+3n nepoznanica. Te dvije skupine
nepoznanica povezuje dodatnih b jednadzbi (5). No, zadane
vrijednosti g, konstantni su koeficijenti u jednadzbama (6),
pa se sustav koji sadrzi 3n jednadzbi ravnoteze raspada u tri
medusobno neovisna sustava s po nnepoznanica; nepoznanice
su prvoga sustava {x}c, drugog {y}c. a treceg {7}
Sva tri imaju istu matricu sustava, a razlikuju im se vektori
slobodnih €lanova, jer suim komponente g, x, q,.y,i G, 2z, zase
S, gdje je Sskup lezajnih ¢vorova. S poznatim se koordinatama
slobodnih ¢vorova mogu izracunati duljine £, Stapova, a potom
i vrijednosti sila u njima, jer su, iz (5), 5, = q,/,.

3.2. Iterirana metoda gustoce sila

Svako rjesenje sustava (6), za bilo kako odabranu razdiobu
gustoca sila po Stapovima mreZe zadane topologije, ravnotezna
je konfiguracija. Medutim, tesko je predvidjeti razdiobu gustoca
sila koja ce dati zamisljeni oblik mreze ili zamisljenu razdiobu
prednaponskih sila.

Iteracijsku primjenu metode gustoca sila nazvat éemo iteriranom
metodom gustoca sila (IMGS). U tom se postupku u svakom
koraku primjenjuje linearna metoda gustoca sila, pri ¢emu se
gustoce sila u nekom koraku odreduju na temelju zadanih uvjeta
i rezultata prethodnoga koraka.

Trazimo li postizanje vrijednosti sile §,-J- u Stapu {i}, gustocu sile
u njemu u k-tomu koraku iteracije racunat éemo prema izrazima

S . S .
(K) =g (k=1) _=1.J ili (k)=_*1J
95790 gk il g k) )
i\j i

gdje je %) vrijednost sile izratunana u prethodnom koraku.
Trazene se vrijednosti sila u Stapovima mogu medusobno
razlikovati [1, 2]. Poseban su slu¢aj minimalne ili geodetske
mreZe u kojima su vrijednosti sila jednoliko raspodijeljene [13]:
S,;=S.

Analogno, [Jiopisanu duljinu Z,-,j Stapa {i,}, odnosno propisanu
udaljenost /; ; Cvorova /i j mreze u ravnoteznoj konfiguraciji
mozemo ostvariti tako da gustocu sile u njemu u k-tomu koraku
racunamo prema izrazima

)=ty oo St "
— — 1] AR - LJ
9 =91 7 i qgp)= &y ®)

gdje je E(,.f(j‘” duljina Stapa / udaljenost ¢vorova izracunana u
prethodnom koraku [8].

Vrijednost sile u Stapu i njegova duljina ne mogu se istodobno
propisati, ali se moze zadati priblizna vrijednost sile, a potom,
nakon nekoliko koraka iteracije, preci na postizanje duljine.
Iteracijski se postupak prekida kada su

o) = max (1S~ )<rs i &)= max (14X -7 )<z, (9)
{i.j}ep {i,jYep

gdje su i 7, propisane tocnosti. U razlicitim Stapovima to¢nosti
mogu biti razlicite.

Buduci da je svako rjeSenje jednadzbi (6) ravnotezna konfiguracija,
opisani iteracijski postupak konvergira prema trazenu rjeSenju
kroz niz ravnoteznih konfiguracija. Prekine li se iteracijski
postupak prije no Sto su postavljeni uvjeti zadovoljeni uz
zahtijevanu tocnost, pa ¢ak i ako se ti uvjeti ne mogu zadovoljiti,
dobivena je mreza u ravnotezi. Prednost je iteracijskoga postupka
i to Sto se i trazene duljine Stapova, a ne samo trazene vrijednosti
sila, mogu ostvariti bez uvodenja Lagrangeovih multiplikatora.
Numericki su eksperimenti doduse pokazali da primjeri u kojima
se zadaju i vrijednosti sila i duljine Stapova zahtijevaju vise koraka
iteracije od primjera s priblizno jednakim brojem Stapova u kojima
se zadaju samo vrijednosti sila, ali razlike nisu tako velike kao pri
primjeni Newton-Krilovljevih postupaka.

U radu [8] receno je da je opisani postupak vrlo brz. Tu tvrdnju
treba malo poblize odrediti i ponesto preinaciti i prilagoditi.
Postupak jest brzi od Newton-Krilovljevih, ali je u izvornomu
obliku za oblikovanje mreza s velikim brojem Stapova u
stvarnom vremenu, trazi li se razmjerno velika tocnost, ipak
predugotrajan. U sljede¢em cemo odjeljku prikazati moguci
nacin njegova ubrzanja.

3.3. Skracivanje trajanja proracuna

U svakom se koraku iteracijskoga postupka rjeSavaju tri sustava
linearnih jednadzbi s istom matricom sustava. Primjena LU
dekompozicije, koja omogucava istodobno uvrstavanje unazad
viSe vektora desnih strana, stoga je posebno pogodna[16]. Budui
da je matrica sustava rijetko popunjena, za rjeSavanje vecih
sustava treba primijeniti inacicu LU dekompozicije prilagodenu
takvim matricama [17]. Pritom e do ograniCenoga popunjavanja
matrice ipak doci; nasi su numericki eksperimenti pokazali da
popunjavanje moze biti znacajno.
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Iteracijski postupci rjeSavanja linearnih sustava ne traze
popunjavanje matrice sustava, a skupina je Krilovljevih
postupaka vrlo ucinkovita [18], iako pri njihovoj primjeni svaki
od tri sustava treba zasebice rijesiti. Cjelokupan postupak
iteracijske primjene metode gustoca sila nazvat éemo vanjskom,
a iteracijski postupak rjesavanja linearnih sustava unutarnjom
petljom.

Za iteracijsko rjeSavanje linearnih sustava treba zadati tocnost
7, OVisnu o vrijednostima 7, i 7, kojima su u uvjetima (9) za
prekid vanjske petlje odredene toCnosti postizanja trazenih
duljina Stapova i vrijednosti sila u njima. Duljine i, posredno,
vrijednosti sila funkcije su koordinata ¢vorova. Tocnost kojom
su te koordinate odredene bit ¢e manja od T Naime, u uvjetu
za prekid iteracijskoga postupka rjeSavanja linearnoga sustava
sa zadanom se tocnoscu 7, usporeduje norma reziduala, lrll<
T, 8dje je k korak unutarnje petlje. Kako su velicina pogreske
rjeSenja i norma reziduala povezane izrazom

lle®l= A" < AN IF9ll, pogreska rjeSenja moze biti do 1Al
puta veca od reziduala. (Uz to pogreska izracunavanja duljine moze
biti do 2V/3 puta veca od pogreske kojom su odredene koordinate
tocaka.) Sustave (6) treba stoga rjeSavati barem s tocnoscu
Teq=Min(zs/a,7,/ @) (10)
gdje je o ocjena norme matrice A" (@ moze ukljucivati i faktor
2V3).

Primjena Krilovljevih postupaka omogucava ubrzavanje
izvodenja vanjske petlje. Ponajprije, u nekom cemo koraku
kao pocetne aproksimacije rjesenja uzeti rjeSenja dobivena
u prethodnom koraku. I, Sto je svakako vaznije, posudit ¢emo
zamisao Newton-Krilovljevih ili, slikovitije nazvanih, netocnih
Newtonovih postupaka koji pruzaju kompromis izmedu tocnosti
rjesavanja linearnih sustavai koli¢ine racunanja u jednom koraku
vanjske petlje [19]. Naime, ako su izra¢unane vrijednosti sila ili
duljine Stapova daleko od trazenih, smisleno je rijesiti sustave
(6) samo priblizno, i to s to manjom tocnoscu Sto smo dalje
od trazenih vrijednosti. Time doduse Zrtvujemo spomenutu
prednost iteracijske primjene metode gustoca sila: kako se u
gotovo svim koracima sustavi rjeSavaju s razmjerno malenom
tocnoscu, dobivene konfiguracije, osim onih pri kraju postupka,
nisu uravnotezene.

Tocnost rjeSenja sustava (6) postupno, dakle, povecavamo od
razmjerno malene pocetne tocnosti ¢ do tocnosti Ty kojom
mora biti odredena konacna ravnotezna konfiguracija. Ako u
k-tom koraku vanjske petlje Zelimo sustav rjeSavati s tocnoscu
koja odrazava udaljenosti izracunanih vrijednosti sila i duljina
Stapova od trazenih, 7 mora ovisiti o pogreskama e(s Vi e(k),
no kako te vrijednosti nisu poznate prije rjeSavanja sustava,
upotrijebit ¢emo vrijednosti iz prethodnoga koraka, e(k RN
e(k 1), Ovisnosti cemo izraziti u obliku

I=fg (el i ?e(:()=fg(e§;k_1)) (11)

Pretpostavit éemo, za pocetak, da su funkcije f; i f,linearne:

FO=po oD | F1=p, ot 2
Uz to, uzet éemo da je odnos izmedu 7%¥) i 4" jednak odnosu
izmedu r, ie(”) u posljednjem koraku vanjske petlje i da je odnos
izmedu ?é[)ie/‘ " jednak odnosu izmedu r,, iel™:

) k)
eS _Teq . e _Teq (13)
el g kT o)
Kako su e ~ 75 i e{™ ~ 7, mozemo uzeti da su
T — 7 -
7(k)— €q (k 1) z-e(k):ﬂegk 1) (14)

°s g ror

Na kraju vanjske petlje, kad e~ ef<- dosegnu z.i 7, trebalo bi
biti rés) = TquTéZ = 4 No, nikad nece bitie$ " = rgnie{k~ ) = 7, nego ce
pogreske biti nesto vece ili neSto manje od zadanih tocnosti. Ako
su manje od zadanih tocnosti, zadovoljen je uvjet (9) za prekid
vanjske petlje, pa sustav (6) nece ni biti rjeSavan s tocnoscu 7.

Uzet éemo stoga da su

=(k) = Teq(
Z

\/7)e(k 1)

?(k)zfeq“_\lfs) otk (15)
e S
S s

Analiza je primjera pokazala da tocnost prebrzo raste. Uzet
€emo stoga kvadratne funkcije

k) = Teq(1 \/7 (el alkNy2

s

()Teq1\/— (k1)

(16)
5

U obzir ¢emo uzeti i brzinu smanjivanja pogresaka e) i ef¥)
pomocu omjera tih vrijednosti u dva uzastopna koraka [20]:

=0 g i (k1) . =(k) ef“ ™" ’ (k-1)
_7] W e i e[ =n (k 2) e (17)
S

pri cemu je n prigusenje koje omoguéava dodatnu kontrolu.
Treba uzeti veéu od tognosti ?;g odnosno 7| re(k), pasu

T ) (k 1))

Tg;) —mln( S ( (k 1)) ( (k 2))
(18)

(k) = \/ ) k—1)\2 ey

o, mln{ ) 'n(egk’z))z

U netotnom postupku tocnost koraka odreduje veca od
pogredaka e\ " i ek Uz to, to¢nost koraka ne treba biti veca
od tocnosti 7, . Stoga uvodimo ogranicenje
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z"(ak)zmax(ré?,rgz )’Teq )

(19)

U nekim primjerima konvergencija vanjske petlje nije uniformna:
moze se dogoditi da je el >el™ ili e{¥)>elk™, Zbog toga
provjeravamo je li tocnost u k-tom koraku veca od tocnosti
prethodnoga koraka:

K)=min(z k-, (20)

4. 0 racunalnom programu

Izvorni racunalni program kojim su provedeni proracuni izraden
je u programskom paketu SageMath [21]. Dijagram toka
programa prikazan je na slici 3.

Sustavi linearnih jednadZzbi rjeSavaju se funkcijama splu() i cg()
programske biblioteke SciPy [22] koja je uklju¢ena u SageMath.
Rijetko popunjene matrice prikazane su pomocu razreda ecsc_
matrix (Compressed Sparse Column matrix) biblioteke SciPy.

5. Primjeri
5.1. Minimalna mreza s krutim rubovima
Prvi je primjer mreza s krutim rubovima: svi kabeli na oba

kraja imaju lezajne ¢vorove. Mreza je razapeta nad tlocrtnim
podrucjem [-a,a]? Koordinate zlezajnih ¢vorova dane suizrazom

cos(x/a)
cos(y/a)

(21)

Mrezaimadvije familije po 23 kabela, Stoznatidaima 23:23=529
unutarnjih cvorova, 4-23=92 rubna ¢vora te 46-24=1104 Stapa.
Unutarnji su Cvorovi slobodni, pa treba rijesiti tri sustava koji
sadrZe po 529 jednadzbi s 529 nepoznanica.

U prvom su koraku u svim Stapovima zadane jedini¢ne gustoce
sila. Dobivena je mreZa prikazana na slikama 4.a i 4.c. Vrijednosti
sila u Stapovima u rasponu su od 1,668 do 2,903.

UPIS: topologija mreze, lezajevi, gustoce sila g°,

trazene sile i duljine, kriterij prekida (t, 7)), Teq /

!

OBLIKOVANJE SUSTAVA JEDNADZBI (6)
s gustotamassila ¢ 1,

.

RIESAVANJE SUSTAVA JEDNADZBI (6)
s to¢noscu Teq

>y

TN

1ZRACUNAVANJE DULJINA STAPOVA
| VRIJEDNOSTI SILA

NE

!

KRITERIJ

PREKIDA DA

!

1ZRACUNAVANJE GUSTOCA SILA
q(7)i(8)

,

OBLIKOVANJE SUSTAVA (6)
s gustocama sila g%

!

IZRACUNAVANJE TOCNOSTI
7% (16)-(20)

!

RJESAVANJE SUSTAVA (6)
s to¢noscu t™

ZADOVOLJEN
?

ISPIS: koordinate
¢vorova, vrijednosti sila

Slika 3. Dijagram toka predloZenoga iteracijskog postupka
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drugomu podizrazu izraza (7), pri ¢emu
je uzeto §/(5_1) =S =1 (oblik mreze ne
ovisi o0 vrijednostima sila, nego samo o
njihovim omjerima, tako da se isti oblik
dobiva za bilo koji S). Kona¢ne su gustoce
sila u rasponu od 0,090 do 1,197.

Pri rjesavanju sustava jednadzbi LU
dekompozicijom prilagodenom  rijetko
popunjenim matricama, tocnost 7, =
10* postignuta je nakon 576 koraka.
Isti je broj koraka vanjske petlie bio
potreban pri rjeSavanju sustava metodom
konjugiranih gradijenata (CG). Za to¢nost
rjesavanja sustava uzeto je 7, = 5x107,
Ako su za pocetne aproksimacije rjeSenja
uzimani nul-vektori (xg‘) =0), ukupan
je broj koraka unutarnjih petlji za sva
tri sustava bio 78258. Ako su pak za
pocetne aproksimacije uzimana rjesenja
iz prethodnih koraka (x{) = x{¥ "), ukupan
je broj koraka unutarnjih petlji smanjen
na 34505. | u predlozenom su neto¢nom
postupku sustavi rjeSavani metodom
mreza konjugiranih gradijenata (ICG). Tocnost
7, = 10 postignuta je nakon 557 koraka
vanjske petlie uz ukupno 16201 koraka
unutarnje petlie. Podaci o brojevima
koraka pregledno su prikazani u tablici 1.
na kraju poglavlja, u redcima oznacenima
Prim. 1.

5.2. Razlicite sile u kabelima

Na oblik mreze moZze se utjecati
iy : promjenom omjera vrijednost sila u
LAY ‘ pojedinim kabelima. Na slici 5. prikazana
¥ je mreza jednake tlocrtne dispozicije i
jednake topologije kao u prethodnom
primjeru. U mreZi na slikama 5.a i 5.c u
svim su Stapovima konveksne familije
kabela gustoce sila jedinicne, dok su u
svim Stapovima kabela konkavne familije
gustoce sila jednake polovini koordinate
z njegovih lezajnih ¢vorova. U poopcenoj
su pak minimalnoj mrezi na slikama 5.b
i 5.d vrijednosti sila u svim Stapovima
kabela konkavne familije jednake polovini
koordinate z njegovih lezajnih Cvorova,
Slika 5. Mreza s krutim rubovima: a) i c) jednake gustoce sila uzduZ pojedinih kabela; dok su sile u Stapovima konveksne
b) i d) poopéena minimalna mreza familije jedini¢ne. U iteracijskom postupku
nalazenja oblika poopfene minimalne

Minimalna je mreZa, odredena iteracijskom primjenom metode mreze gustoce sila racunane su prema drugomu podizrazu u (7).
gustoca sila, prikazana na slikama 4.b i 4.d. Gustoce sila u Buduci da je topologija mreze jednaka onoj u prethodnu primjeru,
pojedinim koracima iteracijskoga postupka racunane su prema i broj je jednadzbi jednak. Brojevi koraka potrebni za postizanje
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tofnosti 7, = 10" u razli¢itim postupcima proracuna, pri cemu
je to€nost u metodi konacnih gradijenata i konacna tocnost u
netocnom postupku Ty = 5x107, navedeni su u redcima Prim.
2 tablice 1.

5.3. Mreza s rubnim kabelima

Konstrukcije od uzadi najcesce se izvode s rubnom uzadi.
Unutarnji su kabeli spojeni na rubne kabele, a rubni su kabeli u
krajnjim tockama spojeni s krutim konstrukcijskim elementima,
tako da su poznate koordinate samo tih, lezajnih Cvorova.
Nalazenje oblika rubnih kabela postaje dijelom nalaZenja oblika
cijele mreze.

U primjeru na slici 6. Cetiri rubna kabela
razapeta su izmedu cetiri lezajne tocke,
od kojih su tri u horizontalnoj ravnini, a
Cetvrti je uzdignut iznad nje. Unutarnjih
je kabela 78. Mreza ima 837 slobodnih
¢vorova; 76 ih je na rubnim kabelima.
Sustavi sadrze po 837 jednadzbi s po
837 nepoznanica.

U rubnim su kabelima vrijednosti sila
znatno vece negoli u unutarnjima.
Ipak, ako je dopusteno klizanje krajeva
unutarnjih kabela po rubnim kabelima,
unutarnji ¢e se kabeli, neovisno o
vrijednostima sila u rubnim kabelima,
zbiti. Zbijanje kabela sprijecit ¢emo tako
da propiSemo duljine Stapova u koje su
rubni kabeli podijeljeni.

U prvom cemo koraku zadati jedini¢ne
gusto€e sila u Stapovima unutarnjih
i nekoliko puta vete gustoce sila u
Stapovima rubnih kabela (slike 6.a i 6.c).
Kako su vrijednosti sila proporcionalne
gusto€ama sila, dobivene vrijednosti
sila u rubnim kabelima bit e vece od
vrijednosti u unutarnjima.

U nastavku provodimo iteracijski
proratun sa zadanim jedini¢nim
vrijednostima sila u Stapovima unutarnjih
kabela i duljinama stapova rubnih kabela,
odredenima kao srednje vrijednosti
duljina dobivenih u prvom koraku.
(Zadane su duljine 80 Stapova, dok su u
1600 Stapova zadane vrijednosti sila.)
U unutarnjim se kabelima gustoce sila
ratunaju prema drugome podizrazu
izraza (7), dok se gustoce sila u rubnim
kabelima raCunaju prema drugom
podizrazu izraza (8). Za prekid vanjske
petlje treba sada ispuniti oba uvjeta
(9), pri ¢emu su 7, = 7,= 10%, dok je za
tocnost iteracijskoga rjeSavanja sustava

a)

jednadzbi uzeto 7, = 5x107". Potrebni brojevi koraka u razlicitim
postupcima prorac¢una navedeni su u redcima Prim. 3 tablice 1.,
a dobivena je mreZa prikazana na slikama 6. b i 6.d.

5.4. Mreza nad osmerokutom

Mreza u posljednjemu primjeru ima devet lezajeva: 8 rubnih i
jednu visoku tocku. Izmedu rubnih lezajeva razapeti su rubni
kabeli, a izmedu rubnih lezajeva i visoke tocke hrpteni i uvalni
kabeli. Osim duljina Stapova rubnih zadane su i duljine Stapova
hrptenih i uvalnih kabela. Mreza ima ukupno 90 kabela.

Kao u prethodnomu primjeru, zadane su duljine Stapova
odredene kao srednje vrijednosti duljina dobivenih u prvom

Slika 6. Mreza s rubnim kabelima: a) i c) zadane gustoce sile; b) i d) zadane vrijednosti sila u
unutarnjim kabelima i duljine odsjecaka rubnih kabela

Slika 7. Mreza nad osmerokutom: a) i c) zadane gustoce sile; b) i d) zadane vrijednosti sila u
unutarnjim kabelima i duljine odsjecaka rubnih, hrptenih i uvalnih kabela

1082

GRADEVINAR 69 (2017) 12, 1075-1084



Povecanje ucinkovitosti iteracijske primjene metode gustoce sila

Tablica 1. Brojevi koraka u vanjskim i unutarnjim petljama IMGS

CG
LU ICG
k) — k) = (k-1
xg )=0 xg )= x% )
Vanjska petlja 576 576 576 557
Primjer 1
Unutarnja petlja 78.240 34 489 16.201
Vanjska petlja 2923 2920 2923 2768
Primjer 2
Unutarnja petlja 634.607 99.143 26.400
Vanjska petlja 1081 1114 1078 1137
Primjer 3
Unutarnja petlja 740.449 44,176 17.130
Vanjska petlja 298 299 300 300
Primjer 4
Unutarnja petlja 146.527 20.982 6793

koraku, u kojem su u tim Stapovima zadane gustoce sila
viSestruko vece negoli u ostalim Stapovima (slike 7.a i 7.b).
(Zadane su duljine 200 Stapova, dok su u ostalih 1520 Stapova
zadane jedinicne vrijednosti sila.) Odabrane su to¢nosti z, = 10
i7,= 103

Mreza ima 832 slobodna ¢vora, pa treba rijeSiti tri sustava koji
sadrze po 832 jednadzbe. U iteracijskim je postupcima tocnost
rjeavanja z,, = 5x107. Dobivena je mreza prikazana na slikama
7.bi7.d, a potrebni su brojevi koraka navedeni u redcima Prim.
4 tablice 1.

6. Zakljucak

Nalazenje oblika prednapetih konstrukcija od uzadi provodi se
u nizu pokusaja u kojima projektant pokuSava zadovoljiti niz
estetskih, funkcionalnih i konstrukcijskih zahtjeva.

Opisana iteracijska primjena metode gustoca sila omogucava
postizanje zadanih vrijednosti sila u Stapovima ili zadanih
duljina odabranih Stapova. No, iteracijski postupak moze
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