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In der Arbeit wird der aktuelle Entwicklungsstand des neuen Iterationsverfahrens fir
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1. Kratki teorijski uvod

VVe€ina numerickih postupaka proracuna inzenjerskih modela
zavrSava na (Cesto vrlo velikom) sustavu algebarskih jednadzbi

Ku=f (1)

koji treba ucinkovito rijesiti. Ako je rije¢ o metodi pomaka, sustav
jednadzbi ima znacenje uvjeta ravnoteze. Tada je K matrica
krutosti, u vektor nepoznatih pomaka, a f vektor zadanoga
opterecenja. U slucaju simetricne i pozitivno definitne matrice
sustava rjeSenje je ekvivalentno minimizaciji kvadratne forme
koja predstavlja potencijalnu energiju statickoga sistema:

H(u)=%uTKu—qu (2)

Prvi je clan potencijalna energija deformacija, a drugi rad
(potencijal) vanjskih sila. Ovaj zapis predstavlja diskretiziranu
aproksimaciju Lagrangeova funkcionala energije kontinuiranoga
(matematickog) modela linearno elasticna tijela. Ploha
konstantne razine energije M(u) = c¢ predstavlja elipsoid
(hiperelipsoid) koji moZemo prikazati jednadzbom

(u~u,)"K(u-u, )=1 3)

Radi se o tijelu n - dimenzijskoga prostora, gdje je n broj
nepoznatih  stupnjeva slobode. Geometrijski gledano,
komponente vektora u su koordinate tocaka prostora, a
vektora u, sredista elipsoida. Matricu K (reda n) mozemo
prikazati umnoskom Q'DQ. Ortogonalnu matricu Q ¢ine stupci
koji predstavljaju osi elipsoida, odnosno vlastite vektore, a
dijagonalna matrica D sadrzi vrijednost omjera (2c/A)%, gdje
je c razina energije, a A, vlastite vrijednosti. Duljine poluosi
elipsoida iznose 2¢/A. U njegovu je sredistu ¢ = 0. Na slikama
1.ai 1.b skicirane su inacice u ravnini (n = 2) i prostoru (n = 3).
Prema teoremu o minimumu potencijalne energije tijela u
stabilnoj ravnotezi, tocka prostora kojoj pripada najmanji iznos
energije predstavlja rjeSenje problema, a lezi u srediStu svih
elipsoida. Mozemo ju poistovjetiti s degeneriranim elipsoidom
kojemu su duljine svih glavnih osi jednake nuli. U numerickoj se

al u, A

Ul.O U!

Slika 1. Elipsa i elipsoid energije

b u, |

realizaciji, ovisno o prihvacenom kriteriju tocnosti, ipak radi o
vrlo malom elipsoidu kojemu pripada nesto visa razina energije
od minimalne.

2. Iteracijska zamisao

Priblizno rjeSenje, zadrzimo oznaku u, mozemo pronaci
uzastopnom primjenom diskretiziranoga Ritzova postupka.
Zamisao temeljimo na izboru linearno nezavisnih koordinatnih
vektora ¢, u smjeru kojih, uz pripadajuce skalare a, rastavljamo
trenutacni prirast riesenja [1]:

m
Au =3 )
i=1
U klasitnoj realizaciji postupka nepoznanice a, i vektore ¢,
zovemo Ritzovim koeficijentima i Ritzovim vektorima. Broj
vektora mora ispuniti nejednakost 1 = m = n. Ako definiramo

pravokutnu matricu s mstupacai nredaka, tako da stupci sadrze
koordinatne vektore, odnosno

=[(¢,¢,. ¢, (5)
a skalarne varijable smjestimo u vektor

a=[aa,..a] (6)
prirast rjeSenja mozemo zapisati u obliku

Au=®a (7)
Sada u duhu iteracijskoga postupka vrijedi

u, =u+0u, (8)

gdje indeksi oznacavaju dva uzastopna koraka iteracije. Ako je
energija u /- tomu koraku
1

I'I,-:Eu,-TKu,-—u,-Tf (%)
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tada je zbog (7) i (8) u sljedecemu koraku
1
M = Wl + O] Ky + @) - (uf + /@) f  (10)

Mnozenjem podizraza u zagradama i sredivanjem nastalih
¢lanova dobivamo

1

Miq= M+ > a/®] K®a; - a/®r, (11)
gdje je neuravnotezeno opterecenje, odnosno rezidual
r =f-Ku, (12)
Buduci da energija 'l ne ovisi o prirastu pomaka Au, a time niti
o varijablama a, mozemo ju izostaviti iz postupka minimizacije,
odnosno dovoljno je derivirati prirast energije

1
an = o a/®] K®a; - a/Or; (13)
Ako uvedemo poopcenu Ritzovu matricu krutosti

K = ® KO, (14)

koja je takoder simetricna, a u slucaju linearno nezavisnih
koordinatnih vektora i pozitivno definitna, te poopceni Ritzov
vektor opterecenja

= oy, (15)

==

prirast energije moZzemo zapisati u skracenu obliku

1 _
Al =2 a] K;a; - ajr, (16)

kojemu nakon minimizacije (derivacije) po a, o€ito pripada sustav
jednadzbi

Kiaj =1 (17)

Njime, u smislu Ritzova postupka, aproksimiramo polazni
sustav (1). Aproksimacija najcesce nije zadovoljavajuca, zbog
Cega i radimo iteracijsko poboljsanje. RjeSenjem sustava (17),
simbolickoga zapisa

a, = K, (18)

dobivamo koeficijente a, a zatim prema (7) priblizni prirast
pomaka Au; i u skladu s (8) novi pomak u, . Postupak prekidamo
nakon ispunjenja kriterija konvergencije. Uobicajeno je
upotrijebiti euklidsku normu reziduala, odnosno iteracijski tijek
zavrsiti ako je

Irll, < 2l (19)

gdje je r, pocetni rezidual (r, = f ako je u, = 0), a ¢ vrlo mali

pozitivan broj. Istaknimo, trenutacni rezidual mozemo odrediti
i iz rekurzivne formule

r.=r_-Kbu (20)

dobivene primjenom izraza (12) u koji prema (8) treba uvrstiti
u, =u, _+Au,_ i prepoznati dajer , = f-Ku, .. Izraz (20) ubrzava
postupak, jer nasuprot izrazu (12), nije potrebno u svakomu
koraku racunati ukupni pomak. Odredimo ga tek na kraju, nakon
ispunjenja kriterija konvergencije. Medutim, ako primjenjujemo
(20), zbog gomilanja pogredaka zaokruZivanja rezidual treba
povremeno obnoviti iz uvjeta ravnoteze (12). Usput, taj uvjet
trebamoinasamomu pocetku proracuna(zai= 0), radi proracuna
pocetnoga reziduala ako u, nije nul-vektor. Istaknimo joS da
prilikom realizacije postupka treba ograniciti i maksimalan broj
koraka ¢ime, u slucaju problema s konvergencijom, sprje¢avamo
dugotrajan proracun.

3. Prekoracenje (podkoracenje) pomaka

Motivirani  poznatim postupkom uzastopnoga (stalnog)
prekoracenja, nazvanim i postupkom uzastopne prekomjerne
relaksacije (engl. successive overrelaxation), proracun mozemo
ubrzati primjenom faktora relaksacije Q, (engl. relaxation factor,
kojim mnozimo prirast rjesenja. Tada umjesto primjenom (8),
novi pomak trazimo kao

u_=u+0Au (21)

Naime, lokalni minimum energije (unutar podprostora),
najcesce nije globalno optimalan. Konvergenciju cesto
mozemo poboljSati prekoracenjem pomaka, odnosno
izborom Q > 1 (engl. overrelaxation) ili podkoraCenjem
pomaka, za Q.< 1 (engl. underrelaxation). U oba slucaja sustav
(17) nece biti zadovoljen, pa energija nece posti¢i minimum
unutar podprostora. Medutim, premda takav korak nije
lokalno optimalan, moze ubrzati globalnu konvergenciju
postupka. Na Zalost, nije jednostavno od koraka do koraka
odrediti dobru vrijednost faktora relaksacije. Samo znamo
da vrijedi 0 < Q,< 2. Premda postoji matematicki dokaz ovih
granica [2], mozemo mu dati jasnu interpretaciju. Buduéi da
je N kvadratna funkcija, potragu za minimumom duz nekoga
smjera trazenja p, (slika 2.), koji se naj¢eSce podudara sa Au,
mozemo opisati funkcijom

Q) = My + (Mg = Migin NQ; = 1)?

gdje je M, iznos energije u hvatistu smjera trazenja (na pocetku
koraka), M lokalni minimum duZ toga smjera, a MN(Q) iznos u
nekoj tocki kvadratne funkcije. Iz uvjeta monotone konvergencije
postupka M(Q) < M, moZemo pisati (Q,- 1)*< 1ili0 < Q,< 2. Na
granicama intervala energija ostaje jednaka pocetnoj, odnosno
M(0) = M(2), pa postupak ne konvergira. Za vrijednosti Q,izvan tih

granica energija raste i postupak divergira.
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o) A

I1(0) = 11{2)
1, = I1(0) . i - 11(2)
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Slika 2. Ovisnost energije o faktoru relaksacije
4, Iteriranje primjenom maloga sustava

Postupak potinjemo izborom pocetne aproksimacije u,. Zatim
u svakom koraku definiramo niz koordinatnih vektora matrice
®, a potom odredujemo vektor Au,. Taj prirast (kojemu u
podprostoru koji razapinju koordinatni vektori pripada vektor a),
daje najveCe smanjenje energije Al unutar podprostora. Zbog
toga treba rijesiti sustav linearnih algebarskih jednadzbi (17),
ali s malim brojem nepoznanica, jednakim broju koordinatnih
vektora. Na taj nadin rjeSavanje izvornoga sustava koji sadrzi
n jednadzbi svodimo na visestruko rjeSavanje sustava od m
jednadzbi. U nekim nasim primjerima n je iznosio oko 107, a m
najvise deset. Poznate sheme matricnih transformacija koje
uzrokuju nastanak maloga sustava skicirane su na slici 3.

a} nxn nxm
mxn 1 £l ey
n m
m n n = |m
o K ] - K
b) nx1
X mx1
n
m n = m
@ r = T

i i i

Slika 3. Tvorba maloga sustava: a) matrice K, b) vektora T,

RjeSenje takvoga sustava (matrica K je najcesce puna), mozemo
potraziti bilo kojim izravnim postupkom. Mismo primijenili rastav
Choleskoga. Ako je postupak proracuna konvergentan, suma
rjeSenja malih sustava teZi prema rjeSenju velikoga sustava,
a suma prirasta energije malih sustava monotono pada i tezi
prema minimumu energije velikoga sustava. Konvergencija je

ugrozena u slucaju pojave linearno zavisnih koordinatnih vektora
(kada podprostor degenerira), zatim reziduala ortogonalnoga
na trenutacni podprostor i ucinka pogreske zaokruzivanja pri
kraju iteracijskoga postupka (ako je kriterij prekida proracuna
prestrog). Ponesto o ovim problemima u poglavlju 7.

5. Osnovni pseudokod

Lako je uociti vrlo prirodnu i ne odvet teSku zamisao ovoga
algoritma. Unato¢ tomu, ovaj pristup i interpretacija nisu naisli
na Siru primjenu medu istrazivacima koji se bave ucinkovitim
iteracijskim postupcima rjeSavanja velikih sustava [3]. Teorijski
gledano i njega, poput mnogih drugih iteracijskih algoritama,
mozemo smatrati Krilovljevim postupkom [4, 5], a neke sli¢nosti
sa zapazanjima u ovomu radu postoje u [6]. Zanimljivo je, iteracija
po podprostorima (engl. subspace iteration), Sto je u biti i ovaj
postupak, ima dosta Siroku primjenu kod rjeSavanja problema
vlastitih vrijednosti. Glavne sastavnice opisanoga postupka
sazeto su prikazane jednostavnim pseudokodom, tablica 1.

Tablica 1. Iterirani Ritzov postupak

Potrebno: K, f, ¢ matrica krutosti, vektor opterecenja, kriterij prekida

1. Rezultat: u vektor pomaka

2. i<« 0brojac koraka

3. u, < 0pocetno rjeSenje nul - vektor

4. 1« frezidual jednak opterecenju

5. repeat

6. O« [® @, @ ]definiranje koordinatnih vektora

7. K; « ®] K ®;tvorba "male" matrice sustava

= T " "
8. 1 <« @;r;tvorba "maloga" vektora desne strane

RPN .
9. a; « K frjesavanje "maloga" sustava

10. Au, < @ a odredivanje prirasta riesenja

11. u,_, < u + Du, proracun novoga pomaka

12. r_ <« f-Ku_ novirezidual
i1 i1

13. i« i+ 1 povecanje brojaca koraka

14, until ], = o, I,

Ucinkovitost postupka stvar je odredenoga kompromisa.
Upotrijebimo li veci broj dobro odabranih koordinatnih vektora
(koji razapinju podprostor u kojemu lezi kvalitetna aproksimacija
prirasta rjeSenja), smanjenje energije po koraku bit e vece,
trebat éemo manje koraka za dobivanje rjeSenja, ali €e trajanje
koraka biti dulje. Manji broj vektora znaci vecu brzinu koraka, ali
manje ucinkoviti podprostor i viSe koraka za postizanje rjeSenja.
Optimalno bi bilo pronaci kvalitetan podprostor male dimenzije,
tako da i stroZi kriterij konvergencije dostignemo nakon maloga
broja brzih koraka.
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6. Posebni slucajevi postupka

Pravokutnu matricu ®,zovemo matricom podprostora. Istaknuli
smo, njezini stupci su koordinatni vektori ¢, do ¢, koji ga
razapinju. Ovisno o njihovu izboru razlikujemo brojne iteracijske
postupke. Nec¢emo ih posebno objasnjavati [7-11], nego ¢emo
poznatije prikazati kao posebne slucajeve ovoga pristupa. Treba
samo upotrijebiti prikladne koordinatne vektore. Kratki opisi
koji slijede ne sluze brzoj realizaciji tih postupaka u odnosu
na uvrijeZzene nacine [12], nego samo doprinose pojasnjenju i
isticu opcenitost ovoga iteracijskog algoritma. Spomenimo jos,
danas popularno jednostruko ili viSestruko preduvjetovanje
(engl. preconditioning) sustava [13, 14] mozZemo interpretirati
primjenom (jednoga ili viSe) koordinatnih vektora. Za ovaj
postupak preduvjetovanje ne znaci nikakvu bitnu promjenu
algoritamskoga slijeda (vidjeti podpoglavlje 7.2.3).

6.1. Jacobijev postupak

Dobivamo ga ako u svakom koraku definiramo samo jedan
koordinatni vektor oblika ¢, . = D'r, gdje je D dijagonalna
matrica koja sadrZi dijagonalne clanove od K. Time matrica @,
postaje matrica stupac, odnosno @, =[¢], a K.i F. degeneriraju u
skalare. Znaci, mali sustav (17) reducira se na jednu jednadzbu
kojom u svakom koraku odredujemo prirast pomaka.

6.2. GauB - Seidelov postupak i postupak
uzastopnog prekoracenja

Postupak mozemo opisati nizom ciklusa, odnosno "prolaza”
kroz sve stupnjeve slobode. Tada se ciklus sastoji od nkoraka. U
svakomu koraku (redoslijedom pobrojavanja tvorova) rjeSavamo
samo jedan stupanj slobode. Proces ¢esto zovemo relaksacijom,
a pripada mu matrica @, koja u svakomu koraku ima jedan
koordinatni vektor jednak ortu, odnosno ¢, = e, Komponenta
koja odgovara stupnju slobode koji trenutacno relaksiramo
ima vrijednost jedan, a sve ostale su jednake nuli. Matrica K; i
vektor r, opet degeneriraju u skalar, Sto se ponovo svodi na
rjeSavanje jedne jednadzbe. Time smo zadovoljili ravnotezu
samo pripadajuceg stupnja slobode, jer istodobno poremetimo
rezidual prethodne jednadzbe. Tijekom konvergentnoga
iteracijskog postupka iznos poremecaja postaje sve manji. Ciklus
zavrsava kada rijesimo svih njednadzbi (koraka), a u ravnotezi je
samo posljednja. Zatim pocinje novi ciklus, s istim koordinatnim
vektorima. Kako napreduju koraci, jedinica se opet premijesta od
prve prema zadnjoj komponenti vektora.

Ako razmisliamo matricno (po ciklusima koji odgovaraju
koracima u drugim postupcima) i upotrijebimo rjeSavanje
redom pobrojavanja ¢vorova, svakomu ciklusu pripada jedan
koordinatni vektor oblika ¢, = L'r, gdje je L donja trokutna
matrica (sadrzi donji trokutni dio matrice Ki dijagonalne ¢lanove).
U ovoj interpretaciji postupak uzastopnog prekoracenja sadrzi
istu matricu, samo su dijagonalni ¢lanovi pomnoZeni lokalnim
faktorom relaksacije o, koji treba razlikovati od globalnoga Q.

Tada ne vrijedi niti ravnoteza onoga stupnja slobode ¢iju smo
jednadzbu upravo rijesili. (Kod GauR - Seidelova je postupka Q
= w =1). Ako rjeSavamo suprotno od redoslijeda pobrojavanja
¢vorova, donju trokutnu matricu zamijenimo gornjom, odnosno
¢.=UTr,

Postoje i drugi nacini obilazenja Cvorova, primjerice poznata
"Sahovska shema" na pravokutnoj mrezi. U prvoj polovini
ciklusa rjeSavamo "crne’, a u drugoj "bijele" cvorove. Obilaziti
mozemo i pobrojavanjem s desna na lijevo (umjesto klasi¢noga
s lijeva na desno). Uvedemo li i dijagonalnu povezanost medu
¢vorovima, raste broj mogucih obilaZzenja. Ako jos stupci i redci
zamijene mjesta, dobivamo nove nacine pristupanja. U mrezi
koja se ortogonalno Siri u svim koordinatnim smjerovima postoji
jos viSe mogucnosti, posebice ako sadrzi dijagonalne veze u
koordinatnim ravninama i duz prostornih dijagonala. Nepravilne
mreZe iz metode konacnih elemenata jo$ su sloZenije i imaju
golemi broj smislenih veza medu Cvorovima, a time i putova
sirenja informacija o opterecenju (rezidualu).

Zanimljiva je zamisao i¢i od (po apsolutnoj vrijednosti)
najveCega prema najmanjemu rezidualu tekucega ciklusa.
Medutim, taj redoslijed treba korigirati nakon rjeSenja svake
jednadzbe (provedbe jednoga koraka), zbog promjene reziduala
u trenutacnu Cvoru i njegovim topoloskim susjedima. Naravno,
stalna korekcija (sortiranje) reziduala zahtijeva dodatni utroSak
vremena, Sto utjee na brzinu proracuna.

U nacelu, ovim nacinima redefinirani algoritam treba manji
broj koraka za dostizanje rjeSenja. Uostalom, poznati postupci
Crossa, te Wernera i Csonke, bolje konvergiraju ako proracun
poc¢nemo od ¢vora u kojemu smo ustanovili najveci rezidual.
Tada obnovimo vektor reziduala i opet uravnotezimo cvor s
najvecim rezidualom. Postupak rjeSavanja vise ne ovisi o nacinu
pobrojavanja ¢vorova, nego o razdiobi reziduala (opterecenja).
Zbog toga pojam ciklusa gubi pravo znacenje, jer prije nego Sto
neke ¢vorove uravnotezimo prvi put, druge rjieSavamo vise puta.

6.3. Metoda najstrmijega silaska

| ovdje u svakom koraku upotrebljavamo samo jedan koordinatni
vektor, jednak vektoru reziduala. Dakle, ¢, = r, Ujedno je rijeC i
o gradijentu funkcionala energije s negativnim predznakom,
koji uobi¢ajeno upotrebljavamo prilikom klasicne realizacije
postupka, odnosno r, = -VII(u). Ako je matrica K simetricna i
pozitivno definitna, metoda je konvergentna, ali je konvergencija
obi¢no spora, posebice u slufaju loSe uvjetovane matrice.
Premda ova metoda nije ucinkovita, sluzi kao pedagoski uvod i
motivacija za poboljSanja drugih iteracijskih postupaka.

6.4. Metoda konjugiranih gradijenata

U prvom koraku imamo samo jedan koordinatni vektor,
rezidual, kao u metodi najstrmijega silaska. Nakon toga mu
se pridruzuje i vektor prethodnoga prirasta rjeSenja koji
pospjesuje konvergenciju. Zbog toga je ovaj postupak puno brzi
od prethodnoga. Mozemo pisati @, = r,i ¢, = Au,_ . Znati mala
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matrica je reda dva, odnosno @, = [¢1,i¢2',], pa u svakom koraku
rjeSavamo sustav s dvije nepoznanice. Ovaj opis se razlikuje
od uobicajenih u kojima se upotrebljava K - ortogonalizacija
vektora. Medutim, ta ortogonalizacija je istoznacna rjeSavanju
spomenutoga sustava s dvije nepoznanice.

Zbog gomilanja pogresaka zaokruzivanja postupno se gubi
svojstvo ortogonalnosti ovih dvaju vektora. UnatoC tomu,
i priblizna ortogonalnost iz bliskih koraka jako ubrzava
konvergenciju u odnosu na metodu najstrmijega silaska.
Numericki pokusi na relativno malim sustavima potvrduju
teoriju. Rezidualna norma najkasnije u n - tomu koraku skoci
na nulu (preciznije, numericku aproksimaciju nule). S druge
strane, pokusi na velikim sustavima pokazuju glatko ponasanje
u n - tomu koraku, kada bismo teorijski ocekivali spomenuti
skok. Zbog toga postupak mora imati kriterij prekida. Odnosno,
ponasa se kao uobicajeni iteracijski postupak.

Premda je metoda relativno brza, a u slucaju simetricne i
pozitivho definitne matrice sustava ima i prakti¢cnu primjenu,
nismo bas uvijek zadovoljni s konvergencijom, posebice ako
je matrica loSe uvjetovana. Zbog toga se Cesto upotrebljavaju
brojni natini preduvjetovanja, pa se govori o preduvjetovanoj
metodi konjugiranih gradijenata. Tada postupak moZe zavrsiti
(ispuniti kriterij prekida), nakon puno manjega broja koraka
od teorijski potrebnih n. Zaklju¢imo ovaj odjeljak pomalo
optimisticnim citatom [4]: "Izbor [iteracijskoga] postupka
je osjetljiv problem. Ako je matrica [sustaval A simetri¢na i
pozitivno definitna, izbor je lagan: konjugirani gradijenti:' To bi u
skladu s nasim postupkom znacilo da ne postoji bolji trenutacni
podprostor koordinatnih vektora od ravnine? Cini se da bi moralo
biti prostora za napredak.

7. 0 izboru ucinkovitoga podprostora
koordinatnih vektora

Mi bismo htjeli odrediti matricu @, tako da postupak mnogo brze
konvergira od klasi¢nih. Premda Zelimo da broj koordinatnih
vektora m ostane malen, ¢ini nam se da je samo jedan vektor
(kao kod Jacobija, GauR - Seidela, uzastopnog prekoracenja i
najstrmijega silaska), ili dva (kao kod konjugiranih gradijenata),
manje od optimuma. Jasno, buduci da je broj vektora puno manji
od n, priblizni prirast Au, moZe u ranoj fazi postupka samo s vrlo
malom vjerojatnoscu dostici rjeSenje u.

Mozemo zamisliti da dvama koordinatnim vektorima metode
konjugiranih gradijenata dodamo treci. Time podprostor
proSirujemo na tri vektora, pa je u usporedbi s podprostorom
koji sadrzi samo dva vektora razumno ocekivati vee smanjenje
energije po koraku. U najgoremu slucaju, doprinos dodatnoga
vektora moze biti jednak nuli. Mozemo zakljuciti i ovako:
minimum funkcije energije u Siremu podprostoru ne moze
biti vedi (viSe razine) od minimuma u manjemu podprostoru.
Razmisljajuci na ovaj na¢in mozemo dodati Cetvrti, petii sljedece
vektore, te ocekivati jos vece smanjenje energije po koraku. Na
taj bi nacin trebalo statickomu sistemu u par koraka oduzeti
vecinu energije i "prigusiti ga" prema najnizoj tocki - rjeSenju.

Ocito je zamisao o prosirenju podprostora privlacna, ali samo
do neke mjere. S jedne strane, generiranje vektora ne smije biti
vremenski zahtjevno, a s druge strane, pretjerivanje s njihovim
brojem povecava mali sustav koji treba rijesiti u svakom koraku.
U krajnjemu slucaju, ako bi dimenzija podprostora bila jednaka
broju nepoznanica, minimizirali bismo ukupnu energiju i odredili
rjeSenje u prvom koraku (zbog pogresaka zaokruzivanja mozda
u drugom), ali po "cijeni" jednakoj ili vecoj od one za izravno
rjeSavanje sustava.

7.1. Nuzni uvjeti izbora

Mala matrica K, moze biti singularna (ili skoro singularna - lose
uvjetovana), ako su neki koordinatni vektori tocno (ili priblizno)
linearno zavisni. Podsjetimo se, vektori ¢, su linearno nezavisni
ako izraz

m
D a4 =0 (22)
i=1

vrijedi samo u slucaju svih a, = 0. U numerickoj realizaciji ovaj
uvjet treba postroZiti: vektori ne smiju biti ni "skoro" linearno
zavisni. Tada euklidska norma linearne kombinacije vektora
smije biti manja od maloga pozitivnog broja 6, odnosno

m
Z%ai¢i
j=

<s (23)
2

samo ako su svi koeficijenti |a| < 6. Generiranjem koordinatnih
vektora razli¢itim postupcima (o ¢emu vise u nastavku),
krSenje uvjeta (22), a posebice (23) nije automatski sprijeceno.
Vektore koji ne zadovoljavaju te uvjete treba odbaciti, ¢cime
doduse smanjujemo dimenziju podprostora, ali mala matrica
postaje regularna i bolje uvjetovana. Ako su vise od dva vektora
medusobno linearno zavisni, nije jednoznacno definirano koji
treba odbaciti. Tada bismo mogli razmisljati o to¢noj ili pribliznoj
ortogonalizaciji takvih vektora. U svakomu slu€aju, situacija u
kojoj se vektori generiraju, a potom odbacuju, ortogonaliziraju ili
mozda zamjenjuju drugima poskupljuje korak, pa treba nastojati
da se dogada Sto rjede. Treba razmisljati o postupku tvorbe
kojim nije (ili je rijetko) moguce generirati (gotovo) zavisne
vektore. Radi lakSe realizacije ove zamisli i tijekom proracuna
mozemo mijenjati nacin generiranja vektora. Ako se zavisnost
ipak dogodi, mozemo se "spasiti u zadnji ¢as', jer u postupku
dekompozicije neke uporiSne komponente (engl. pivots)
matrice K, postaju jednake (bliske) nuli. To mozemo prepoznati
i upotrijebiti za izbacivanje pripadajucih jednadzbi iz postupka
proratuna maloga sustava. Ovo se smanjenje podprostora
pokazalo brzim i jednostavnim rjeSenjem problema linearne
zavisnosti.

Medutim, tvorba podprostora je jedno, a njegova kvaliteta
je neSto posve drugo. Primjerice, ako su koordinatni vektori
okomiti na vektor reziduala, podprostor nije upotrebljiv. Tada
je desna strana maloga sustava (Ritzov vektor opterecenja)
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r =¢D,-Tr,- = 0. Posljedica je a,= 0 i All = 0, pa nema smanjenja
energije. Znaci, postupak ne konvergira. Ako Zelimo izbjeci ovaj
problem potrebno je da norma || @r ||,/ ||r,]|, bude veéa od neke
male konstante. Za to je dovoljan jedan koordinatni vektor ¢ koji
nije ortogonalan na rezidual r, Primjerice, mozemo ga odrediti
mnozenjem odabrane pozitivno definitne matrice P (dimenzije
n), vektorom reziduala: ¢, = Pr. Tada je prema definiciji pozitivne
definitnosti ¢'r, =r'Pr, > 0, osim ako je r,nul - vektor, ali to znaci
daje postignuto rjeSenje. Radi pojasnjenja zanimljivo je istaknuti
jos nesto. Ako bismo prilikom proracuna novoga reziduala r, ,
zadrzali stare koordinatne vektore ®, (iz prethodnoga koraka),
dobili bismo upravo istaknuti nepovoljni slucaj, jer je novi vektor
reziduala uvijek ortogonalan na stari podprostor (Tvrdnja ne
vrijedi u slucaju prekoracenja ili podkoracenja pomaka, nego
samo za Q = 1), odnosno vrijedi ®]r,,, =0. Uz oznake i odnose
uvedene prilikom opisa postupka, jednostavan dokaz ide redom:

Ory = O (f- Ku;y)

o/f - OJK(u; + Au;)
o/f - O/Ku; - OJKAY;
o/ (f- Ku,))- O] K 0;a;
= Or, - Ka; = O, -1

(D,-Tr,- - (D,-Tr,- =0

(24)

U usporedbi s Ritzovim koordinatnim funkcijama na
kontinuumu, u ovoj diskretnoj inacici ne trazimo ispunjenje
uvjeta neprekinutosti i geometrijskih rubnih uvjeta. Ako
poznajemo samo sustav jednadzbi, a ne i staticki sistem od
kojega je nastao, takva svojstva nisu niti definirana. Jedino
znamo da su sadrzana u matrici sustava. Ipak, intuitivno
mozemo smatrati neki koordinatni vektor "gladim" ako sadrzi
manji relativni udio "visokih tonova" - vlastitih vektora matrice
K kojima pripadaju velike vlastite vrijednosti. Takav vektor tvori
realisticnije koeficijente Ritzove matrice, jer nastaje rezidual koji
takoder ima mali udio visokih tonova. Dijagonalni element male
matrice koji pripada takvom koordinatnom vektoru maniji je,
odnosno manja je odgovarajuca "poopcena krutost" Nasuprot
njemu, pregubi vektor tvori preveliku krutost Ritzove matrice i
uzrokuju zaostajanje konvergencije (engl. locking) reziduala. To je
lako dokazati ako koordinatni vektor ¢, rastavimo u bazi vlastitih
vektora matrice:

9 = Zthj (25)
=

U slucaju normiranih vektora (v/T-v}- =1), pripadajudi dijagonalni
element male matrice (oznacimo je nakratko kao i matricu
sustava), mozemo zapisati kao

n
kij= ¢Kg, = thﬂj (26)
j=1

Uocavamo, koeficijenti hj2 (kojima pripada veci j), mnoze se
vecom vlastitom vrijednoscu 4;i time vise doprinose (povecanju)
krutosti k. Usput, pregrubi vektori imaju i veliku kvadratnu
normu reziduala |[r||2. S napredovanjem koraka, glatki
koordinatni vektori uc¢inkovito smanjuju doprinos niskih vlastitih
vektora. Nakon toga se postupak ponasa kao da utjecaja tih
vektora nema. Time broj uvjetovanosti matrice sustava postaje
manji, pa raste brzina konvergencije. Ako bismo dodali jos slicnih
vektora, smanjenje energije bi trebalo biti vece. S teorijskoga
gledista svojstvo "glatkoce" nije nuzno, ali smo ga svrstali u ovaj
odjeljak, jer je bitno za ucinkovitu realizaciju postupka. Bez njega
postupak nije konkurentan.

Premda istaknuta ogranic¢enja suzavaju izbor, skup iz kojega
mozemo odabrati dobre koordinatne vektore i dalje ostaje
iznimno velik. Na Zalost, nisu nam unaprijed poznati (i koliko smo
upuceni nitko ne zna) kriteriji za izbor opceucinkovitih vektora.
Niti je dovoljno poznata pozadinska teorija koja bi olaksala
biranje. Nevolja je Sto je mogucnosti mnogo i moZzemo se samo
zadovoljiti provedbom i usporedbom numerickih pokusa na
brojnim primjerima. U pravilu, odredeni skup vektora za neke
modele radi dobro, a za druge ne. U ovim uvjetima bili bismo
zadovoljniizborom dobrih vektora, a najbolji skup (nekoliko brzih
i 0 modelima neovisnih vektora) bio bi ravan velikomu otkricu.

7.2. Nekoliko prijedloga tvorbe

Postoje dva temeljna pristupa tvorbi koordinatnih vektora:
opci i posebni. U prvomu nisu potrebni nikakvi dodatni podaci
0 modelu. Matrica sustava i vektor desne strane dovoljni su za
generiranje vektora. Ako je izbor vektora dobar u vecini smo
prakticnih slu¢ajeva zadovoljni s konvergencijom postupka.
U drugomu pristupu upotrebljavamo neke posebnosti koja
vrijede samo za model koji rjeSavamo. Tada ocekujemo odliénu
konvergenciju, ali samo za taj model (i mozda za mali skup
njemu bliskih modela). Pokazimo u nastavku nekoliko nacina
tvorbe koordinatnih vektora, najprije prema prvomu, a potom i
drugomu pristupu.

7.2.1. Izbor konstantnih vektora

Najjednostavnije je unaprijed odabrati skup linearno nezavisnih
vektora. Takav slu¢aj imamo kod GauR - Seidelova postupka ili
postupka uzastopnoga prekoracenja. Broj vektora podudara se
s brojem nepoznanica, a njihov redoslijed ciklicki ponavljamo do
ispunjenja kriterija konvergencije, kao Sto je navedeno u poglavlju 6.

7.2.2. Izbor temeljen na trenutacnu rezidualu

Dobar skup vektora mozemo odrediti primjenom trenutacnog
reziduala r. Naime, budu¢i da nas "skupi" proracun pocetne
pogreske (posudili smo oznaku za ort) e, = K™'r,, odmah vodi
toCnomu rjeSenju, moZzemo upotrijebiti matricu P, koja uz Sto
manje racunanja dobro aproksimira K. Dobar je izbor ako je
pozitivno definitna, ali to nije nuzno. Smije biti nesimetricna i
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loSe uvjetovana, pa ¢ak i singularna, jer to ne znadi singularitet
matrice K. Naravno, ne smijemo generirati sve koordinatne
vektore matricama istoga singulariteta.

Kako smo vet istaknuli, koordinatni vektor generiramo kao
P r. Pri tomu postoji i dodatna prednost u primjeni vektora
trenutacnoga reziduala, jer osigurava neortogonalnost
koordinatnog podprostora na taj vektor, Sto je vazno za
konvergenciju postupka. Primjerice, ako K aproksimiramo
jedinicnom matricom (P = I) dobivamo ¢,= r, 5to je zapravo
metoda najstrmijega silaska. Jacobijevu iteraciju temeljimo
na malo boljoj aproksimaciji dijagonalnom matricom (P = D).
Vet smo isticali, tada je ¢,= D"r. Ovi postupci nisu ucinkoviti,
jer (doduse "jeftina") zamjenjujuca matrica P sadrzi premalo
podataka o inverznoj K. Treba istaknuti: ako upotrebljavamo
viSe koordinatnih vektora, nije nuzno da pojedini vektor dobro
aproksimira K''r, nego da podprostor koji razapinju svi vektori
sadrzi Sto bolju aproksimaciju toga umnoska.

Bolje koordinatne vektore mozemo odrediti primjenom jednoga
(ili nekoliko) ciklusa GauB - Seidelova postupka ili postupka
uzastopnoga prekoracenja. Pri tomu vrijedi probati razliite
nacine "obilazenja" ¢vorova. Ali za razliku od klasicne realizacije,
radi kratega trajanja trebalo bi raditi nepotpuno: zabraniti
povratak na vec relaksirane ¢vorove. Zamisao je dobra, ali
poskupljuje ciklus. Mozda jedino u prvomu ciklusu sortirati
¢vorove (prema apsolutnim iznosima komponenata reziduala), a
kasnije samo Cuvati ili rijetko popravljati poredak. Medu ciklusima
(moZda i koracima) je poZeljno uvesti lokalni faktor relaksacije o,
ali bi optimalan iznos trebalo istraziti. Oznatimo s L i U_ donju
i gornju trokutnu matricu od K, ¢ije smo dijagonalne elemente
pomnozili s . Ove matrice jednostavno i brzo invertiramo i
mnozimo vektorom. Koordinatni vektor odreden jednim ciklusom
postupka uzastopnoga prekoracenja, redoslijedom pobrojavanja
nepoznanica (odozgo), mozemo prikazati u obliku ¢i:L':ri.
Primjenom istoga postupka suprotnim redoslijedom (odozdo),
dobivamo ¢ = U'r,. U oba slu¢aja ciklus potinjemo nul-vektorom.
Koordinatni vektor mozemo generirati viSestrukom primjenom
zbroja ili umnoska ovih dvaju pristupa. Dakle:

6=y + U )Ly + U)..r; 27)
ili:
6= LU LU (28)

Prvinacin moze izmedu zagrada imati i matricu K. Lako je u ovim
jednadzbama prepoznati P. Ako se ovakvi vektori upotrebljavaju
samostalno, manji faktor relaksacije (blizak jedinici) cini
konvergenciju sporijom, ali jamci brze "izgladivanje". Zbog toga
ih je ucinkovito upotrijebiti kao nadopunu drugim koordinatnim
vektorima. S porastom broja ciklusa (uzastopnih izmjena
matrica L;,1 i U;f), glatkoca vektora raste (opada mu doprinos
visokih vlastitih vektora i raste doprinos konvergenciji u podru¢ju
niskih vlastitih vrijednosti). Ovim je nacinima moguce generirati
koordinatne vektore i uporabom drugih iteracijskih postupaka.

Cak se moze raditi o algoritmima koji nisu ni konvergentni niti
numericki stabilni. Zato lokalni faktor relaksacije ne mora lezati
unutar teorijski utvrdenih granica globalnoga faktora (koji mora
biti izmedu 0 2).

Zanimljive koordinatne vektore moZemo odrediti postupkom
izgladivanja vektora reziduala. Tada govorimo o "filtriranju".
Komponenta takvoga vektora jednaka je sumi komponenata
vektora reziduala u susjednim ¢vorovima, pomnozenih
tezinskim faktorima. Ovaj pristup je bio ucinkovit u nekim
primjerima s velikim skokovima funkcije reziduala. Oni nastaju
zbog loSe prognoze pomaka u pojedinim koracima, Sto se cesto
dogada u podrugju lezajeva i slobodnih rubova modela.
Uglavnom, ako rezidual rastavimo na vlastite vektore matrice K,
trebalo bi formirati dva ili tri koordinatna vektora koji izgladuju
donji dio spektra reziduala (niskih vlastitih vrijednosti), a zatim
dodati joS dva specijalizirana za gornji dio spektra. Njima
bi trebalo dodati i prethodni prirast pomaka Au,,, Sto je bit
uspjesnosti metode konjugiranih gradijenata.

U ovomu radu koordinatni su vektori generirani primjenom
simetri¢noga postupka prekomjerne relaksacije (engl. Symmetric
successive overrelaxation). Dakle, prvi je vektor odreden kao

1!

¢ = LDU,'; (29)
a za ostale smo upotrijebili rekurzivnu formulu
= L,DU, (K¢, 1), j =2...m (30)

Njima je pridruzen i prethodni prirast pomaka. Proveli smo
proracune s razli¢itim brojem koordinatnih vektora (odjeljak
9). Odabrali smo neSto veci lokalni koeficijent relaksacije @
= 1,65. Globalni je iznosio Q = 1. Pojasnimo malo umnozak
u zagradi. Bududi da jedan korak u smijeru vektora ¢, daje
trenutacni prirast pomaka ag,, gdje je o neki broj, prema
(20) dobivamo rezidual r, - aK¢,. Ako na njega primijenimo
simetri€nu prekomjernu relaksaciju, zbog (29) dobivamo drugi
vektor kao ¢, = ¢, - ;DU (K ¢,). Vektor ¢, ve sudjeluje u
tvorbi podprostora, a « utjece samo na duljinu novoga vektora
(ne mijenja podprostor koji taj vektor prosiruje), pa @, i «
mozemo izostaviti. Time dobivamo oblik (30). Zanimljiva, brza
realizacija ovoga pristupa moze biti da umjesto K upotrijebimo
D. | ova razmisljanja vrijede opcenito. Odnosno, ovako
mozemo generirati koordinatne vektore primjenom bilo kojega
iteracijskog postupka, ne samo simetri¢ne relaksacije. Cak i za
svaki vektor mozemo upotrijebiti drugaciji postupak. Primjerice,
za tvorbu prvoga vektora upotrijebimo nepotpuni rastav
Choleskoga (engl. incomplete Cholesky factorization), za drugoga
i trecega prekomjernu relaksaciju odozgo i odozdo, za Cetvrtoga
i petoga simetricnu inacicu tih postupaka i tako dalje. Sli¢no
opisanom ucinku jednoga vektora, ovdje svi vektori dobiveni
relaksacijom izgladuju podprostor. S porastom njihova broja
(ciklusa kod tvorbe jednoga vektora), glatkoca reziduala raste,
Sto doprinosi brzoj konvergenciji. Slican ucinak ima i vektor
Jacobijeva postupka, s komponenatama r/ k..
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7.2.3. Izbor u skladu s postupcima preduvjetovanja

Brojne zamisli koje se upotrebljavaju za klasi¢no preduvjetovanje
sustavajednadzbimogu se primijenitizageneriranje koordinatnih
vektora. Osim matrica koje pripadaju isticanim iteracijskim
postupcima, nepotpuni rastav Choleskoga ili matri¢ni polinom
o K, takoder sluze tvorbi matrice preduvjetovanja, oznacimo je s
M. Njome nastojimo smanjiti broj uvjetovanosti matrice sustava.
Simbolicki, umjesto rjeSavanja K u= f posredno rjeSavamo

M " Ku=M"f (31)

pri ¢emu matricu M treba moci brzo invertirati. S naSega
gledista M- nije nista drugo nego P, a koordinatni vektor je
opet Pr. Zanimljivo, neki nasi primjeri su bolje konvergirali
tvorbom koordinatnih vektora pobrojavanjem prema nazad
(engl. backward). Medutim, u literaturi je uobicajeno postupke
preduvjetovanja upotrijebiti samo pobrojavanjem prema
naprijed (engl. forward). Zbog toga bi vrijedilo pokusati realizaciju
i prema nazad. Radi generiranja nekoliko koordinatnih vektora
mozemo upotrijebiti dvaili viSe nacina preduvjetovanja (matrica
P) istodobno. To je istoznac¢no visestruku preduvjetovanju.
Tada ucinkovitost koraka moZe porasti. Prema tomu, matri¢ne
transformacije koje sluze preduvjetovanju sustava nisu
potrebne, odnosno u smislu ovoga postupka preduvjetovanje
mozemo smatrati nacinom tvorbe koordinatnih vektora.
Prilikom generiranja i oni mogu ispasti (toc¢no ili priblizno)
linearno zavisni, pa jedan ili vie njih treba odbaciti.

7.2.4. 1zbor temeljen na prethodnomu prirastu pomaka

Dobar skup koordinatnih vektora temeljimo na “recikliranju
povijesti" (engl. history recycling, odnosno uporabi vektora
prethodnoga prirasta Au, .. Poznato je, taj vektor izrazito
poboljSava konvergenciju konjugiranih gradijenata u odnosu na
najstrmiji silazak, a omogucava i uporabu faktora relaksacije, pa
moze povecati ucinkovitost postupka. U nasoj interpretaciji, jedan
od vektora podprostora jest ¢, = Au,, i ima slican ucinak, premda
se u odnosu na metodu konjugiranih gradijenata gubi rekurzivna
ortogonalnost na prethodne priraste. Kod nasega postupka (za
razliku od brojnih), postoji samo ortogonalnost medu uzastopnim
(ne udaljenim) prirastima rjeSenja, rezidualima ili podprostorima, jer
ortogonalizacija "poskupljuje" korak. Ako je Q#1, nema ni uzastopne
ortogonalnosti. Zato tijekom proracuna mali sustav moze postati
slabije uvjetovan, Sto usporava konvergenciju. Eventualno bismo
mogli razmisljati o ortogonalizaciji koordinatnih vektora nakon
odredenoga broja koraka, ¢emu nismo skloni. Dodatne vektore
mozemo generirati mnoZenjem posljednjega vektora prirasta
nekom matricom, odnosno ¢, = SAu, .. Dodavanje ranijih vektora
prirasta Au,_, Au, , i tako dalje, nije bilo dovoljno djelotvorno. Osim
posljednjega vektora prirasta i trenutacni vektor rjeSenja u, moze
na slican nacin posluziti tvorbi koordinatnih vektora. "Recikliranje"
toga vektora ima smisla upravo zbog gubitka ortogonalnosti, a
mogao bi biti ucinkovit za rjeSavanje nelinearnih sustava kod kojih

takvo svojstvo ne postoji. Spomenimo za kraj, ova se skupina
vektora ne upotrebljava samostalno.

7.2.5. Izbor temeljen na podacima o modelu

Za drugi nacin generiranja koordinatnih vektora upotrebljavamo
neke konkretne podatke o modelu koji rjeSavamo. Najcesce
upotrebljavamo pribliznu geometriju i pojednostavljena svojstva
modela, a cesto je dovoljan samo po necemu slican problem.
Primjerice, mozemo iskljuciti manje vazne stupnjeve slobode,
upotrijebiti istu geometriju i mrezu elemenata, ali jednostavniju
razdiobu krutosti, iskoristiti hijerarhijsko ponasanje slozenoga
modela (kao kod ru¢noga proracuna), upotrijebiti grublju
mrezu elemenata i slicno. Uglavnom, pomaci ovih modela pod
rezidualnim opterecenjem mogu posluziti kao dobri koordinatni
vektori. NajceSce se radi o grubljim vektorima, koji najvise
vrijede u prvim koracima proracuna. Kasnije treba izgladiti
rjeSenje, pa je bolje primijeniti neke od ranije opisanih, preciznijih
pristupa. Unatoc¢ tomu, takvi vektori mogu omoguciti iznimno
brzo rjeSavanje mnogih konkretnih problema, ali postupak
tvorbe ima dodatnu teskocu: nedostatak opcenitosti. Svaki tip
jednadzbi zahtijeva poseban pristup.

Primjerice, zamjenjujuci model visoke grede moze biti klasicna,
niska greda, a ljuske membrana. Ako poznajemo rjeSenje
zamjenjujucega modela u,, tada je koordinatni vektor ¢ = Nu , gdje
je N matrica interpolacijskih funkcija koja veZe stupnjeve slobode
zadanoga i zamjenjujuceg modela. U slucaju grede zamjenjujuci
model je Stapni (moze biti i zglobno oslonjen), a zadani je
definiran mrezom konacnih elemenata u ravnini (slika 4.). Tocke
obaju modela koje leZze na osi vezane su polinomima trecega
stupnja, a one zadanoga modela (smjeStene izvan osi), vezemo
za zamjenjujuci model hipotezom ravnoga poprecnog presjeka
Stapa. Polinomima i hipotezom tvorimo stupce matrice N. Ovako
odredena matrica je singularna, jer su pomaci medu modelima
linearno zavisni, ali koordinatni vektor je korektan i s napretkom
postupka vodi prema rjeSenju niskoga nosaca. Naravno, to nije
dovoljno dobro rjeSenje problema. Zbog toga treba uvesti i vektor
reziduala (ili neki drugi "popravak”), kao dodatni koordinatni
vektor koji ¢e tijekom postupka korigirati pretpostavku ravnih
presjeka i dovesti do dobroga rjeSenja visokog nosaca.

%% /— zadani model

zamjenjujucilmodsg!

Slika 4. Model obostrano upetoga nosaca
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Za tvorbu koordinatnoga vektora mozemo upotrijebiti i
iteracijski postupak proracuna u skladu s hijerarhijom krutosti
modela. Koordinatni vektor odredujemo kao rjesenje nakon
samo nekoliko koraka iteracije medu dijelovima modela s
razlicitim krutostima. Jasno, to bi za konacan rezultat (koji bismo
dobili nakon vecega broja koraka), bila vrlo gruba aproksimacija,
ali je za brzo dobivanje koordinatnoga vektora sasvim prihvatljiv.
\/ektore mozemo generirati modelima s grubljom mrezom,
primjenom par koraka nekoga viSemreznog postupka [15, 16],
ali i izravnom uporabom analiticki definiranih (kontinuiranih)
koordinatnih funkcija nad pribliznim podru¢jem proracuna, koje
zadovoljavaju geometrijske rubne uvjete. Tu svakako spadaju
Ritzove i kao zanimljivo proSirenje R - funkcije [17], koje moZzemo
mnoziti polinomima. Cak i slobodnije odabrane glatke funkcije
koje ne ispunjavaju prirodne i geometrijske rubne uvjete (opet
isticemo polinome), mogu posluzZiti za koordinatne vektore.
Otvore i slitne nepravilnosti nije potrebno precizno uzeti u obzir.
U ovim su slucajevima komponente koordinatnih vektora jednake
vrijednostima funkcija u ¢vorovima modela. Jasno, takvi vektori
su "grubi’, a elementi pripadajuce Ritzove matrice su "prekruti’,
ali mogu posluziti u prvim koracima proracuna. Ako ih ipak
zadrzimo, rjeSenje e se izgladiti kasnijim tijekom postupka, ali
e konvergencija postupka biti losija. Zbog toga bi bilo bolje takve
vektore unaprijed donekle izgladiti tako da sa svakim provedemo
jedan ciklus prekomjerne relaksacije s malim o po rastuéem, a
potom i po padajucem redoslijedu pobrojavanja nepoznanica.

| primjenom analogija moZemo generirati koordinatne vektore.
Primjerice, ako rjeSavamo problem ploce, upotrijebimo rjeSenje
problema magnetskoga ili elektricnog polja, torzije, membrane,
rostiljaisli¢no. VrijediirjeSenjeiste ploce s drugim opterecenjem,
ili Cak "od oka" skicirano polje pomaka. Tada mjerenjem sa slike
odredimo pomake kao komponente vektora. Sva takva rjeSenja
mogu biti stupci matrice ¢.

Koordinatne vektore mozemo primijeniti za ucinkovito zadavanje
kinematickih  ogranienja. Primjerice, spomenutu hipotezu
ravnih presjeka Stapa moZemo smatrati takvim ogranienjem.
Zapisemo liih u obliku Tu = f, gdje je T matrica ogranicenja, pocetna
aproksimacija rjesenjau, morazadovoljitinehomogena ogranicenja,
odnosno Tu, = f, a koordinatni vektori samo homogena, dakle T®, =
0. Navedimo za kraj i mjeSoviti pristup tvorbi koordinatnih vektora.
Tako prirast pomaka Au, ili trenutacnu aproksimaciju u, pomnoZzimo
nekim funkcijama koordinata. Moze i Ritzovim ili R - funkcijama, pa
i polinomima koje smo ranije istaknuli.

Tablica 2. Osnovni podaci o numerickim modelima

7.2.6. Koordinatni vektori kao ulazni podaci

Konacno, ako se netko sjeti boljega skupa (s jednim ili viSe)
koordinatnih vektora, bez teSkota moze formirati matricu ¢,
i upotrijebiti ovdje opisani postupak. Na taj nacin predlozeni
algoritam moZemo smatrati oplim pristupom iteracijskomu
rjesavanju sustava, kojemu kao ulazne podatke (osim nuznih
koje trebaju svi iteracijski postupci), zadajemo i koordinatne
vektore.

8. Ukratko o realizaciji

Prilozeni pseudokod realiziran je programskim jezikom gfortran
[18]. Upotrijebljene su 64 bitna Ubuntu inacica 5.3.1 i OS X
inaica 6.1.0. Nakon provjere programa na malim sustavima
jednadzbi, generirali smo matrice krutosti i opterecenja velikoga
broja ravninskih i prostornih reSetkastih nosaca. Tvorbe
modela proveli smo na dva nadina. S jedne strane, Stapove
smo postavljali klasi¢no, tako da reSetke tvore dobar staticki
sistem. S druge strane, radi svjesnoga pogorsanja uvjetovanosti
pripadajuceg sustava, odnosno broja cond(K), Stapovima velikih
razlika u krutostima nepravilno smo spajali udaljene ¢vorove.
Time smo tvorili nelogicne reSetke koje ne moZzemo smatrati
konstrukcijama. Na taj smo nacin program testirali na, s
numerickoga gledista, dobrim i loSim modelima. Upotrijebili smo
zapis matrice u obliku potpunoga knjizenja (engl. full bookkeeping)
po stupcima, a probali smo i po retcima [19]. Vrlo sli¢na inacica
zapisa postoji i u programu otvorena koda za realizaciju metode
konacnih elemenata FEAP [20]. Time smo odmah vodili racuna
0 spajanju s tim programskim paketom. Upotrijebili smo inacicu
8.4.1 [21]. Spajanje, programsko prevodenje i povezivanje s
FEAP-om takoder su realizirani jezikom gfortran.

9. Rezultati proracuna prakticnih modela

Nakon temeljnih provjera, analizirali smo nekoliko modela iz
konstruktorske prakse na kojima smo radili prijasnjih godina
(slike 5. do 7.). Radi jasnoce, na slikama su izostavljeni prikazi
opterecenja i lezajeva. Modeli sadrze razliCite vrste i oblike
konacnih elemenata. Nepoznanice su pomaci, a ponegdje i
kutovi zaokreta. Osnovni podaci o modelima priloZeni su u tablici
2. Popunjenost matrice odredena je kao omjer broja ¢lanova
Stednoga zapisa i broja svih elemenata matrice.

Broj slike Broj ¢vorova Broj elemenata Broj nepoznanica Broj clanova stednoga zapisa Popunjenost matrice
lijevo 1.030.301 1.000.000 3.060.300 123.026.091 1,31:10°
> desno 276.244 1.461.134 820.446 17.723.235 2,63:10°
lijevo 71.307 278.499 206.527 3.826.156 8,97-10°
° desno 11.844 11.664 69.984 1.635.876 3,34:10*
lijevo 3.018.960 2.918.728 8.955.164 358.190.300 4,47-10°
! desno 486 1.782 2.754 54,594 7,2010°
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Slika 5. Proracun modela kocke (lijevo) i strojarnice HE Rama (desno; prikazana je samo polovina modela) [22]: a) razdioba vertikalnih pomaka;
b) opadanje reziduala; c) smanjenje energije
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Slika 6. Proratun atrija Knezeva dvora u Dubrovniku (lijevo) [23] i kupole dvorane "Kresimir Cosi¢" u Zadru (desno) [24]: a) razdioba vertikalnih
pomaka; b) opadanje reziduala; c) smanjenje energije
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Slika 7. Proracun podzemnoga kamenoloma Kanfanar s okolnim podruéjem (lijevo; unutarnje prostorije i stupovi nisu vidljivi) [25] i krovista
buducega stadiona Kantrida na Rijeci (desno) [26]: a) razdioba vertikalnih pomaka; b) opadanje reziduala; c) smanjenje energije
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Tablica 3. Usporedba postupaka prema broju koraka

Josip Dvornik, Damir Lazarevic

Broj koraka do ispunjenja kriterija
Broj slike
KG KGD IRP(2) IRP(4) IRP(6) IRP(10)

lijevo 580 567 243 102 67 38
B desno >10" 5083 2381 1097 682 410

lijevo >10° 53.002 24.995 8608 5166 2871
> desno 11091 8966 4142 1381 888 498

lijevo 2157 1936 623 208 126 71
! desno 2769 987 703 269 169 94

Raznovrsne su provjere iteracijskih algoritama nuzne, jer je
poznata njihova ovisnost o naravi problema. Odnosno, mogu
se prilagoditi za izrazito brzo rjeSavanje tipicnih primjera, s
unaprijed poznatim podacima kojima namjestimo klju¢ne
parametre postupka. Medutim, ¢im problem odstupa od
ocekivanoga, ucinkovitost pada. Na slikama su prilozene
razdiobe vertikalnih pomaka modela [pod a)], te ovisnosti
logaritma omjera reziduala ||r||/[|r|l, i energije (M, - ¥ AM)/
IT, o broju koraka [pod b) i c)]. Crvena boja oznacava
podrucje najmanijih, a ljubi¢asta najvecih pomaka. Provedeni
su proracuni iteriranim Ritzovim postupkom ( IRP) sa dva,
Cetiri, Sest i deset koordinatnih vektora (argument uz IRP),
te metodom konjugiranih gradijenata bez preduvjetovanja
(KG) i s dijagonalnim preduvjetovanjem (KGD). Na slikama
pod b) i c) mozemo uociti: s povecanjem podprostora opada
broj potrebnih koraka, odnosno vece je smanjenje reziduala
i energijske norme po koraku. Cak i za dva koordinatna
vektora postupak brze konvergira od KG i KGD (koje takoder
mozemo interpretirati dvama vektorima). Treba priznati,
postoji i bolje preduvjetovanje metode konjugiranih
gradijenata, primjerice nepotpunim rastavom Choleskoga,
ali iz rezultata je vidljivo da za veci broj koordinatnih vektora
imamo pristojnu zalihu (Sto svakako treba provjeriti). To
potvrduje i tablica 3. koja sadrzi broj koraka potreban za
smanjenje omjera reziduala na 108, Istaknimo jos, rezultati
svih primjera se podudaraju s rjesenjima dobivenima
izravnim i iteracijskim postupcima koji standardno postoje
unutar FEAP-a.

10. Zakljucak

U skladu s opisanim svojstvima i iskustvima autora ovog rada,
iterirani Ritzov postupak moze imati prednosti kod rjeSavanja
velikih linearnih sustava, slabo popunjenih matrica. Neki nasi
primjeri su sezali do 107 nepoznanica, popunjenosti oko 10
Tumacenje postupka je blisko inzenjerskomu nacinu razmisljanja,
odnosno Ritzovoj energijskoj interpretaciji, za razliku od primjerice
metode konjugiranih gradijenata koja se uobicajeno pojasnjava
geometrijski, u apstraktnomu n - dimenzijskom prostoru.

Ovaj postupak ne bi smio biti losSiji od metode konjugiranih
gradijenata (s preduvjetovanjem i bez njega). Odnosno, dobro
prosirenje podprostora ne donosi pogorsanje konvergencije. Pri
tomu mozemo upotrijebiti viSe nacina generiranja koordinatnih
vektora. Kao da radimo s vise iteracijskih postupaka istodobno.
Dobrim izborom vektora konvergencija je puno brza od
konvergencije pojedinacnoga postupka. Preduvjetovanje koje
transformira sustav ovdje nije potrebno, ali se algoritmi razvijeni
za preduvjetovanje mogu uspjesno primijeniti za tvorbu vektora.
Ponovno pokretanje (engl. restart), poznato iz klasicne metode
konjugiranih gradijenata, kojim se zbog gubitka ortogonalnosti
ponovo zapocinje postupak, ovdje nije opravdano. Iz prethodnoga
koraka nasljedujemo samo prirast pomaka koji poboljsavarjesenje
u trenuta¢nom koraku. Buduci da ne zahtijevamo ortogonalnost
medu iteracijskim veli¢inama, dodatno ubrzanje treba ocekivati
u primjeni na nelinearne probleme. Naime, tada nema svojstava
ortogonalnosti na kojima ustrajavaju brojni iteracijski algoritmi.
Zbog toga se postupak moze uspjesno primijeniti i u podrucju
optimizacije.

Jasno je, izrazito velike sustave nije ekonomicno rjeSavati
jednim procesorom. Tada paralelan pristup postaje nuznost.
Zanimljivo bi bilo svakomu koordinatnom vektoru pridruziti
njegov procesor. Buduci da smo, radi brojnih moguénosti, jos
uvijek u intenzivnoj istrazivackoj fazi algoritma (ve¢ samo
izmjene iznosa Q i o izrazito utje¢u na brzinu konvergencije),
nema smisla mjeriti trajanje proracuna i usporedbu
utroSenoga vremena u odnosu na druge izravne i iteracijske
postupke. To je moguce napraviti tek nakon briZljivoga
programiranja, programskoga prevodenja i povezivanja
konacne inacice programa, s ukljucenim optimizacijskim
opcijama koje doprinose brzini izvodenja koda. Zbog toga
je ovaj rad vise metodoloSke (algoritamske), nego prakticne
naravi.
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Ovaj je rad financirala Hrvatska zaklada za znanost projektom
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