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1. Uvod

Prilicno je rano uoceno da je kod konacnih elemenata s malim
brojem ¢vorova najveci problem njihova osjetljivost na "locking
efekt" (npr. [1]). RjeSenje za to predlozeno je kroz obogacivanje
polja pomaka ili deformacia u elementu pa je metoda
nazvana metodom nekompatibilnih modova ili jednostavno
nekompatibilni modovi.

Metodu nekompatibilnih modova uveli su 1973. godine Wilson i
suradnici[2, 31kao poboljsanje ravninskih i prostornih elemenata
nizeg reda kod problema savijanja. Iz analize vlastitih vrijednosti
uoceno je da elementi nizeg reda ne mogu na realan nacin
opisati ponasanje pri savijanju iz jednostavnog razloga sto im
nedostaju odgovarajuce funkcije oblika, koje se upravo zato kroz
ovu metodu dodaju u formulaciju. Uvodenjem dodatnih funkcija
oblika krsi se uvjet kontinuiteta, ali uz odredene uvjete moze se
postici konvergencija [%]. Nekompatibilne funkcije oblika nisu
jedinstvene i razlikuju se ovisno o vrsti problema koja se opisuje
(male deformacije, velike deformacije, velike rotacije, nestisljivi
materijal itd.) Velik broj €esto koristenih nekompatibilnih funkcija
oblika pripada u skupinu elemenata mjeSovite formulacije [5].
Pokazalo se da navedena metoda ima joS nekoliko prednosti,
primjerice bolje ponasanje elemenata pri distorziji mreze
konacnih elemenata kao i u sluaju gotovo nestisljivih
materijala [6]. Osim toga, nekompatibilni elementi ne koriste
se samo za poboljSanje ponasanja konacnih elemenata,
vet i za formulaciju konstitutivnih zakona baziranih na
deformacijama ili pomacima (npr. razvoj oStecenja) na razini
elementa. U kombinaciji s tehnikom "operator split" (npr.
[7]), to omogucuje razdvajanje proracuna razvoja unutarnjih
varijabli i jednadzbi ravnoteze na lokalnoj i globalnoj razini,
Sto smanjuje racunalnu zahtjevnost problema. Primjena
nekompatibilnih  modova na geometrijski nelinearne
probleme velikih rotacija moze se pronaci u [8, S]. Ovakvi
poboljsani elementi mogli bi pronaci svoju primjenu u
projektiranju zidova s otvorima [10].

U 2. poglavlju opisana je primjena nekompatibilnih modova za
opisivanje diskontinuiteta u polju pomaka i deformacijau 1D. U
3. poglavlju prikazana je primjena na prvobitni problem savijanja
gdje je poboljSano ponasanje 2D i 3D Cetverokutnih elemenata
u konstrukciji opterecenoj na savijanje.

2. Metoda nekompatibilnih modova u 1D
2.1. Mijesana varijacijska formulacija

Formulacija metode konacnih elemenata uobicajeno se
dobiva iz varijacijskog principa baziranog na pomacima, u
kojem se slaba formulacija konstruira iz uvjeta ravnoteze.
Ako zelimo obogatiti polje deformacija uvodenjem poboljsane
aproksimacije, moramo konstruirati slabu formulaciju iz sve tri
skupine jednadzbi: kinematickih, konstitutivnih i ravnoteznih.
To je mjeSoviti ili Hu-Washizuov varijacijski princip, gdje su polja
pomaka u(x), deformacija ¢(x) i naprezanja o(x) neovisna jedno

o drugome [7]. Za izvodenje metode nekompatibilnih modova,
polje deformacija obogacuje se na sljedeci nacin:

du .

e= +E (1)
gdje prvi clan predstavlja standardnu deformaciju, a drugi clan
poboljsanu ili nekompatibilnu deformaciju.

U slaboj formulaciji, jednadzbe ne moraju vise biti zadovoljene
u svakoj tocki domene Q, nego samo po dijelovima. Slaba
formulacija dobiva se mnozenjem jednadzbe ravnoteze
proizvoljno odabranom funkcijom w, koja se naziva tezinskom
funkcijom, i zatim integriranjem umnoska po cijeloj domeni. Za
jednadzbu ravnoteze dobivamo:

E‘;W(Z—j+bjdx=0 (2)

Sto nakon parcijalne integracije daje:

d _
G ='|'d—‘f:odx—gj;wbdx—[wt:|r” -0 (3)

u
Q

gdje, w(x) predstavlja polje virtualnih pomaka koje mora biti
jednako nuli na rubu domene, w(x)=0naT .

Na slican nacin, slaba formulacija dobivena iz konstitutivne
jednadzbe definirana je u polju virtualnih deformacija y(x) za
slucaj linearno elasti¢nog ponasanja:

G, = [1Ez-o)x=0 (4)

Slaba formulacija kinematicke jednadzbe konstruira se u polju
virtualnih naprezanja t(x):

du
G =[] -¢gldx=0
2 ir(dx g] X (5)
Jednadzbe (3), (4) i (5) ¢ine mjeSovitu varijacijsku formulaciju koja
je ekvivalentna Hu-Washizuovom funkcionalu [11] za 1D slucaj:

(u,e,0) = j 1 eEedx +ja(@ - gj dx 7j ubdx —[ uf | (6)
02 n \dx o ro

Polja virtualnih deformacija i virtualnih naprezanja ne moraju
zadovoljiti rubne uvjete koji su nametnuti polju virtualnih
pomaka. Takoder, to ne moraju biti kontinuirane, ve¢ samo
kvadratno integrabilne funkcije [7].

Obogaceno polje virtualnih deformacija definirano je na
analogan nacin kao polje realnih deformacija u jednadzbi (1):

dw .

7=a+}’ (7)

Uvodenjem aproksimacija iz jednadzbi (1) i (7) u jednadzbe (4) i
(5), dobiva se sljedece:

GE=£(3—:{V+iJ{E(Z—i+§J—U}dX=O (8)

G, = [rdx=0 (9)
Q

20
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Nadalje, jednadzba (8) moze se razdvajiti u dvije jednadzbe:

dw du .
iW[E[a+sj—a}dX—O (10)
j?[E(ﬂﬁ—EJ—a}dx:O (11)
o dx

Iz jednadZbe (10) slijedi:
jdladx=jdl5[@+5)dx (12)
5 dx o dx  Ldx

Sto uvodenjem u jednadzbu (3) daje:
dw —
G, =E[ao-dx—£wbdx—[wt]r” =0 (13)

Jednadzbe (9), (11) i (13) predstavljaju slabu formulaciju
za obogaceno polje pomaka dobiveno pomocu mjeSovite
formulacije i navedene su ovdje:

J~dW

Qacrdx - iwbdx —[wf]rn =0

If[E(%-%—éj—o}dX:O (1)

Q

jrgdx =0

Q

2.2. Implementacija metode konacnih elemenata

Promotrimo Stapni konacni element s dva Cvora, duljine L
i povrsine popretnog presjeka A, s jednim osnim stupnjem
slobode u, u svakom ¢voru (slika 1.).

tvor 1 tvor 2

u‘%Q Q%uz

’\: N‘{I]
5/‘ N, x)

nekompatibilnog moda. Funkcija M(x) bira se u skladu s
karakteristikama problema kojeg Zelimo opisati, Sto ce se
pokazati kroz primjere u iduc¢im poglavljima.

Obogaceno polje deformacija u (1) dobiva se kao derivacija
jednadzbe (15):

&(x)=Bu+G(x)a (16)

gdje je B matrica koja povezuje deformaciju u elementu i
pomake u CEvorovima, a G(x) predstavlja derivaciju funkcije
nekompatibilnog moda.

Osim uvjeta konvergencije koje moraju zadovoljavati standardni
konacni elementi, nekompatibilni elementi moraju zadovoljiti
jos nekoliko uvjeta [7]:

Nekompatibilno polje deformacija mora biti nezavisno od
standardnog polja deformacija, Sto znaci da njihove funkcije
oblika ne smiju pripadati istom prostoru:

N,AM=0 (17)

Parametri naprezanja i parametri nekompatibilnog moda
moraju biti medusobno ortogonalni, jer se Zeli izbjeci pojava
naprezanja u aproksimaciji. Zbog toga, svi ¢lanovi u (14) koji
sadrZe parametre naprezanja moraju nestati:

[7odx =0
: (18)
[redx =0

Q

Svaka nekompatibilna deformacija mora biti ortogonalna bilo
kojem konstantnom naprezanju i nikakav rad ne smije rezultirati
iz medudjelovanja ova dva polja. To osigurava konvergenciju u
skladu s "patch"-testom, a pokazano je u [3] da za konstantno
naprezanje ¢ iz jednadzbe (18) slijedi:

jé(x)dx:o; é:Gfljé(x)dx (19)
Q QQ

Uvodenjem aproksimacija metode konacnih elemenata za
pomake i deformacije u mjeSovitu formulaciju u (14), dobiven je

sustav jednadzbi:

IBTEABudx + j B’ EAGadx — ijAdx - [Nﬁ\]ra =0
Q Q Q

(20)
: ' jGEABTudx + jGEAGadx =0
Slika 1. Stapni kona¢ni element s dva ¢vora i njegove funkcije oblika @ e
Nakon uvodenja supstitucija:
Uvodenjem formulacije metode konacnih elemenata, obogaceno
polje pomaka moZe se prikazati kao zbroj kompatibilnog i K= IBTEABdX
nekompatibilnog dijela: °
F = [BTEAGx
u(x)=Nu+M(x)a (15) e (21)
H = [GEAGdx
gdje je N matrica funkcija oblika, u je vektor ¢vornih pomaka, e
M(x) je funkcija nekompatibilnog moda, a o je parametar  f=[NbAdx-[NiA]
2 .
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jednadzbe (20) postaju:

Ku+Fa=f
(22)
Fu+Ha =0

Sto se moZze zapisati u matri¢cnom obliku:

T
K F |lu _ f (23)
F H|«a 0

Primjenom staticke kondenzacije matrica krutosti reducira se na
istu veli¢inu kao i vektor ¢vornih pomaka. Iz druge jednadzbe u
(22) slijedi:

a=-H'Fu (24)
Uvodenjem (24) u prvu jednadzbu u (22), dobiva se:
(K-H'F'F)u=f (25)
gdje prvi ¢lan predstavlja kondenziranu matricu krutosti:
K=K-HFF (26)
pa se naposljetku moze zapisati:

Ku=f (27)

Metoda nekompatibilnih modova izvedena u ovom poglavlju
moze se primijeniti na razliCite probleme u mehanici. U idu¢im
poglavljima predstavljena su dva primjera u 1D okruZenju: u
prvom primjeru radi se o Stapu sastavljenom od dva razli¢ita
materijala, a u drugom primjeru radi se o Stapu s ugradenim
diskontinuitetom koji simulira otvaranje pukotine.

2.3. Primjeri

2.3.1. Diskontinuitet u polju deformacija za heterogeni
Stap

Promotrimo Stap duljine L koji je sastavljen od dva razlicita
materijala, gdje se granica izmedu njih nalazi upravo na sredini
elementa X = L/2. Moduli elasticnosti lijevog i desnog dijela
Stapa oznacenisus E, i E,, tako da vrijedi E, > E... Lijevi kraj Stapa
je uklijesten, dok na desnom kraju djeluje sila F (vidi sliku 2.).
Stap ima sljedece geometrijske i materijalne karakteristike: E =
1000, E,=500,L=1,A="1iF=300.

/ E, E,

5

L/2 L/2
| I |
f 1 1

Slika 2. Heterogeni Stap sastavljen od dva razli¢ita materijala

Kako je Stap sastavljen od dva razliita materijala, postoji
diskontinuitet u polju deformacija na sredini elementa. Takav
diskontinuitet naziva se jos i slabim diskontinuitetom, za
razliku od diskontinuiteta u polju pomaka koji se naziva jakim
diskontinuitetom i koji €e biti prikazan u idu¢em poglavlju. U[12]
obje vrste diskontinuiteta ugradene su u jedan element.

Ovaj primjer heterogenog Stapa moze se lako rijesiti pomocu
dva standardna konacna elementa s razlicitim materijalnim
karakteristikama. Iz jednostavnog proracuna dobivaju se
vrijednosti pomaka u ¢vorovima:

u(x=L12)=0.15; u(x =L)=0.45 (28)
Isti primjer moze se rijesiti primjenom metode nekompatibilnih

modova koja je opisana u proslom poglavlju. U tom slucaju
koristimo samo jedan nekompatibilni element.

tvor 1 gvor 2
U —> @ O —>Y
| L :
\/I e
Gix)

Slika 3. Funkcija nekompatibilnih modova i njena derivacija za
opisivanje diskontinuiteta u polju deformacija

Diskontinuitet u polju deformacija uzet je u obzir pomocu
sljedece funkcije M(x), kao Sto je prikazano na slici 3.:

_2X xe[0x]
I (29)
20 ye[wl]

L

Derivacija funkcije M(x) jednaka je:

2 _
-=, eO,X]
Campy | Xl
R x <[%L] =
- :

Jednadzbe (21) ra¢unaju se tako da podijelimo nasu domenu Q
na dvije poddomene, Q, € [0, L/2] u kojoj jeE=E,iQ, € [L/2, L]
ukojojjeE=E,:

K= [B'E,ABdx + | B'E,ABdx
[} Q,

F = [B'EAGdx + [ B'E,AGdx
[oH Q,

(31)
H= [ GE,AGdx + [ GE,AGdx
Q Q,

f=[F 0]

22
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Uvodenjem funkcija oblika, (31) postaje:

AT1 -
K=(E +E,)
B+ 2>2L[—1 1}

SR

T (31a)

H:(E1+E2)%

iz Cega se dobiva kondenzirana matrica krutosti definirana u
jednadzbi (26):

_ EF, 2A[1 71}

L1

“EVE L (316)

Nakon uzimanja u obzir rubnih uvjeta i vrijednosti geometrijskih
i materijalnih parametara, rjeSavamo jednadzbu (27), iz ega se
dobiva pomak slobodnog kraja Stapa:

u(x=_L)=0.45 (32)

Kako bismo izracunali pomak na mjestu diskontinuiteta,
moramo najprije dobiti vrijednost parametra a. Primjenom
jednadzbe (24) dobiva se:

a=0.075 (33)

Pomak na mjestu diskontinuiteta sada se moze izracunati iz
jednadzbe (15):
2x

- 220=0.15 (34)

X
=L/2)=Nu+M ==
u(x )=Nu+M(x)a Luz i

Ovdje smo pokazali da se primjenom jednog nekompatibilnog
konacnog elementa dobivaju isti rezultati kao i prora¢unom
pomocu dva standardna konacna elementa, ¢iji su rezultati dani
u (28).

2.3.2. Diskontinuitet u polju pomaka za modeliranje
lokaliziranog sloma

Ovdije je ciljpredstaviti primjenu metode nekompatibilnih oblika
na model ostecenja s omeksanjem koji moze opisati slom
betona u vlaku. Kada je dostignuta grani¢na cvrstoca, stvara
se makropukoting, Sto znaci da do omeksanja materijala dolazi
odmah nakon elasticne faze.

Ima nekoliko nacina pomocu kojih se moze uvesti omeksanje u
model, a ovdje je odabran onaj prikazan u[7, 12]. U predloZzenom
modelu, jaki diskontinuitet ugraden je u element kao lokalizirani
skok u polju pomaka koji simulira otvaranje pukotine na sredini
elementa. Na ovaj nacin, eliminira se ovisnost rezultata o
veli¢ini mreze konacnih elemenata. Ima i drugih radova u kojima
je omeksanje implementirano na slican nacin, bilo za modele
ostecenja, plasticnosti, ili kombinacije oStecenja i plasti¢nosti

[14-17]. Kod modela oStecenja, deformacija se vraca u nulu
nakon potpunog rasterecenja, za razliku od modela plasti¢nosti,
gdje se pojavljuje zaostala plasti¢na deformacija. Formulacija
Ce se izvesti za najjednostavniji 1D element. Diskontinuitet
u polju pomaka mora biti uveden u kinematicke jednadzbe, a
implementira se pomocu metode nekompatibilnih modova.

Za opisivanje otvaranja pukotine primjenjuje se parametar a. koji
modelira skok u polju pomaka na sredini elementa x = L/2. Kako
se ovdje radi o Stapnom konacnom elementu koji ima samo
osne stupnjeve slobode, moze se opisati samo mod | otvaranja
pukotine.

tvor1 tvor 2
ul% Q Q '_>U2
: . :

:\ : Mix)

| | Glx)

Slika 4. Funkcija nekompatibilnih modova i njena derivacija za
modeliranje diskontinuiteta u polju pomaka

Lokalizacija se moze uvesti u formulaciju metode konacnih
elemenata pomocu metode nekompatibilnih modova, kao
diskontinuitet u polju pomaka. U ovom slu¢aju biramo
odgovarajucu funkciju M(x) koja je prikazana na slici 4.:

—%, Xe[O,)?>
M(x) = (35)
1-X, xe(xL]
L

Derivacija funkcije M(x) sada je jednaka:
G(x)=G+6; (36)

gdiejeG=-1/L, a 3 je Diracova delta-funkcija koja predstavlja
singularni dio polja deformacija:

5 B °°,X=i (37)
1o, inate

Uvodenjem aproksimacije za obogaceno polje deformacija iz
jednadzbe (16) u Hookeov zakon, dobiva se polje naprezanja u
homogenom dijelu materijala koji je definiran na [0, x U X, L], jer
jedy=0zax#Xx:

o(x)= E(Bu + Ga) (38)

Kako je ponasanje na diskontinuitetu neelasti¢no, uvodi se 1D
model ostecenja s omeksanjem. Disipacija energije opisana je

GRADEVINAR 70 (2018) 1,19-29
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kohezivnim zakonom ponasanja koji je prikazan na slici 5., a
definiran je izrazom:

t=D"a (39)

gdje je ) varijabla ostecenja koja moZze poprimiti vrijednosti od
nula do beskonacno.

t A

o
Slika 5. Kohezivni zakon ponasanja u diskontinuitetu

Funkcija odtecenja @ provjerava je li vrijednost sile u
diskontinuitetu dopustiva ili nije:

7 =|t|~(or-7) <0 (40)
U jednadzbi (40), o, je granica elastinosti koja predstavlja
naprezanje pri pojavi prvih pukotina, a ¢ je varijabla o3teenja
koja je definirana kao:

§=-Ke (1)
za linearni zakon omeksanja. Ovdje je K modul omeksanja, a g:fje
varijabla koja opisuje akumulaciju oStecenja. _
Razvoj ostecenja moze se opisati multiplikatorom oStecenja 7

koji moZe poprimiti samo nenegativne vrijednosti. Jednadzbe
razvoja oStecenja za unutarnje varijable modela navedene su

D=Lz-7a-7 (42)

720, $<0,74=0 (43)

Uvjet konzistencije osigurava dopustivost naprezanja u svakom
sljedecem vremenskom koraku:

=0 (44)

il
Aallt

Zapravo, to znaci da postoje dva prihvatljiva slucaja:
elasti¢nost: ; <0,7=0

ostecenje: ; =0,7>0

Energija loma G, jednaka je povrsini ispod dijela kojim je opisano
omeksanje materijala na dijagramu naprezanje-deformacija na
slici 6., gdje je nagib pravca jednak modulu omeksanjaK :

2

K=- 2"& (45)
f

G |

Slika 6. Energija loma G,

Numeri¢ka implementacija prikazanog modela prilicno je
zahtjevna, pa e ovdje biti dan samo kratki pregled. Detaljniji
opis moze se naci u[13].

Kako su jednadzbe razvoja oStecenja definirane lokalno, na
razini elementa (u Gaussovoj integracijskoj tocki), a jednadzbe
ravnoteze definirane su globalno, za cijelu mrezu konacnih
elemenata primijenit e se metodologija "operator split" [ 7] kako
bi se omogucila efikasna racunalna implementacija. Proracun je
podijeljen u dvije faze: lokalnu fazu, gdje se rjeSavaju jednadzbe
razvoja unutarnjih varijabli, i globalnu, gdje se rjeSavaju
jednadzbe ravnoteze. Pomocu inkrementalne i iterativne
Newton-Raphsonove metode dobiva se priblizno rjesenje u
svakom vremenskom koraku, a implicitna Eulerova metoda
primjenjena je za integriranje jednadzbi razvoja oStecenja.
Lokalna faza proracuna zapocinje probnim elasti¢nim korakom
u kojoj se provjerava dopustivost sile u diskontinuitetu, kao
3to je prikazano u jednadzbi (40). Ako je @ = 0, vrijednost sile
je prihvatljiva i korak je zaista elastican. Ako je @ > 0, korak
nije elastican i mora se provesti korekcija zbog ulaska u fazu
omeksanja. Tada se racuna pozitivna vrijednost multiplikatora
odtecenja 7, i azuriraju se vrijednosti varijabli ostecenja Di
£ te pomaka u diskontinuitetu o. Nakon dobivanja kona¢nih
vrijednosti unutarnjih varijabli, prelazi se u globalnu fazu
proracuna.

U globalnoj fazi provjerava se jesu li jednadzbe ravnoteze
zadovoljene unutar odredene tolerancije greske, a ako
nisu, provodi se jo$ jedna iteracija kako bi se dobile nove
vrijednosti ¢vornih pomaka. Sustav jednadzbi koji se rjeSava
istog je oblika kao u (23), gdje su matrice K, F i H definirane u
(21), uz dodatak jednog ¢lana u matrici H koji je vezan uz silu
u diskontinuitetu:

H= [GEAGdx + AL (46)
oa

ot—r
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Za implementaciju i validaciju modela razvijen je racunalni
kod baziran na metodi konacnih elemenata u programima
Mathematica [18] i FEAP [1S]. Odabran je primjer Stapa koji
je uklijeSten na lijevom kraju, s nametnutim pomakom & na
desnom kraju, kao &to je prikazano na slici 7. Stap je modeliran
s dva konacna elementa, gdje je kao materijalni model za
prvi element odabran model oStecenja s omeksanjem, a za
drugi element linearna elasticnost. Geometrijske i materijalne
karakteristike koriStene u ovom primjeru su sljedece: E = 1000,
o,=150,K = -200, L = 1i A = 1. Nametnuti pomak na desnom
kraju jednak je ' = 0.75.

4 el el2
ZR

(SN ]
w
\:I\

L L

L y
T 1

Slika 7. Konzola s nametnutim pomakom

Globalni odgovor konstrukcije prikazan je na slici 8. Ponasanje
je linearno elasticno sve do dostizanja granice elasticnosti.
Nakon toga dolazi do omeksanja materijala i po€inje se otvarati
pukotina na sredini prvog elementa. To znadi da se pojavljuje
koncentracija naprezanja u diskontinuitetu, dok se homogeni
dio materijala rasterecuje. Ako rasteretimo konstrukciju,
deformacija se na dijagramu vraca prema nuli, Sto je specifi¢nost
ovakvih modela ostecenja. MoZe se zamijetiti da se opterecenje
i rasterecenje odvijaju po istoj putanji te na kraju dolazi do
potpunog sloma Stapa, 6 = 0.

Sila [N]

0 02 04 06 08
Pomak [mm]

Slika 8. Dijagram sila-pomak za dva ciklusa opterecenja i rasterecenja
3. Metoda nekompatibilnih modova u 2D i 3D
3.1. 2D konacni element

3.1.1. Formulacija Q4 elementa

Formulacija izoparametarskog Cetverokutnog 2D elementa
dobro je poznata i moZe se naci u nekoj od mnogih radova

vezanih uz metodu konacnih elemenata, npr. [4]. Geometrija
elementa definirana je na sljedeci nacin:

X(Em) = N(EmX, + No )X, + N (G, = YN ()

, (47)
y(&n)=Ny(Eny, + Noy(Em)y, +...+ N (Em)y, = ZNi(étiﬂ)yi

gdje su &, n e [-1,1] izoparametarske koordinate, N, (£.n) su

funkcije oblika, a x, v, su koordinate Cvorova, i = (1, 2, 3, 4), kao
Sto je prikazano na slici 9.

300

v

T, 1411 201

X

Slika 9. Izoparametarski Q4 element
Pomaci u i v interpoliraju se na sli¢an nacin:

u(&,m) = Ny(&mu, + Ny(Emu, +...+ N (Enu, = zNi(fyﬂ)Ui

r'r=1 (48)
V(&) = Ny(Emvy + Ny(E v, +. + N(Emv, = Z1Ni(§’77)vi
gdje u, v, 0znacavaju pomake u ¢vorovima, i = (1, 2, 3, 4).
Za izoparametarske konacne elemente, funkcije oblika za
interpolaciju geometrije i pomaka jednake su. Funkcije oblika za
izoparametarski c¢etverokutni 2D element u matri¢cnom obliku
izgledaju ovako:

(-x1-n)
_1avan-n o)

MED =3 v et

(-2 n)

Te funkcije oblika rezultiraju svojstvenim vektorima koji su
prikazani na slici 10. (samo dva su prikazana, preostala dva su
slicna).

0.2 02

01+ 01 h

0 0 \ : \\
014 01t A
02 L— i : 02

-05 0 05 -05 0 05

Slika 10. Svojstveni vektori Q4 elementa
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\Veza izmedu deformacija i pomaka je uobicajena te za 2D slucaj
ravninskog stanja naprezanja ili ravninskog stanja deformacija
glasi

ou
2] | &
%
€= = - =Bu 5
gy ay ( o)
Yol lou v
A
oy ox

gdje je matrica B definirana kao

o A (51)

ON, 0N,
oy Ox

Funkcije oblika N, (¢,n) ovise o izoparametarskim koordinatama
&, m, a njihove derivacije dobivaju se primjenom lancanog pravila
za deriviranje sloZenih funkcija

oNT [ox oyfoN] [oN

oc | |oe oc || ox ox

= =J
N |l ox oy |lon| TN 152)
on on on|Loy oy

gdje je J Jacobijeva matrica

ON,x, ON,y, oN,

i

o ¢ ¢ )

J(&n)= = C Y=,

(&) Nx Ny || o, [x y]i=1, .4 (53)
on on on

TraZzene parcijalne derivacije funkcija oblika po globalnim
koordinatama su naposljetku

oN, oN,
oX 4| 0¢

= 54
o | | aw, o)
oy on

Za slucaj malih deformacija i linearne elasticnosti moze se
primijeniti princip minimuma potencijalne energije, tako da se
dobiju matrica krutosti elementa i konzistentni vektor vanjskog
opterecenja

K =t[B'DBJA; f = t[N"qdA (55)
A A

pa jednadzba ravnoteze glasi K u — f = 0. U jednadzbi (55) t je
debljina elementa, D je tenzor elasticnosti, a q je povrSinsko
opterecenje. Napomena: u slucaju kada opterecenje ne djeluje
na povrsini elementa, ve€ na ruby, integral postaje linijski i
matrica funkcija oblika N nije viSe puna.

Ako Zelimo transformirati navedene integrale u izoparametarske
koordinate, potrebna je promjena varijabli

ox oy

o o
x

on on

dA = \dé x dﬁ\ = det dédn =|J|dédn (56)

pa matrica krutosti sada postaje
11

K =t[ [B'DB|J|dsdy (57)
—1-1

Integriranje se provodi numericki, primjenom Gaussove
integracije. U tom slucaju integral se zamjenjuje sumom

Koy =122 (W, det(E,1,)o BT (601, )o DB(E 1,17, ) ) (58)
Pel = tZ Z(men det(‘fm,Un )eINT (ém"]n )elq(gm"]n )el ) (59)

gdje m, n predstavljaju broj toCaka integracije duz svake
izoparametarske koordinate unutar elementa, w_, w_su tezinski
koeficijenti, a ¢ _, n, su koordinate Gaussovih totaka integracije.

3.1.2. Uvodenje nekompatibilnih modova

Iz slike 10 vidljivo je da prikazani Q4 element ne moze dobro
opisati savijanje (kada se suprotne strane rotiraju uslijed
savijanja, preostale dvije ostaju ravne, a ne zakrivljene). Tome
Ce se pokusati doskociti dodavanjem kvadratnih interpolacija
pomaka koje ovaj element nema

R P ]

gdje su a,, a, parametri nekompatibilnih modova koje treba
odrediti, a funkcije M, definirane su na sljede€i nacin: M, = 1 - &2
iM,=1-n%

Pomaci u smjeru & koji odgovaraju novouvedenim funkcijama
(nekompatibilnim modovima) prikazani su na slici 11., gdje

vidljiva promjena u "gustoci".

027 02
R
LB N
01T s g g s s e 01T F ¥t
fgE e I f o Lok
4 + * @
........ YT s
........ i + + .
0T o R + o+ T ¥ j
........ T o+ N +
+ . ' A
01T 01T
D2 + ; -02 + 4 +
-05 0 05 -05 0 05
Slika 11. Svojstveni vektori Q4 elementa nakon uvodenja

nekompatibilnih modova
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Matrica koja povezuje deformacije i pomake kod nekompatibilnih
modova formulirana je na nacin da "patch"-test iz jednadzbe
(19) bude zadovoljen pa matrica G za Q4 element ima sljedeci
oblik

oM,
ox
oM,
G = —L =12 1
=l (61)
oM, oM,
L0
ox oy

Kompletna matrica B s dodatkom nekompatibilnih modova sada
postaje B_ = [B G], a matrica krutosti dobiva se na uobicajen
nacin, samo se matrica B zamjenjuje matricom B _

K, =t[B]DB,dA (62)
A

Na slican nacin moraju se prosiriti i vektor ¢vornih pomaka
u i vektor vanjskih sila f kako bi se uzeli u obzir parametri
nekompatibilnih modova a, pa dobivamo

u, = m f, = m (63)

Sustav jednadzbi (23) sada postaje

K,u, =f (64)

mom 'm

Novi element koji je izveden ovdje naziva se Q6.
3.1.3. Primjer

Ponasanje novog Q6 elementa prikazat ¢e se na primjeru
konzole optereene na savijanje. Na slici 12. vidljivo je da
postoji opterecenje silom i momentom. Ovdje se radi o tankoj
gredi (graficki prikaz nije proporcionalan), tako da se egzaktno
rjeSenje moze lako proracunati. Zadani su ulazni podaci: E = 3E7,
v = 0,33 (Poissonov koeficijent), ravninsko stanje naprezanja, L
=3,0,h =0,2 (odnos duljine i Sirine je 15). U tablici 1. je prikazana
usporedba rezultata s nekompatibilnim modovima i bez njih

opterecenje

1 2
3 6 9 12
} —
4 5 6
2 5 8 | l
1 2 3
1 4 7 10 l

Slika 12. Konzola s prikazom opterecenja

Tablica 1. Usporedba rezultata za pomake u 2D

Pomaci egzaktni s NM bez NM
Opterecenje 1 0,562 0,169 0,544
Opterecenje 2 0,112 0,033 0,113

Graficka usporedba proracuna pomocu standardnih i

nekompatibilnih Q4 elemenata prikazana je na slici 13.
Naprezanja u elementima s nekompatibilnim modovima
dobivaju se na jednak nacin kao u standardnim elementima.

0.2

-04 + |= = —nedeformiran

deformiran

sa inc. mod.
-06 + + t

0 1 2 3
04
— - —nedeformiran
deformiran

023+

sainc. mod"_’//j/‘
_—-——__—_—
02

04 —EI/"____—___-‘
-_-/-‘-’—,--‘________——

4] 1 2 3

(1]

Slika 13. Usporedba pomaka uslijed opterecenja silom i momentom
3.2. 3D konacni element
3.2.1. Formulacija Q8 elementa

U nacelu, Q8 element jednak je Q4 elementu, samo Sto mu je
dodana treca dimenzija, tako da ima viSe stupnjeva slobode.
Zbog toga Ce se formulacija Q8 elementa samo kratko
predstauviti.

|zoparametarska aproksimacija za geometriju i pomake u
elementu definirana je kao

x=Nx; u=Nu; i=1,..8 (65)

gdje su funkcije oblika standardne izoparametarske funkcije
(vidi [£]), tako da matrica N ima oblik

N, = %(1+§r§,-)(1+77'7,-)(1 FCCEN =N, i=1, .8 (66)

gdje su &, m, ¢ izoparametarske koordinate cvorova.
|zrazi za matrice B, K i f sli¢cni su onima za Q4 element.
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3.2.2. Uvodenje nekompatibilnih modova

Q8 element takoder ima problema s opisom savijanja, pa se
zbog toga uvode nekompatibilni oblici kao kod Q4 elementa

u Nl u; M| «a;
v|=|NH v |+ MY |la;|ii=1,..,8;/j=1273 (67)
w NI w; M| «;

gdje su nekompatibilne funkcije oblika definirane na sljedeci
nacin

M1:(1_§2); M2=(1_772); M3=(1_§2); (68)

Matrica koja povezuje deformacije i pomake izgleda ovako: B, =
[B G], gdje su matrice B i G za Q8 element dane kao

N, | M,
OX [0)4
_ M. | ,
B = Nlie, =| Zhi)i=1,..8/=123 (69)
oy oy
aNi | 67M!'|
0z 0z

Krajnji sustav jednadzbi formira se kao u (64).
3.2.3. Primjer

Analiza se provodi na primjeru prikazanom na slici 14, sa
zadanim ulaznim podacima: E = 3E7, v = 0,33, ravninsko stanje
naprezanja, L = 3,0, h =0,2, t =0,1. Ovo je ista konstrukcija kao
u 2D primjeru za Q4 element pa je moguca usporedba rezultata.
Rezultati proracuna prikazani su u tablici 2.

Slika 14. Primjer 3D konzole s prikazom opterecenja

Tablica 2. Usporedba rezultata za pomake u 3D

Pomaci egzaktni s NM bez NM
Opterecenje 1 0,562 0,167 0,544
Opterecenje 2 0,112 0,033 0,112

Iz usporedbe s Q4 elementom vidljivo je da se za pomake uslijed
opterecenja silom dobiva nesto manja tocnost, a za pomake uslijed
opterecenja momentom tocnost je gotovo ista. Treba napomenuti
da je Q8 element numericki mnogo zahtjevniji: matrica krutosti
elementa ima dimenzije 24x24, a uz dodatak nekompatibilnih
modova (bez kondenzacije) dimenzije su 32x32, sto je prili¢no vise
u usporedbi s dimenzijama 8x8i 12x12 za Q4 element.

4, Zakljucak

U ovom radu dan je kratak pregled metode nekompatibilnih
modova. Prikazana je njihova primjena unutar dva podrucja u
kojima se cesto koriste: analizi sloma i poboljSanju ponasanja.
U kontekstu analize sloma, pomocu nekompatibilnih oblika
obogacuje se u polje pomaka i deformacija kako bi se opisao
slom unutar samog elementa. Postupak je prikazan za 1D
element, za diskontinuitet u polju deformacija i u polju pomaka.
U kontekstu poboljSanja ponasanja konacnih elemenata,
nekompatibilni modovi koriste se za obogacenje polja pomaka
koje je opisano standardnim funkcijama oblika. Dodatne kvadratne
funkcije oblika uvelike poboljSavaju ponasanje takvih elemenata u
slucaju savijanja. Prikazani su primjeri u dvije i tri dimenzije.
Pokazalo se da metoda nekompatibilnih oblika ima dobra
svojstva u oba podrucja primjene te da njeno koriStenje treba
poticati. Dodatni stupnjevi slobode mogu se eliminirati pomocu
staticke kondenzacijeiili se njihov proracun moZze pojednostavniti
uvodenjem postupka "operator split" Rezultati dobiveni
primjenom nekompatibilnih modova imaju bolju to¢nost od onih
dobivenih pomocu standardnih konacnih elemenata, odnosno
usporedivi rezultati mogli bi se dobiti jedino uvodenjem mnogo
veceg broja standardnih konacnih elemenata.
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