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1. Uvod

Za seizmicko projektiranje gradevina treba se provesti bilo teoretska
ili eksperimentalna analiza prirodnih oblika titranja. Za te je potrebe
razvijeno nekoliko metoda baziranih na koriStenju eksperimentalnih
podataka, ukljucujuci i razvoj empirijskih formula za odredivanje
prirodnog perioda, Sto opcenito ovisi o visini gradevine ili o
broju katova. Neki autori poput onih iz [1-4] analizirali su takve
eksperimentalne metode. Neki autori analizirali su i teoretske
metode, kao Sto se moze vidjeti u radovima [5-7]. Dijagonalizaciju
Jacobijeve metode razvio je i doradio Hochstenback [8]. Saad [11] je
dopunio metodu potencije koju opisuju Golub i Van Loan [S]isto kao i
Arnoldijevu metodu [10]. Neki autori poput Crouzeixa [13] i Morgana
[14] analizirali su Davidsonovu metodu [12]. Verderam [15] i Oliveira
[16] usporedili su rezultate dobivene eksperimentalnim mjerenjima
s rezultatima koji su izvedeni numerickim proraunima na bazi
analitickih metoda. Odredivanje svih vlastitih oblika titranja privuklo
je paznju mnogih autora poput Tonga[17].

Metoda prikazana u ovom radu razvijena je u svrhu teoretskog
odredivanja svih prirodnih oblika titranja. Metoda se bazira
na odredivanju polinoma oznacenog kao P koji je izveden iz
determinante P = || [K] - ®? [M] ||, gdje vrijednosti [K], [M]i ®
predstavljaju redom matricu krutosti, matricu mase i prirodnu
kruznu frekvenciju gradevine. Korijeni tog polinoma su prirodne
kruzne frekvencije gradevine.

Tijekom razvoja polinoma za gradevine s "n" identi¢nih katova,
naglasak se stavlja na postupak koji omogucuje odredivanje
koeficijenata polinoma. Nakon odredivanja tih polinoma, definira
se njihova rezolucija i to primjenom numerickih metoda za
izraCunavanje korijena polinoma sa stupnjem n. Ti se korijeni
koriste za izvodenje frekvencije gradevine. Zatim se za svaku
vrijednost prirodne frekvencije izraCunavaju vlastiti vektori. Na
taj se nacin dobiva baza podataka koja sadrzi sve prirodne oblike
titranja za gradevine od dva do deset katova (pri ¢emu postoji
mogucnost povecanja broja katova). Kako bi se prosirilo podrudje
primjene takve metode, u ovom se radu razmatraju i dva dodatna
slucaja koji se najéesce susrecu u praksi. Ti slu€ajevi su gradevine
kod kojih se najnizi ili najvisi kat razlikuje od ostalih katova.

U ovom se radu predlaze jednostavna i djelotvorna metoda
za odredivanje svih prirodnih oblika titranja koji su potrebni za
seizmictko projektiranje gradevina. Osim toga, u predlozenoj
su tablici sazeto prikazani svi oblici titranja za gradevine s dva
do deset jednakih katova. Ti se rezultati mogu koristiti i za veci
broj katova (viSe od deset). Primjenom ove tablice, za takve se
gradevine jednostavno mogu odrediti svi prirodni oblici, bez
potrebe za ponavljanjem proracuna.

2. Gradevine s "n" identicnih katova
2.1. Modeliranje
U dinamickoj analizi gradevina obicno se, pa ¢akivrlo Cesto, masa

kata koncentrira na odgovarajucoj medukatnoj konstrukciji, kao
Sto je prikazano na slici 1.

v
(m,)
Xn
X
Y4
kn
(m_,)
—> Xn-1
/\\/kn-1 /\\/
Vv N
(m,)
—» X,
k
’ (m,)
X1
k1

Slika 1. Modeliranje gradevine

Za krutost i masu pojedinacnih katova koriste se oznake k, tj. m,

ax je pomak svakog kata. Pretpostavlja se sljedece:

- Katovi nisu podlozni deformacijama, a stupovi su obostrano upeti.

- Mase su koncentrirane na katnim konstrukcijama.

- Svaki kat ima horizontalni pomak x, u smjeru (xx’), a rotacija
je onemogucena.

Matrica krutosti za broj identi¢nih katova "n" izrazava se kako
slijedi:

[K]=kI[K] (1)

gdje je k krutost svakog kata u horizontalnom smjeru, a matrica
[K] iznosi:

12 .. 00
Kl=| 0 . .. . 0 (2)
0 0 .. 2 -1

o 0o o0 -1 1
2.2. Kruzne frekvencije

Red matrice [K] ovisi o broju stupnjeva slobode. Ta je matrica
posebna trodijagonalna matrica. Takvu vrstu matrice proucavalo
je nekoliko autora kao Sto su Buchholzer [18], Jia [19] i Hou-Bia
[20]. Matrica mase [M] iskazuje se pomocu jednadzbe (3) na
sljedeci nacin:

[MI=m1l] (3)

gdje je m masa svakog kata, a [I] je jedini¢na matrica, pri cemu
red ovisi o broju stupnjeva slobode.
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Kruzne frekvencije titranja dobivaju se rjeSavanjem jednadzbe

():
[|[K]I-®?[M]||=0 (&)
Ako matrice [K] i [M] zamijenimo njihovim izrazima, tada

jednadzba (&) poprima sljedeci oblik:

=0 uzcog:% (5)

[R]—g[’]

Jednadzba (5) moze se iskazati i kao:

2

IIK1- o[ =0 gdiejea = (6)
5

Polinom P () = || [K] - a. [1] || omoguéava odredivanje vlastitih
frekvencija i vlastitih vektora za bilo koju gradevinu s "n"
identi¢nih katova. Taj polinom neovisan je o vrijednostima
krutosti k niti o masama m.

Nakon odredivanja korijena polinoma P (a), izvode se kruzne
frekvencije, a za to se koristi sljedeci odnos:

2 2 2_k
o =a- =— 7
wy uz wy = (7)

Polinom za okvirne AB gradevine s raznim brojem katova
razvijen je na sljedeci nacin:

- nulakatova (virtualna gradevina): P (o) = 1 (a,,=1, tablica 1.)
- jedan kat: P, (a)=1-a

- dvaidenti¢na kata: P, (a) = 1-30+02

- triidenti¢na kata: P, (o) = 1-6a+50%-a®

- Cetiriidenticnakata: P, (o) = 1-100+1502- 70 +0*

- petidenticnih katova: P, (a) = 1-150+350°-280°+9a*- .

Na bazi te razrade definiran je postupak za odredivanje svih
koeficijenata polinomaP_ (o). SaZeti prikaz tog postupka prikazan
je u tablici 1. Za odredivanje tocnih koeficijenata polinoma
potrebno je, prema algoritamskoj logici, poceti matricu iz tablice
1. s a,, = 1. Isto objasnjenje vrijedi za gradevine u kojima se
najvisi i najnizi kat razlikuje od ostalih katova (vidi tablice 4.1 5.).
Svaki koeficijent odreduje se zbrajanjem svih koeficijenata
u stupcu koji se nalazi lijevo i iznad doticnog koeficijenta i
vrijednosti koeficijenta koji se nalazi neposredno iznad (iz tablice
1., koeficijent 15 = 1+3+6+5). Prvi koeficijent polinoma je 1.

Svi koeficijenti bilo kojeg polinoma koji odgovara gradevini s "n"
katova ("n" stupanj slobode) mogu se odrediti pocevsi od jednog
stupnja slobode koji odgovara polinomu P_(a) =1-a.. Potrebno je
napomenuti da polinom ima izmjenicne predznake. Koeficijenti
polinoma izrazavaju se kako slijedi:

aj=1 "0 e ®)
1 j=1;i=1,...,n
Qi-n; T 2, () 2<j<i

Treba napomenuti da za broj katova (BK) vrijedi (i-1): BK = i-1.
Polinom gradevine s "n" katova iznosi:
n

P, (a)= Z(—1)k a(n+1)(k+1)ak (9)

k=0
Nakon iskazivanja tih polinoma, trebaju se izolirati njihovi
korijeni o, primjenom algoritma koji su razvili Akritas i dr. [21].
Nakon toga se primijeni metoda bisekcije za priblizavanje tim
korijenima.
Nekoliko se metoda primjenjuje za odredivanje karakteristi¢nih
polinoma. Jedna od njih, metoda La Budde, najbliza je metodi
koja se predlaze u ovom radu.

Tablica 1. Koeficijenti polinoma P, (o) za okvirne AB gradevine s identi¢nim brojem katova

Broj . .
Kkatova Rast stupnja polinoma
0 a,,=1
1 a,,=1 1
2 1 3 1
3 1 6 5 1
4 1 10 15 7 1
5 1 15 35 28 9 1
6 1 21 70 84 45 1 1
7 1 28 126 210 165 66 13 1
8 1 36 210 462 495 286 91 15 1
9 1 45 330 924 1287 1001 455 120 17 1
10 1 55 495 1716 3003 3003 1820 680 153 19 1
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Metoda La Budde sastoji se od dvije faze: u prvoj fazi se
reducira [A] na gornji Hessenbergov oblik [H] s ortogonalnim
transformacijama sli¢nosti, a u drugoj se fazi izracunava
karakteristi¢ni polinom [H] ponavljanjem podmatrica. Ako su
vrijednosti [H] i [A] sli¢ne, isti su im karakteristi¢ni polinomi.
Ako je [A] simetri¢na, tada je [H] simetri¢na trodijagonalna
matrica, a metoda La Budde pojednostavljivanjem se svodi na
Sturmovu metodu nizova [22]. Taj slucaj odgovara istrazivanju
koje se izlaze u ovom radu. La Buddeov algoritam za
izracunavanje koeficijenata karakteristicnog polinoma iskazan
je u nastavku rada.

fa, b, 0 0 O]
b, a, 0 O
[Al=]0 ... ... . 0 (10)
0 O a,, b,
10 0 0 b, a,]

gdje je [A] simetri¢na trodijagonalna matrica (n x n).

U postupku izracunavanja karakteristicnog polinoma,
Sturmovom metodom nizova izracunavaju se karakteristi¢ni
polinomi P(A) = det(Al - T) svih glavnih vodecih podmatrica
T reda i, gdje je P_(A) = P(L). Rekurzija za izraCunavanje P())
prikazana je u jednadzbi (11) [22, S]:

Pn(/l):{POM)=1’ P1(/1)=1—02 | (11)
P{(A)=(A—a;)PiAA)-bPio(A) 2<is<n

Kako bi se iz rekurzije jednadzbe (11) dobili pojedinacni
koeficijenti P(A), odreduju se koeficijenti polinoma kako je to
prikazano u jednadzbi (12), [22, S]:

P(A)=A"+c, A"+ -+c, JA+C,
(12)

P(A)=A"+c|A" "+ +c] A+cl  1s<isn

Algoritam za izraCunavanje koeficijenata karakteristicnog
polinoma simetritne trodijagonalne matrice [A] prikazan je u
tablici 2., prema [22].

C, je k-ti koeficijent karakteristicnog polinoma simetricne
trodijagonalne matrice (n x n). Koeficijenti matrice (7x7) izjednadzbe
(2) izracunavaju se pomocu La Buddeove metode. Rezultati

dobiveni ovim algoritmom sazeto su prikazani u tablici 3.

Tablica 3. Koeficijenti simetricne trodijagonalne matrice (7 x 7)
dobiveni pomocu La Buddeove metode

C, C, ‘ C, ‘ C., ‘ C,, ‘ C., ‘ C, |
-2 Pad stupnja polinoma
-4 3 ’
-6 10 -4
-8 21 -20 5
-10 36 -56 35 -6
-12 55 -120 126 -56 7
n=7 -13 66 -165 210 -126 28 -1

Kako bi se izracunali koeficijenti karakteristicnog polinoma
pomocu La Buddeove metode, trebaju se odrediti
meduvrijednosti, a one sluze samo za dobivanje koeficijenata
razmatranog polinoma. S druge strane, predlozenom se
metodom dobivaju ne samo koeficijenti razmatranog polinoma
vec i koeficijenti karakteristi¢nih polinoma nizih stupnjeva.
Osim toga, iz predloZenog algoritma izvode se svi koeficijenti
polinoma karakteristi¢ni za sve matrice bilo kojeg reda koje se
odnose najednadzbu (2). Ta se baza podataka moze koristiti bez
ikakvih iteracija, a izbjegava se ponavljanje proracuna.

2.3. Vlastiti vektori

Svaka kruzna frekvencija o,ima pridruzeni vlastiti vektor koji se
izvodi iz jednadzbe (13):

[[K]-o? [M]]{@;} =0 (13)

Tablica 2. La Buddeova metoda za simetricnu trodijagonalnu matricu (n x n)

Cn Cn C. C, 1,n Con
1 Cq=ma,
2 a,a,<b’
3 _azczz_bazcﬂ
k G 9 cz,k—fakcw,k—w'bkz Ca,k—w'akcz,k—w'bkzc
_an—wCn—z,n—z_bn—1zcn—3,n—3
n Cin1ay Cz,n-w_ancw,n-w_bnz C3,n-‘\_anCZ,n-‘\_anC‘\,n-Z Cr\-1,r\-‘\_ar\cr\-z,r\-‘\_br\ZCn-S,r\-Z _ancn-1,n-1_bn2cn-2,n-2
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Primjenom istih veli¢ina kao i kod jednadzbi (1), (3) i (5),
jednadzba (13) poprima sljedeci oblik:

HR}_Q, [/]}{cp,} -0 (14)

Za odredivanje vlastitog vektora treba se koristiti nize opisano
svojstvo trodijagonalne matrice:

2-a) 1 0 0 0
-1 2-a) .. 0 0
Ppla)=| © e 0 (15)
0 0 2-a) -1
0 0 0 -1 (1=2)pwn
2-a) 1 0 0 0
1 (2-«a) 0 0
Ppla)=2-a)| O e e 0
0 0 2-a) -1
0 0 0 -1 (1-a) (n-1)x(n-1)
(16)
-1 -1 0 0 0
0 (2-a) .—-1 0 0
--njo -1 .. 0
0 0 e 2-a) A
0 0 0 -1 (1-a) (n-1)x(n-1)
0 -1 0 0 0
0 (2-a) -1 0 0
Po(@)=2-a)Paqy+(-DFp2y+[0 -1 (2-a) 0 (17)
0 0 2-a) 1
o o 0 1 (1-a)

Zadnja matrica iz jednadzbe (17) s nultim stupcem dovodi
do ukidanja determinante. Primjenom odnosa prikazanog u
jednadzbi (17), polinom P (o) mozemo iskazati kako slijedi:

Py(a)=1
Ppla)=1R(a)=1-a (18)
Pa(a)=(2-a)B,_4(a)-F,_5(a) n=z=2

Vlastiti vektor {®} zadovoljava jednadzbu (14). Prikazan je i u
obliku koji je iskazan u jednadzbi (19):

[(2-¢) -1 0 0 0o 00 0 0 i 0
4 @2-a) .. © 0 00 0 0 #2i 0
0 : E 0 0 00 O 0 ; :
: 0 1 @-@) -1 00 0 0 ||%-tksni| o
0 0 0 -1 (2-¢) 10 0 0 nki 1=10¢ (19)
0 0 0 o -1 -0 0 ||dngens| |0
0 0 0 o 0 L0 : : :
0 0 0 o0 0 0 1 @a) || 4, 0
0 0 0 000 A (a4 0

Redci kiniz jednadZbe (19) omogucuju izvodenje ta dva odnosa:

{¢n—1,i =(1-a;)p,,;
(20)

Gtk = 2= )Wp i~ Pn_(k)i k=1,.,n-2

Kako bi se odredio vlastiti vektor, treba se zadati vrijednost
bilo kojeg elementa vektora te izvodenjem definirati ostale
elemente. Opcenito uzevsi, najcesce se pretpostavlja jedini¢na
vrijednost tog elementa. Ako je ® . = 1; vrijednost ®__. dobiva

se iz retka n iz jednadzbe (19) primjenom odnosa iskazanog u
jednadzbi (18), i to kako slijedi:

¢n-1,i =(1 _ai) ¢n,i = P1(ai) (27)

Redak (n-1) iz jednadzbe (19) dovodido ¢, , kao Sto je navedeno
u jednadzbi (22):

Pz = (2-0) Bori ™ P = (2-0)) P(at) - Pfa) = Pfa) (22)

Svi elementi se odreduju sukcesivno, slijedeci isti nacin
razmisljanja:
¢.,;=Pla) k=0, .. (n-1) (23)
Stoga se odgovarajuci vlastiti vektor gradevine s "n" identicnih
katova odreduje za svaku vrijednost o.. Ustvari, zamjenom
vrijednosti o, u polinomima koji se odnose na katove 1 do n-1

lako se moZe dobiti odgovarajuci vlastiti vektor, normiran na prvi
element:

(@) = [Pot(@); Paoa(@)is Pr(a) 1] T/P () (24)

2.4. Modalni koeficijenti doprinosa i faktori doprinosa
modalnih masa

Modalni koeficijent doprinosa I, definiran je u jednadzbi (25),
prema[23]:

(@) [M]{1)

M= ———— (25)

(@) M]{o]

Iz jednadZbe (25) ocito je da modalni koeficijent doprinosa varira
ovisno o normizaciji vlastitog oblika. Ako je {(IJi}j i-ti modalni
oblik normiran na j-ti element, tada se odnos izmedu vektora
{®} i{®}, iskazuje kako slijedi:

{‘Di}j = (q)ki)j {®i} (26)
gdje je ((Dk‘)j, k-ti element i-tog vlastitog oblika normiranog na

j-ti element. Jednadzba (28) dobiva se zamjenom izraza {®}; u
jednadzbi (25):
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e M
@), o, M,

(F,- )k

Ui~ Ta),

(T), je modalni koeficijent doprinosa i-tog oblika dobiven
primjenom i-tog vlastitog oblika normiranog na k-ti element.
Mozemo zamijetiti da se modalni koeficijent doprinosa razlikuje
od faktora doprinosa modalnih masa, tj. od omjera izmedu i-te
efektivne modalne mase (M) i ukupne mase [23].

(27)

(28)

(M) =r? (@} [M]{®;) (29)

Efektivha masa nezavisna je od normiranog vlastitog oblika,
kako je iskazano u nastavku. (M) je i-ta efektivna modalna masa
dobivena primjenom {d)i}j, a to je i-ti vlastiti oblik normiran na
j-ti element.

(’\7’1'),- = (r,-)f {‘Di},Tr [M]{®;}; (30)

Zamjenom jednadzbi (26) i (28) u odnosu na jednadzbu (30),
dobivamo:

(#5), = (1) i} (M]3 = (M), 1)

Iz jednadzbe (31) vidimo da su efektivha modalna masa i faktor
doprinosa modalnih masa neovisni o normizaciji viastitog oblika.
Kako bi se povecala primjenljivost ovog pristupa, u radu se

analiziraju i dva dodatna slu€aja Cestih gradevina. Radi se o
gradevinama kod kojih se bilo najvisi ili najnizi kat razlikuje od
ostalih katova (poglavlja 3.1 4.).

3. Gradevina kod koje se prvi kat razlikuje od
ostalih katova

U ovom se slucaju svi katovi smatraju jednakim, osim najnizega.
Za krutost i masu prvog kata koriste se oznake k, i m,, a za svaki
visi kat krutost se oznacava sa k, a masa sa m.

Za ovu vrstu gradevine, koeficijenti polinoma izracunavaju se
isto kao i kod gradevina s identicnim katovima, tj. zamjenjuje se
polie a,, = 1 iz tablice 1. vrijednoscu b = k/k, iz odgovarajuceg
polja u tablici 4., a sadrZaj polja a,, = 1 iz tablice 1. zamjenjuje se
vrijednoScu ab iz odgovarajuceg polja u tablici 4., gdje jea=m,/m.
Medutim, svi koeficijenti koji se odnose na polinome viseg reda
P (o) automatski se izvode iz prva dva retka iz tablice 4. MoZemo
zamijetiti da polinom ima izmjeni¢ne predznake. Tako dobiveni
korijeni o, polinoma stupnja n omogucuju odredivanje kruznih
frekvencija o, gradevine s ©? = o.0? a vlastiti vektor {®} koji
odgovara vrijednosti o, se zatim dobiva pomocu jednadzbe (24).

4, Gradevina kod koje se najvisi kat razlikuje od
ostalih katova

U ovom se slu€aju smatra da su svi katovi identi¢ni, osim
najviega kata. To znaci da se vrijednosti krutosti k i mase m_
tog najviseg kata razlikuju od odgovarajucih vrijednosti za druge
katove (ki m).

Tablica 4. Koeficijenti polinoma P_(c) za okvirnu AB gradevinu u kojoj se prvi kat razlikuje od ostalih katova

kaBtr:\J;a Rast stupnja polinoma }
0 b b = k/k,
1 1 ab a=m/m
2 1 ab+b+1 ab o,>=k/m
3 1 ab+2b+3 3ab+b+1 ab a=w’/o)’
4 1 ab+3b+6 6ab+4b+5 5ab+b+1 ab
5 1 ab+4b+10 10ab+10b+15 15ab+6b+7 7ab+b+1 ab
Tablica 5. Koeficijenti polinoma P_ (o) za okvirnu AB gradevinu kod koje se najvisi kat razlikuje od ostalih katova
kaBtr:\jla Rast stupnja polinoma }
0 a’ a'=m_/m b'=k/k,
1 1 a'b’ o=’/ o) oS =k/m
2 1 a'b'+a'+1 a'b’
3 1 a'b'+2a'+3 3a’b'+a'+1 a'b’
4 1 a'b'+3a'+6 6a'b'+4a'+5 5a’b'+a’'+1 a'b’
5 1 a'b’'+4a'+10 10a'b'+10a'+15 15a'b'+6a'+7 7a’b'+a'+1 a'b’
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Postupak za odredivanje koeficijenata polinoma P_(a) odgovara
postupku koji je objasnjen u tocki 3. U ovom se slucaju konstanta
(b) treba zamijeniti s (a'), a (a) s (b'), gdje je @' = m /m, a b'=k/
k.. Mozemo zamijetiti da polinom ima izmjenicne predznake.
Kruzne frekvencije i vlastiti vektori odreduju se na nacin
objasnjen u tocki 3.

5. Oblici titranja okvirnih AB gradevina s
identi¢nim katovima

oblika titranja iteracijskim postupkom koji se temelji na
dijagonalizaciji matrica krutosti i mase. Za svaku iteraciju,
matrica koja nosi oznaku [Q¥] omogucuje eliminaciju elemenata
matrice k,ﬁ-‘”i i mf/f” kako slijedi:

<o [ e} [ [w]er] o

gdje vrijednost [Q"] ima sljededi oblik:

100 -~ 00

Analizira se slucaj gradevine s identicnim katovima. Odredene 01 ,0 a 0y
su sve prirodne kruzne frekvencije, modalni koeficijenti [Qk} = 0 0 O (1) g g (33)
doprinosa (skraceno, MKD), faktori doprinosa modalnih masa 0 b 0o 0 1 0li
(skraceno, FDMM) i vlastiti vektori. Ti su parametri izracunani 000 0 0 1 /

za devet gradevina visine od dva do deset katova. Analizom se
moze obuhvatiti i veci broj katova (viSe od deset). VVlastiti vektori
i modalni koeficijenti doprinosa neovisni su o krutosti i masi, ali
ovise o omjeru karakteristika (k i m) za dva uzastopna kata.
Rezultati su prikazani u tablicama 6. i 7. Kako bi se izbjeglo
ponavljanje istog proracunskog postupka, ova se baza podataka
moze istrazivati izravno iz tablica 6. i 7. ili se mozZe izraditi
racunalni potprogram.

Vrijednosti faktora doprinosa modalnih masa prikazane u
tablicama 6. i 7. u skladu su s rezultatima koje su dobili Palermo
i dr. [24]. Ustvari, vrijednost FDMM koja odgovara prvom
obliku nalazi se unutar intervala [0,82; 0,88] koji se odnosi na
petokatnice i viSe gradevine. Osim toga, zbroj MMPR izveden iz
prva tri oblika titranja veci je od 90 %.

6. Rezultati i rasprava

6.1. Slucaj okvirnih AB gradevina s identi¢nim
katovima

6.1.1. Kruzne frekvencije

Obavljena je usporedba s postojecom metodom kako bi se
potvrdila valjanost predloZzene metode. Metoda za usporedbu
je Jacobijeva metoda koju je naknadno revidirao i preradio
Hochstenbach [8]. Ta metoda omogucuje odredivanje vlastitih

Konstante "a" i "b" odreduju se tako da se vrijednost nula
istovremeno primijeni na k,;m i m,-’f+1 (vidi jednadzbu (34)):

(kiimjj; — myik ;) = \/(kiimj/' — ik + A(Kmy — myki; )k my; —m ki)

2(kjimy — mik;;)

(34)
b (Kimjj — myk ;) — \/(kiimj/' — ik + A(kmy — myki; )k my; — m ki)

2(k jjmy; —m jik;; )

Nakon svake iteracije, dodatni dijagonalni elementi se
usporeduju medusobno i sa zadanom tocnoscu i za to se koristi
izraz:

<107P (35)

kik

iKjj

Elementi k//l m,, koji se eliminiraju u sljedecoj iteraciji, odgovaraju
maksimalnoj vrijednosti € Treba napomenuti da trazena
to€nost Jacobijeve metode ovisi o vrijednosti p.

Nakon dijagonalizacije matrica krutosti i mase, odreduju se
pulsacije pomocu ®? =k ¢/ m.¢ gdjesukim.?elementikrutosti
i mase dijagonaliziranih matrica. Matrica vlastitih vektora [¢]
dobiva se pomocu:

Tablica 6. Oblici titranja za okvirne AB gradevine s dva do sedam identic¢nih katova
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Broj katova 2 3 4

MFD 0,7236 0,2764 0,5432 0,3492 0,1076 0,4307 0,3333 0,1840 0,0520

FDMM [%] 94,72 5,28 91,41 7.49 1,10 89,34 8,33 1,96 0,37
(mi/wo)2 0,3820 2,6180 0,19810 1,5550 3,2470 0,1206 1,0000 2,3473 3,5321
1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
1,6179 -0,6180 1,8020 0,4450 -1,2470 1,8793 1,0000 -0,3473 -1,5321

Vlastiti vektor
2,2471 -0,8019 0,5550 2,5319 0,0000 -0,8794 1,3473
2,8792 -1,0000 0,6527 -0,5321
MFD - modalni faktor doprinosa, FDMM - faktor doprinosa modalnih masa
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Tablica 6. Oblici titranja za okvirne AB gradevine s dva do sedam identicnih katova - nastavak

Broj katova 5
MFD 0,3563 0,3007 0,208 0,1062 0,0288
FDMM [%] 87,95 8,72 2,42 0,75 0,16
(mi/mo)z 0,0810 0,6903 1,7154 2,8308 3,6825
1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
1,9188 1,3097 0,2846 -0,8308 -1,6825
Vlastiti vektor 2,6823 0,7153 -0,9190 -0,3097 1,8308
3.2284 -0,3728 -0,5462 1,0882 -1,3979
3,5130 -1,2036 0,7635 - 0,5944 0,5211
Broj katova 6
MFD 0,3032 0,2690 0,2082 0,1353 0,0667 0,0176
FDMM [%] 86,96 891 2,69 1,01 0,35 0,08
(mi/coo)2 0,0581 0,5030 1,2908 2,2411 3,1361 3,7710
1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
1,9421 1,4970 0,7092 -0,2411 -1,1361 -1,7709
2,7713 1,2410 -0,4970 -0,9419 0,2908 2,1361
Vlastiti vektor
3,4394 0,3609 -1,0617 0,4681 0,8058 -2,0120
3,9077 -0,7008 -0,2560 0,8290 - 1,2062 1,4269
4,1488 - 1,4100 0,8802 -0,6680 0,5647 -0,5150
Broj katova 7
MFD 0,2638 0,2412 0,2000 0,1471 0,0921 0,0443 0,0115
FDMM [%] 86,21 9,02 2,86 1,18 0,50 0,19 0,04
(0/o,)f 0,04371 0,38197 1,00000 1,79095 2,61803 3,33827 3,82709
1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
1,9563 1,6181 1,0000 0,2091 -0,6180 -1,3382 -1,8271
2,8271 1,6181 0,0000 -0,9563 -0,6180 0,7909 2,3383
Vlastiti vektor 3,5744 1,0000 - 1,0000 -0,4090 1,0000 0,2798 - 2,4452
4,1654 0,0000 -1,0000 0,8708 - 0,0000 -1,1653 2,1292
4,5744 - 1,0000 0,0000 0,5910 - 1,0000 1,2798 - 1,4452
4,7835 -1,6181 1,0000 -0,7472 0,6180 -0,5473 0,5112

Tablica 7. Oblici titranja za okvirne AB gradevine s osam do deset identicnih katova

Broj katova 8

MFD 0,2339 0,2177 0,1884 0,1499 0,1067 0,065 0,0306 0,0078

FDMM [%] 85,63 9,08 2,97 1,29 0,61 0,28 0,11 0,03
(o/o,)? 0,0341 0,2996 0,7947 1,4527 2,1845 2,8915 3,4780 3,8645
1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
1,9660 1,7004 1,2053 0,5473 -0,1846 -0,8915 -1,4780 -1,8650
2,8650 1,8913 0,4527 -0,7004 -0,9659 -0,2053 1,1845 2,4780
Vlastiti vektor 3,6665 1,5158 -0,6597 -0,9307 0,3628 1,0745 -0,2727 -2,7565
4,3431 0,6861 -1,2478 0,1910 0,8990 -0,7526 -0,7814 2,6626
4,8718 -0,3490 -0,8442 1,0353 -0,5287 -0,4036 1,4277 -2,2091
5,2346 -1,2797 0,2303 0,3756 -0,8014 1,1123 -1,3287 1,4573
5,4191 -1,8269 1,1217 -0,8297 0,6766 -0,5881 0,5362 -0,5087
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Tablica 7. Oblici titranja za okvirne AB gradevine s osam do deset identi¢nih katova - nastavak

Broj katova 9
MFD 0,2090 0,1979 0,1765 0,1476 0,114 0,0795 0,0476 0,0222 0,0057
FDMM [ %] 85,17 9,12 3,04 1,37 0,69 0,35 0,17 0,07 0,02
(/o) 0,0273 02411 0,6454 1,1966 1,8348 2,4910 3,0939 3,5783 3,8916
1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
1,9727 1,7589 1,3545 0,8034 0,1652 -0,4910 -1,0939 -1,5783 -1,8916
2,8915 2,0938 0,8348 -0,3546 -0,9727 -0,7589 0,1966 1,4910 2,5782
3,7315 1,9240 -0,2237 -1,0882 -0,3258 0,8636 0,8788 -0,7749 -2,9855
Vlastiti vektor 4,697 1,2904 -1,1379 -0,5197 0,9189 0,3349 -1,1579 -0,2680 3,0692
5,0859 0,3458 -1,3176 0,6707 0,4776 -1,0280 0,3878 1,1978 -2,8203
5,5635 -0,6822 -0,6469 1,0586 - 0,8400 0,1698 0,7337 -1,6226 2,2658
5,8893 - 1,5458 0,4413 0,1797 -0,6163 0,9447 -1,1904 1,3630 - 1,4658
6,0544 -2,0367 1,2447 -0,9142 0,7382 -0,6336 0,5685 -0,5286 0,5069
Broj katova 10
MFD 0,1894 0,1810 0,1651 0,1429 0,1164 0,0885 0,0601 0,0359 0,0165 0,0042
FDMM [%] 84,79 9,14 3,09 1,43 0,75 0,41 0,22 0,11 0,05 0,01
(o/0,)? 0,0223 0,1981 0,5339 1,0000 1,5550 2,1495 2,7307 3,2470 3,6525 39112
1,0000 1,0000 1,0000 1 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
1,9773 1,8019 1,4661 1 0,4451 01495 | -0,7307 | -1,2470 | -1,6525 | -19111
2,9105 2,2469 1,1495 0 -0,8019 -0,9777 -0,4661 0,5550 1,7307 2,6524
3,7787 2,2469 0,2192 -1 -0,8019 0,2956 1,0713 0,5550 -1,2074 -3,1581
Vlastiti vektor 4,5624 1,8018 -0,8282 -1 0,4450 0,9335 -0,3167 -1,2470 0,2646 3,3831
5,2443 1,0000 -1,4334 0 1,0000 -0,4351 -0,8399 1,0000 0,7702 -3,3075
5,8090 -0,0000 -1,2733 1 0,0000 -0,8685 0,9303 0,0000 -1,5373 2,9381
6,2440 -1,0000 -0,4334 1 -1,0000 0,5649 0,1601 -1,0000 1,7702 -2,3075
6,5394 -1,8019 0,6379 0 -0,4450 0,7840 -1,0473 1,2470 -1,3879 1,4720
6,6888 -2,2469 1,3686 -1 0,8019 -0,6821 0,6052 -0,5550 0,5232 -0,5056
M ] Ovdje se analizira primjer gradevine s cetiri identi¢na kata.
o 0 Rezultati su saZeto prikazani u tablici 8. Prema rezultatima koji
11 su iskazani u tablici 8., usporedbom kruznih frekvencija dviju
[¢] = [Qq XX [Qn]' : : (36) metoda utvrdena je dobra podudarnost rezultata.
0 1
me. 6.1.2. Vlastiti vektori

Tablica 8. Primjer gradevine s cetiri identicna kata - kruzna frekvencija.

(o/w,)
Oblik Predlozena Jacobijeva Tocnost
titranja metoda metoda [%]
1 0,12061 0,12061 100,00
2 1,00000 1,00000 100,00
3 2,34730 2,34734 99,998
4 3,53209 3,53205 99,999

Zaistisu primjer vrijednosti vlastitih vektora takoder usporedene
s vrijednostima koje su odredene Jacobijevom metodom (tablica
9.) i tom je prilikom ustanovljena vrlo visoka to¢nost. Niza
tocnost iznosila je 99,835 %.

6.1.3. Usporedba osnovnih kruznih frekvencija za
gradevine s dva do pet katova

Osnovne kruzne frekvencije, oznacene sa o,, gradevina s dva
do pet katova, usporedene su s kruznim frekvencijama koje su
dobivene Jacobijevom metodom. Rezultati ove analize prikazani
su u tablici 10.
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Tablica 9. Primjer gradevine s Cetiri identi¢na kata - vlastiti vektor

i m,, dok se oznake ki m koriste za gornje katove. Konstante "a"

i "b" iznose m,/m i k/k,. Kako bi se provjerila valjanost metoda,
PredloZena metoda | Jacobijeva metoda Tocnost [%] analiziran je primjer sa = 1,25 i b = 0,9. Odgovarajuti koeficijenti
polinoma P_ (o) prikazani su u tablici 11.
{0} {0}
1,00000 1,00000 100,000 Tablica 11. Koeficijenti polinoma za okvirnu AB gradevinu u kojoj se
1,87939 1,87962 99,988 najnizi kat razlikuje od ostalih katova, slucaja=1,25;b=0,9
2,53210 2,53218 99,997 Broj . .
Kkatova Rast stupnja polinoma
2,87939 2,87962 99,992
{0} {0} 0 09
1,00000 1,00000 100,000 1 1 1125
1,00000 0,99968 99,968 2 1 3,025 | 1,125
0,00001 -0,00021 - 3 1 5,925 5,275 1,125
-1,00000 -0,99961 99,961 4 1 9,825 15,35 7,525 1,125
{0.} {0} 5 1 14,725 | 35,25 | 29,275 | 9,775 | 1,125
1,00000 1,00000 100,000
10,34730 034754 99,931 Nakvon Sto su oq.redenl koruemv polinoma i |.z'vedene osnovne
kruzne frekvencije, te su kruzne frekvencije usporedene s
-0.87939 -0.87354 99,983 frekvencijama dobivenima pomocu Jacobijeve metode. Rezultati
0,65270 0,65301 99,953 ove usporedbe prikazani su u tablici 12.
Rezultati ove usporedbe jos jednom pokazuju valjanost metode.
{0} {0}
1,00000 1,00000 100,000 Tablica 12. Usporedba osnovnih kruznih frekvencija okvirnih AB
-1,53290 -1,53202 99,943 gradevina u kojima se najnizi kat razlikuje od ostalih
katova: sluéaja=1,25;b=0,9
1,34730 1,34732 99,999
2
-0,53290 -0,53202 99,835 (w0
Broj Predlozena Jacobijeva Tocnost
katova metoda metoda [%]
Tablica 10. Usporedba osnovnih kruznih frekvencija 2 0,38599 0,38599 100,00
(coi/wo)2 3 0,20433 0,20433 100,00
Broj Predlozena Jacobijeva Tocnost 4 012457 012467 9992
katova metoda metoda [%]
5 0,08346 0,08347 99,99
2 0,38197 0,38197 100,00
3 0,19806 0,19806 100,00 6.3. Slucaj okvirnih AB gradevina kod kojih se najvisi
kat razlikuje od ostalih katova
4 0,12061 0,12061 100,00
5 0,08101 0,08102 99,99 6.3.1. Osnovne kruzne frekvencije

Jos jednom se vidi da niZa vrijednost to¢nosti iznosi 99,99 %, Sto
potvrduje valjanost metode.

6.2. Slucaj okvirnih AB gradevina kod kojih se najnizi
kat razlikuje od ostalih katova

6.2.1. Osnovne kruzne frekvencije

Ovdje se razmatraju primjeri gradevinas 2, 3, 415 katova. U ovom
slucaju vrijednosti krutosti i mase prvog kata oznacene su sa k,

Ovdje se analiziraju primjeri gradevina s 2, 3, 4 i 5 katova. U ovom
slucaju, vrijednosti krutosti i mase najviseg kata oznacene su sa ki
m,, dok se oznake kim koriste za nize katove. Konstantea'ib’iznose
m /m i k/k . Za usporedbu je analiziran primjer s @' = 0,20 i b’ = 4.
Odgovarajudi koeficijenti polinoma P, (at) prikazani su u tablici 13.

Nakon Sto su odredeni korijeni polinoma i osnovne kruzne
frekvencije, te su frekvencije usporedene s vrijednostima
dobivenima Jacobijevom metodom za gradevine od dva do pet
katova. Rezultati su prikazani u tablici 14. Ti rezultati upucuju na
tocnost predlozene metode.
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Tablica 13. Koeficijenti polinoma za okvirnu AB gradevinu kod koje
se najvisi kat razlikuje od ostalih katova, slucaj a' =

0,20; b’ =4
Broj _ -
katova Rast stupnja polinoma
0 0,2
1 1 0.8
2 1 2 0,8
3 1 4,2 3,6 08
4 1 7.4 10,6 5.2 0,8
5 1 116 25 20,2 6.8 0,8

Tablica 14. Usporedba osnovnih kruznih frekvencija okvirnih AB
gradevina u kojima se najviSi kat razlikuje od ostalih
katova: slucaja’=0,20ib' =4

(o/ o)
Broj PredloZena Jacobijeva Tocnost
katova metoda metoda [%]
2 0,69098 0,69098 100,00
3 0,31927 0,31927 100,00
4 0,17560 0,17599 99,78
5 0,11009 0,11093 99,24
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7. Zakljucak

Metoda razvijena u ovom radu omogucuje jednostavno
odredivanje svih prirodnih oblika titranja za tri vrste okvirnih AB
gradevina (gradevine s identi¢nim katovima, gradevine u kojoj se
najnizi kat razlikuje od ostalih katova i gradevine u kojoj se najvisi
kat razlikuje od ostalih katova). Rezultati dobiveni primjenom
predlozene metode usporedeni su s rezultatima dobivenima
pomocu Jacobijeve metode. Usporedbom metoda ustanovljeno
je da je postignuta izuzetno zadovoljavajuca razina tocnosti. To
upucuje na djelotvornost predlozene metode, koju karakterizira
visok stupanj jednostavnosti. Proracun je najprije proveden
za gradevine s dva do deset identicnih katova, a zakljucak je
iskazan pomocu tablice u kojoj su grupirani svi prirodni oblici
titranja. Ta se tablica moze izravno koristiti za dinamicku analizu
konstrukcija te unijeti u aneks propisa za seizmicko projektiranje
gradevina. Primjenom predlozenog postupka, konstruktori
izbjegavaju nepotrebno podvostrucivanje prorauna za owvu
vrstu gradevina. Kako bi se dodatno proSirilo podrucje primjene
ove metode, analizirana su i dva dodatna slucaja koji se najcesce
susrecu u praksi. Radi se o gradevinama kod kojih se najnizi ili
najvisi kat razlikuje od ostalih katova.

Istaknuta je vaznost postupkak za dobivanje svih koeficijenata
polinoma P (o) za tri gore spomenute vrste okvirnih AB
gradevina. Nakon odredivanja korijena tog polinoma, vlastiti
vektori se mogu jednostavno izvesti kako je prikazano u
jednadzbi (24). Jos jedan znanstveni doprinos ovog istrazivanja,
ali u podrucju matematike, omogucuje odredivanje koeficijenata
karakteristicnog polinoma odredene trodijagonalne matrice.
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