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1. Uvod

Poznato je da diferencijalne jednadzbe linearnih matematickih
modela temeljenih na metodi pomaka simbolicki mozemo
zapisati u obliku

Ki=f (1)

gdje je K diferencijalni izraz koji djeluje na trazeno vektorsko
polje pomaka u. Rezultat djelovanja jednak je zadanom
vektorskom polju optereéenjaf,jerjednadéba predstavlja uvjete
ravnoteze. Uz diferencijalnu jednadzbu, rjeSenje treba ispuniti i
rubne uvjete po pomacima. Strogo teorijski, postoji samo jedno
(egzaktno) rjeSenje problema [1, 2]. Sre¢om, za inZenjerske
potrebe moZzemo odrediti dobra priblizna rjesenja [3, 4]. Stovige,
ima ih beskonacno mnogo. Prijedimo postupno od egzaktnoga
prema slabom rjeSenju, onomu koje donosi niz prednosti.

2. Jako rjeSenje

Naslov upucuje: takvo rjeSenje (ako postoji) ispunjava jaku
formulaciju - diferencijalnu jednadzbu i rubne uvjete. Rezultate
mozemo traziti u svim ili u dovoljnom broju toc¢aka podrucja.
Pomaci su egzaktni, u prvom slucaju najcesce izrazeni formulom,
a u drugom skupom funkcijskih vrijednosti.

Skup mozemo odrediti na dva nacina. Prvo analiticki,
uvrstavanjem ulaznih podataka iz to¢aka podrucja u zatvoreno
rjeSenje, jerje preslozenodabismogaizraziliformulom[5]. Drugo,
mozemo ga odrediti i numericki, ako diskretne vrijednosti nije
moguce dobiti izravno, nego ih moramo proracunati (primjerice
iteracijski, na proizvoljnu tocnost). To nazivamo priblizno jakim
rjeSenjem (odjeljak 4). Kroz takav, analiticki ili numericki odreden
“oblak” toc¢aka, ponekad mozemo provuci polinom ili sliénu
funkciju, painjega prikazemo formulom. Za razliku od egzaktne,
ona vrijedi samo u odredenim tockama. Kada bi obje formule
vrijedile u svim to¢kama podrucja, morale bi se podudarati, jer
je egzaktno rjeSenje linearnoga modela jedinstveno. Iz ovoga
kratkog opisa uocavamo: egzaktno rjeSenje jest jako, ali jako
rjeSenje moze biti priblizno.

U nekim jednostavnim i “pitomim" slucajevima jako rjeSenje
odredujemo izravno, rjeSavanjem diferencijalne jednadzbe.

Takve, najcesce vrlo idealizirane primjere, nazivamo glatkima.
Pripada im podru¢je jednolicnih svojstava, bez konkavnih
lomova ruba, uglavnom konstantnih rubnih uvjeta i opterecenja
opisanoga glatkom ili po dijelovima glatkom funkcijom. Tipi¢an
primjer ¢ini kruzna, zglobno oslonjena ploca konstantnih
svojstava i opterecenja. Rjesenje, koje mozemo zvati i pitomim,
prilicno je glatka, istaknuli smo, formulom ili skupom podataka
odredena funkcija koja ispunjava (1). Ili drugacije: egzaktnom
rjeSenju pripada neuravnotezeno opterecenje, rezidual, jednak
nul-vektoru: 7 =f —Kii =0. Za nedeformirano stanje vrijedi
G=0iF =f, odnosno rezidual je jednak opterecenju.
Matematicki, navedeni uvjeti nisu ni nuzni niti dovoljni za
dobivanje glatkoga rjeSenja. Ipak, Cisto iskustveno, ispunjenje
takvih zahtjeva viSestruko povecava vjerojatnost njegova
nalazenja. Buduéi da uvjeti glatkoce nisu dovoljni, moZzemo ih
ispuniti, a ne pronaci jako rjeSenje. Nisu niti nuzni, pa premda
ih nismo ispunili, pronademo jako rjeSenje. Tipian je primjer
potonjeg slucaja model koji sadrzi diskontinuitete i tocke s
raznim oblicima singulariteta. Zajedno s pripadajucim rjeSenjem
zvat cemo ga jakim s iznimkama.

3. Jako rjesenje s iznimkama

Ovo je rjeSenje posvuda glatko, osim u kona¢nom broju tocaka
gdje vrijednosti pomaka, kutova zaokreta, deformacija i/ili
naprezanja teze prema neizmjernom. To su tocke konkavnoga
loma podrucja, hvatista koncentriranih sila ilimomenata, mjesta
skokovite promjene debljine, modula elasti¢nosti, rubnih uvjeta
i slicno. Fizicki, rije je o podru¢jima koncentracije naprezanja.
U singularnoj tocki diferencijalna jednadzba i/ili njezine
pretpostavke nisu ispunjeni. Na tom mjestu polje pomaka
Cesto nije ni dovoljno puta derivabilno da bismo ga uvrstili u
diferencijalnu jednadzbu.

Jednostavan je primjer zglobno oslonjena ploca, oblika tri
Ceturtine kruga, konstantnih svojstava (slika 1.). Na slici 1.a
prikazana je moguca progibna ploha kao jedno rjeSenje, a na slici
1.b pripadajuce opterecenje, odredeno obratnim postupkom. U
tocki konkavnoga loma derivacije polja pomaka (unutarnje sile
i optereCenje) teze prema neizmjernom. lzuzevsi singularnu
tocku, takvo je rjeSenje poput jakoga ili priblizno jakog; ispunjava
jednadZzbe rubnog problema.

Slika 1. Zglobno oslonjena ploca: a) moguca progibna ploha; b) pripadajuce opterecenje
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Matematicka to€nost rjeSenja ne jamdi njegovu fizicku
korektnost. Cesto postoje (obi¢no mali) dijelovi podrugja u
kojima postoje proturjedja: rjesenje diferencijalne jednadzbe jest
to€no, ali su narusene pretpostavke nuzne za njezinu tvorbu.
Primjerice, geometrijskom linearizacijom pretpostavimo male
pomake i deformacije, a rjeSenje ponegdje poprima prevelike ili
beskonacnu vrijednost. Ili smo zamislili neograniceno vazenje
Hookeova zakona, a racunske deformacije i naprezanja ulaze
u plasticno podru¢je modela materijala. Proturjecna podrucja
najcesce su u okolini singularnih tocaka, ali mogu biti i podalje,
¢ak i u pitomim primjerima. Premasenje Hookeova zakona moze
biti na posve glatkom mjestu.

Osim podrucja rasprostiranja i utjecaj je ovih poremecaja
ogranicen. Prema Saint - Venantovu nacelu, ima znacajan
lokalni, a zanemariv globalni ucinak na dobivena polja.
Konstruktori smiju primijeniti takva rjeSenja, ali moraju biti
svjesni posljedicai provesti dodatne lokalne provjere, popravke
dobivenih vrijednosti, preciznije modeliranje na mjestu
singulariteta, zaobljenje konkavnog loma, a cesto uvesti i
konstruktivne mjere (ojacanja, ukrucenja i vute) u okolini takvih
tocaka.

Mnoga jaka rjeSenja (klasi¢na i s iznimkama) mozemo generirati
obratnim ili poluobratnim postupkom [6]. Tako odredena, obi¢no
nemaju prakti¢nu ili teorijsku vrijednost, ali sluze za provjeru
numerickih postupaka.

4. Priblizno jako rjesenje

Ovo rjedenje, oznatimo ga s U, priblizno ispunjava diferencijalnu
jednadzbu i rubne uvjete u svakoj tocki podrugja:

Kixf ()
Ako uvrstavamo U, u jaku formulaciju, moramo postaviti dva
pitanja. Prvo: Je li priblizno rjeSenje dovoljno puta derivabilno
da bismo ga mogli uvrstiti u jednadzbu? | drugo: Ako jest, je li
jednadzba priblizno ispunjena? Drugo pitanje ima smisla samo
ako je odgovor na prvo potvrdan, jer kod numerickoga rjeSenja
definiranog nizom diskretnih vrijednosti ne mozemo raspravljati
o derivabilnosti. Ako smo rjeSenje uspjeli uvrstiti u jednadzbu,
valjanost ocijenimo rezidualom

r=f-Ki,#0 (3)

jer zbog priblizne naravi U, dio opterecenja nije uravnoteZen.
Primijenimo i na &, obratni postupak, imamo Kd, =f, ¢ime
dobivamo pripadajuce opterecenje f; Ono se razlikuje od
zadanoga. (U protivnom bi d, bilo to¢no rjeSenje.) Sada prema
(3) rezidual moZemo zapisati kao:

F=f-f=0 (&)

Ako je priblizno rjesenje dobro tada je 7 ~ 0, a kao i kod vetine
aproksimacija, pogreska mora biti manja od kriterija, odnosno

| 7 || < & Premda smo u odjeljku 2 istaknuli - u totkama pitomih
primjera priblizno jako rjeSenje po volji je blisko jakom - najcesce
ga poistovjecujemo s numerickim rjeSenjem koje vrlo dobro
aproksimira jako.

U posebnim slucajevima, ako to¢no rjeSenje lezi u prostoru
koordinatnih funkcija, numericki pristup ne daje priblizno
jako, nego jako rjesenje. Primjerice, ako je egzaktno rjeSenje
polinom, a koordinatne funkcije tvore potpuni skup polinoma,
Ritzov postupak [7] daje jako rjeSenje. Ako egzaktno rjesenje
nije polinom, ali ga mozemo dobro aproksimirati polinomom,
dobivamo priblizno jako rjeSenje. Mozemo ga pronaci i za
primjere s iznimkama, ali tada prostor koordinatnih funkcija
mora sadrzavati singularitete bas na mjestima njihove pojave
u tocnu rjeSenju. U praksi rijetko biramo takve funkcije.
I metoda konacnih razlika [8] daje priblizno jako rjeSenje
posvuda, osim u blizini singulariteta i diskontinuiteta.
U regularnim tockama tocno rjeSenje mozemo razviti
u konvergentan Taylorov red, pa konacne razlike dobro
aproksimiraju derivacije rjeSenja. | drugi numericki postupci
daju priblizno jako rjesenje, ako je egzaktno rjeSenje dovoljno
(barem po dijelovima) glatka funkcija.

Na zalost, neki numericki postupci esto ne nalaze priblizno jako
rjeSenje pitomih primjera, jer sam postupak generira parazitne
diskontinuitete (one koji nisu neizbjezni, svojstveni problemu,
nego su posljedica izbora numerickoga postupka). Primjerice,
metoda konacnih elemenata [S, 10] Cesto sadrzi diskontinuitete
na granici dvaju elemenata. Njezine koordinatne funkcije tada
mozemo smatrati neglatkima.

5. Pretjerano jaki pristup rjeSenju

Jako rjesenje ispunjava i pretjerano jaku formulaciju: ne
samo diferencijalnu jednadzbu nego i njezine derivacije,
ili viSe jednadzbi nastalih jednostrukim, pa i visestrukim
deriviranjem osnovne jednadzbe. To znaci, osim u
singularnim tockama, rjeSenje moze imati vecu glatkocu
od one koja pripada jakom ili priblizno jakom rjesenju.
Pomaci imaju vise neprekinutih derivacija od potrebnih za
uvrstavanje u jednadzbu. To se ponekad nastoji iskoristiti u
numerickim postupcima.

U primjeni na izrazito glatke primjere ovaj pristup doista jamci
bolju konvergenciju. Ako je rjeSenje glatka, analiticka funkcija,
bez singularnih tocaka, ono se ¢ak moze beskonacno puta
derivirati. RjeSavanje vrlo glatkoga problematada je jednostavno
i uz pretjerane pretpostavke tocnost jakoga rjeSenja postizemo
manjim brojem nepoznanica.

Medutim, trazenje izrazito jakoga rjeSenja u slucaju iznimnih
totaka moze stvoriti teSkofe. Razlog je jednostavan:
deriviranjem jakih rjeSenja s iznimkama Cesto povecavamo
broj diskontinuiteta. Ako postoji prilika za singularitet, ovim ce
se pristupom sigurno pojaviti (slika 2.). Primjerice, derivacijom
jednadzbe ploCe koja je djelomice opterecena konstantnim
opterecenjem, nastaju novi diskontinuiteti na granici opterecena
i neopterecena dijela.

GRADEVINAR 71 (2019) 3,187-195

189

Gradevinar 3/2019



Gradevinar 3/2019

Josip Dvornik, Damir Lazarevi¢, KreSimir Fresl, Antonia Jaguljnjak Lazarevic

\ﬁ
—
9
\ W (x)
W (x)
W X
i >,
e bisks XM
|

Slika 2. Primjer singularne tocke

Izrazito jako rjeSenje isticemo zbog pokuSaja primjene na
ubrzanje konvergencije. Jednako dobru aproksimaciju dobivamo
uz krace trajanje proracuna (slabiju diskretizaciju, vece
priraste opterecenja ili dulje vremenske korake) ili puno bolju
aproksimaciju uz jednaki utrosak vremena.

Istina je, ustrajavanje na pretjeranoj glatko¢i ubrzava rjesavanje
pitomih problema, ali usporava pronalazak rjeSenja s tockama
singulariteta i diskontinuiteta podruc¢ja ili funkcije koju
aproksimiramo. Malo preciznije, problemi kod kojih je Taylorov
red konvergentan dobri su kandidati za ubrzanje, a gdje je
divergentanili slabo konvergentan (trebamo velik broj ¢lanova za
prihvatljivo rjeSenje), ubrzanje nije moguce. Tada prisiljavanjem
na glatkocu radimo Stetu.

Primjer pretjerano jakoga pristupa. Kako bismo Citateljima
priblizili teznju za izrazito jakim rjeSenjem, promotrimo poznatu
dinamicku jednadzbu gibanja modela s jednim stupnjem
slobode:

(5)

gdje sum, ci k konstante koje oznafavaju masu, prigusenje
i krutost, v predstavlja pomak, prva i druga derivacija brzinu
i ubrzanje, a f{t) funkciju opterecenja. U nelinearnom slucaju
i konstante modela mogu biti ovisne, primjerice o vremenu,
pomaku i brzini, pa jednadzbu moZemo opcenito zapisati
kao:

d?u du
— =g |tu— 6
at? g( “ dtj t6)

gdje je g oznaka funkcije kojom opisujemo istaknute ovisnosti.

Ako su u trenutku t = ¢, zadani pocetni uvjeti
IEE ”
dt dt ),

mozemo ih uvrstiti u diferencijalnu jednadzbu i odrediti pocetnu
vrijednost druge derivacije:

d’u) du du
[W]O_ e (to)_g(to’um(glj (8)

Ovo je normalna tocnost potrebna za realizaciju postupaka
vremenske diskretizacije, primjerice izravne integracije
jednadzbe gibanja [11, 12]. PoviSenu tocnost dobivamo ako
lijevu i desnu stranu deriviramo po vremenu i odredimo pocetne
vrijednosti trece i viSih derivacija, do proizvoljnog reda, ovisno o
Zeljenom stupnju aproksimacije:

|-G &)
dt* ), dt* 7 dt " dt ),
d‘u d‘u d? du
= t)= t,u,l — 9
(dt“jo dt4(0) dtzg£0 O(dtJo} ()

du _dsu(t )= d“g ¢y (e
dt® ), dt® 7 a7 dt ),
Vrijednosti mozemo uvrstiti u Taylorov red:

du 1( d*u 2
u(t)=y, +(El(t —t0)+5( L ]O(t—to)
1 d3U 3 1 dsu s
+§[—dt3 l(t—to) +...+§( r ]O(t—to) (10)

+0o((t-t,)")

Ako vrijeme ratunamo od t = 0, prirast t - £ oznaCimo sa At
i zanemarimo doprinos preostalih ¢lanova reda O(At*™), razvoj
moze posluziti eksplicitnom algoritmu za numericko rjeSavanje
jednadzbe gibanja. RjeSenje na kraju prvoga koraka (poznavajuci
pocetni pomak i derivacije) mozemo prikazati u obliku:

2
u(At)=u, + N ated dg At?
dt ), 2 ),
3 s
+i du At3+...+l d'u At
31 df ), st ar ),

a na kraju n-toga koraka (uz poznato rjesenje iz prethodnoga):

u@) =u, i

(11)
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2
u(nAt):uMﬁL(ﬂj FAt+ dlzj At?
dt ) AN

(12)
3 s

+i du Al‘3+...+i d'u At®

3 dt ) | st dt ) |

U izrazito glatkim slucajevima ovaj postupak poboljSava
numericko rjeSenje, aliuz “jaki” ustupak kojim trazimo postojanje
visih derivacija funkcije pomaka, odnosno broja ¢lanova reda. A
ni fizitka interpretacija viSih derivacija nije jasna.

6. Slabo rjesenje

NaZalost, priblizno jako rjeSenje, a posebice jako rjeSenje nije
moguce pronaci za brojne inZenjerske probleme, pa je logi¢no
postaviti potpitanje: Ako pitanja iz odjeljka 4 nisu ispunjena, je
li numericko rjeSenje nuzno loSe? Odgovor je optimistican: nije.
Diferencijalna jednadZba i rubni uvjeti ne moraju biti priblizno
ispunjeni u svakoj tocki. Dovoljno je da vrijede integralno,
po dijelovima podru¢ja. Zahtjev 7 ~ 0 koji pripada priblizno
jakom rjesenju je prestrog. O jakomu, za koje je r = Odaine
raspravljamo. Odnosno, ne treba priblizno ili potpuno ispuniti
uvjete ravnoteZe u svakoj tocki modela. Znamo da konstrukcije
nisu osjetljive na lokalna preopterecenja, ako nije rije¢ o
prevelikim vrijednostima (problemima proboja). Primjerice,
stalno i pokretno opterecenje na plo¢ama propisujemo
jednolikim, premda se mogu pojaviti znacajna lokalna
premasenja, poput grupiranja namjestaja (ormari s knjigama)
ili ljudi (prilikom sastanka). | nista se strasnoga s plo¢om ne
dogada. | tu se pojavljuje zgodna zamisao: umjesto tocnoga,
treba upotrijebiti dobro priblizno opterecenje.

6.1. Zamisao zamjenjujucega opterecenja

Zamjena je inzenjerima toliko prirodna i intuitivna da i ne
razmisljagju o posliedicama [13]. TeSkoce nastaju prilikom
formalne interpretacije na matematickim modelima. Navedimo
zbog toga nekoliko primjera kada, bez rasprave o rezidualima,
primjenjujemo zamjenjujuce opterecenje. Pri tome kontinuirano
djelovanje zamjenjujemo diskretnim i obratno.

Diferencijalnu jednadzbu Stapnoga problema lakse rijeSimo
ako je opterecenje opisano glatkom neprekinutom funkcijom
(polinomom ili harmonijskom funkcijom) nego koncentriranim
silama i momentima. U propisima, opterefenje pjesacima
ili vozilima zamjenjujemo kontinuiranim. U grafostatici je
obratno: zbog grafickih konstrukcija kontinuirano opterecenje
prikazujemo nizom koncentriranih sila. | pri numerickom
rjeSavanju problema kontinuirano opterecenje zamjenjujemo
diskretnim. Opterecenja u metodi konacnih elemenata
zavrsavaju kao sile u ¢vorovima. Pri laboratorijskim pokusima
i probnim opterecenjima, teret realiziramo slojem Sljunka,
kamenjem, batvama s vodom, vretama pijeska, vozilima, a
racunsko je opterecenje jednoliko.

Prema temeljnoj mehanici, opterecenja smatramo sli¢nima ako
se njihove rezultante priblizno podudaraju. Istoznacno, razlika
ukupnih opterecenja - rezidual, priblizno je jednak nul-funkciji:

J(f—fp)dQ:JFszO (13)
Q Q

Ovaj uvjet otigledno ne znatidaje i 7 ~ 0. Rezidual je vektorska
funkcija, pa za male vrijednosti na podrucju proracuna nije
dovoljino zahtijevati malu rezultantu (integral). Primjerice,
rezidual moze biti antimetrican (slika 3.). PovrSine se
integracijom ponistavaju, rezultanta je jednaka nul-funkciji,
a rezidual nije. Nije dovoljan ni zapis (13) u obliku sume po
proizvoljno odabranim podrucjima:

> [fdo, ~0 (14)
i=1

uz UQ, = Q. Time zbroj rezultanata reziduala po podrucjima mora
biti malen, ali neke opet mogu biti znacajni nasuprotni vektori
koje se u sumi ponistavaju. Ocigledno nedostaje uvjet: svaka
rezultanta mora biti dovoljno mala. Time Ce i zbroj ostati blizak
nul-vektoru, pa e (13) i (14) biti ispunjeni.

—>
r

o N

Slika 3. Dobra i losa funkcija reziduala

Postoji bitna razlika u odnosu na priblizno jako rjeSenje.
Posljednjim zahtjevom trazimo malu rezultantu reziduala nad
svakim podrucjem Q, a ne malu ordinatu reziduala u svakoj
tocki. Time (samo) nad dijelovima podru¢ja jamcimo sliénu
razdiobu zadanoga i zamjenjujuceg opterecenja, podudaranje
rezultanata. Funkcija reziduala koja omogucuje takvo
zamjenjujuce opterecenje dodana je na sliku 3. Ovaj pristup
rjeSenju vodi izravno na slabu formulaciju. Istaknimo prije
nastavka: jako i priblizno jako rjesSenje trivijalno ispunjavaju (13)
i (14), jer je rezidual posvuda jednak ili blizak nul-vektoru.

6.2. Slaba formulacija

Formalno razumijevanje prethodnih objasnjenja nije tesko, ali,
prema nasem misljenju, nedostaje povezivanje s prakticnim
primjerima. Zato smo odlucili dodatno sniziti razinu apstrakcije,
opcenitosti i strogosti, uz pokusaj ocuvanja kolike - tolike
matematicke korektnosti. Zamisao slabe formulacije pokusali
smo pojasniti primjenom triju jednostavnih primjera. Naravno,
oni nisu zamjena za teoriju, nego pomazu osvijetliti problematiku
s druge, fizicke strane. Nakon ovih razmatranja trebalo bi
prouciti osnovnu lemu varijacijskog racuna i posljedice njezina
uvodenja u postupke proracuna [14-16].
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6.2.1. Pokus kao motivacija

Zamislimo jednostavan zadatak: treba ispitati jednoliko
opterecenu armiranobetonsku plocu. Kako ostvariti konstantno
opterecenje? Sjetili smo se vode kao dobre realizacije
jednolikoga djelovanja (slika 4.). Na krutoj, horizontalno
poloZenoj ploti, dubina je vode konstantna, pa je opterecenje u
svim tockama jednako. Razmisljajuci preciznije, to nije potpuno
tocno. Progibanjem ploce nastaje promjena dubine i iznosa
opterecenja. Ako je ploca pretanka, gipka, moguci su veliki
progibi, pa bismo morali uzeti u obzir nelinearnu vezu izmedu
pomaka i opterecenja. Cak i uz krutu plocu, realizacija vodom
(zbog tvorbe nepropusna bazena) bila bi dosta neprikladna.

=~

e i,

PYPYIVIVNVIYY

— [—

— —— s ]

y

Slika 4. Model opterecenja vodom

2 |

Umjesto vodom opterecenje lakse realiziramo Sljunkom (slika
5.). Doduse, plo¢u opet treba ograditi, ali nepropusnost nije
potrebna, a nanosenje i otklanjanje sljunka lakSe je provesti.
Ukupne teZine materijala i jednolikoga opterecenja (oznacene s
R) moraju se podudarati. Sljunak treba jednoliko razastrijeti po
ploci. Prvim uvjetom ispunjavamo integrale (13) i (14), a drugim
dodatni zahtjev o jednakosti opterecenja po manjim podrucjima.
Opterecenje Sljunkom mora i oblikovno odgovarati jednolikoj

/&/f\w{ My

AN

razdiobi.

>
R

Slika 5. Model opterecenja Sljunkom

Fizicki razmisljajuci, zamjena je vrlo prihvatljiva, a iskustvo i
pokusi potvrduju slutnju. Izmjereni pomaci i deformacije (u
granicama tocnosti mjerenja) ne ovise o razdiobi opterecenja.
Bez obzira na to djeluju li Sljunak ili voda, ni vrlo precizni uredaji
nece registrirati razliku.

Medutim, opterecenje plote na razini oblutaka znacajno
odstupa od jednolikoga pritiska. Rijec je o djelovanju nepravilno
rasporedenih kontaktnih naprezanja, koja izrazito osciliraju
oko jednolike vrijednosti. Na mjestu dodira oblutaka i ploce
opterecenje moze biti vrlo veliko, a izmedu kontakata nema ni
dodira niti opterecenja. Kada bi ploca i valutice bili neizmjerno
kruti (nedeformabilni), kontakt bi djelovao u tocki kroz koju
prolazi kontaktna sila, a naprezanje toga mjesta tezilo bi

prema neizmjernom. U slucaju realnih materijala postoji
Sirenje kontaktne plohe. Nastaju kontaktna naprezanja, a
dodir se ostvaruje po maloj povrsini spoja. Zbog medusobnoga
podupiranja valutica, naprezanja djeluju pod kutom, jer zbog
hrapavosti povrSine postoji trenje. Tako, nasuprot vodi, plocu
osim vertikalnih sila opterecuju i horizontalne sile. U skladu s
uvjetima ravnoteze, rezultanta horizontalnih sila jednaka je nuli,
a vertikalnih odgovara tezini Sljunka. Isto vrijedi i za bilo kako
izrezani dio ploce. Ako horizontalne sile svodimo na srednju
ravninu, po njoj moraju djelovati i koncentrirani momenti,
jednaki umnosku horizontalnih sila i polovine debljine ploce, ali
i njihova je suma jednaka nuli. Vertikalna kontaktna naprezanja
utjecu na razdiobu normalnih naprezanja okomitih na plocu, ali
nisu mjerodavna za dimenzioniranje i prema teoriji tankih ploca
zanemaruju se.

U slucaju velikih dimenzija konstrukcije spram elemenata kojima
opterecujemo, mozemo primijeniti mnogo grublje zamjenjujuce
opterecenje: isticali smo zamjenu kontinuiranoga opterecenja
koncentriranim, ali i kamenje, bacve, vozila i slicno. Svi tereti
prilicno odstupaju od jednolikoga, ali su prema rezultatima
mjerenja zapravo ekvivalentni. Kod veriznoga poligona jednoliko
opterecenje zamjenjujemo nizom koncentriranih sila. Gledajuci
po tockama to je vrlo loSa aproksimacija. U gotovo svim tockama
naprezanje je jednako nuli, a u malom broju tocaka, gdje djeluju
sile, tezi prema neizmjernom. Ipak, s povecanjem broja i
smanjenjem razmaka koncentriranih djelovanja, aproksimacija
unutarnjih sila konvergira prema rjeSenju za kontinuirano
opterecenje. Trivijalan primjer prikazan je na slici 6.

—> —» —r

F F F

1 2 3

Slika 6. Zamjena kontinuiranoga opterecenja koncentriranim

Vidimo da intuicija daje razlicite odgovore ako rjeSavamo
apstraktan matematicki problem, diferencijalnu jednadzbu
ploce, ili provodimo prakti¢nu realizaciju ispitivanja. A zapravo,
rijec je o istoj ploci. Kada razmisljamo o pribliznom rjeSavanju
jednadzbe, nastojimo ju Sto bolje ispuniti, pa (matematicka)
intuicija trazi Sto manje odstupanje zamjenjujucega od zadanog
opterecenja. Postizanjem takvog cilja jednadzbu priblizno
ispunimo u svakoj tocki, odnosno dobivamo priblizno jako
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rjeSenje. Naprotiv, ako razmisljamo o realnoj ploci, (fizicka)
intuicja smatra diskontinuirano zamjenjujuce opterecenje
potpuno prirodnim. Fizicka i matematicka intuicija u ocitom su
proturjecju. Iz rezultata pokusa i matematickih dokaza znamo
da je prva dovoljno dobra, a druga suvisna i prestroga.

U smislu jake ili priblizno jake formulacije, sloj Sljunka nije dobra
aproksimacija jednolikog opterecenja. Diferencijalna jednadZba
vrijedi samo u malom broju slucajnih tocaka gdje se vrijednost
opterecenja sljunkom skoro ili potpuno podudara s jednolikim
opterecenjem. Samo na tim je mjestima rezidual blizak ili jednak
nuli. Primijetite nul-tocke funkcije reziduala na slici 3.

Srecom, Sljunak je poravnan, pa takva funkcija ispunjavai puno
blazi, ali dovoljan uvjet: integral reziduala (rezultanta) po bilo
kojem komadu ploce vrlo je mali. Pri tome podrucja moraju
nositi dovoljno velik broj valutica da tezina Sljunka bude bliska
rezultanti jednolikoga opterecenja. Osim toga, tada utjecaj
slu¢ajnog uklanjanjailidodavanjanekoliko oblutakazanemarivo
mijenja iznos rezultante. Ako je rije¢ o vrlo malom komadu,
na njega djeluje pritisak samo jednoga ili nijednog oblutka,
pa je razlika prema rezultanti konstantnog opterecenja na
tako malom odsjecku najcesce golema. Tada i promjena broja
valutica moze bitno utjecati na iznos rezultante. Ipak, komad
mora biti dovoljno malen, jer lokalna razdioba opterecenja ne
smije bitno utjecati na cijelu plocu. Znaci, oblik podrucja nije
vazan, ali meduovisnost veli¢ine podrucja i dimenzije oblutka
jest.

Utjecaj nepravilnoga opterecenja odsjecka na udaljena podrucja
plote moZzemo prema Saint - Venantovu nacelu zamijeniti
utjecajem jednolikog opterecenja po odsjecku. Kada bismo
ponovili pokus i ponovo rasprostrli sloj Sljunka, kontakti bi
se pojavili u posve drugim tockama, a opterecenje bi u smislu
jake formulacije bilo razli¢ito od staroga. Postoji beskonacno
mnogo takvih, ekvivalentnih opterecenja, ali progibi i naprezanja
prakti¢no se ne razlikuju. Ako se ponavljaju pokusi sa sve sitnijim
Sljunkom (a zatim pijeskom i prasinom), broj koncentriranih sila i
momenata raste, a medusobni razmaci postaju sve manji. Raste
nazubljenost funkcije reziduala, ali joj ekstremne vrijednosti
padaju. Pomaci, unutarnje sile i ostale veliine teze prema
to¢nima.

Nakon razmatranja mozemo zakljuciti: rjeSenje cija funkcija
reziduala ispunjava ove uvjete nazivamo slabim. Rije¢ “slabo”
mozda asocira da je takvo rjeSenje loSije od “jakoga” Vidimo
da ipak nije. Cak i ako diferencijalna jednadzba nije niti priblizno
ispunjena, pomaci, unutarnje sile i naprezanja dobiveni slabim
pristupom dobro aproksimiraju egzaktne vrijednosti. Naime,
slabo rjeSenje dobivamo integracijom funkcije zamjenjujucega
opterecenja, a takvom operacijom “hrapave” funkcije
“izgladujemo”. Sto vise puta integriramo  funkciju, postaje
glatkija, a aproksimacija bolja. Tako, unatoc loSoj aproksimaciji
djelovanja, vec poprecne sile koje dobivamo integriranjem
opterecenja, mnogo bolje aproksimiraju egzaktne vrijednosti.
Momente savijanja bolje aproksimiramo od poprecnih sila,
kutove zaokreta jos bolje, a pomake najbolje. Promotrimo
jednostavne primjere.

6.2.2. Snaga slabe formulacije

Osim prostornoga primjera sa Sljunkom, odlucili smo moc
slabe formulacije pokazati na dvama jednostavnim modelima u
ravnini, koje moZemo egzaktno rijeSiti za zadano i zamjenjujuce
opterecenje. Promotrimo prvo jednostavno oslonjenu
gredu raspona ¢ = 1, opterecenu jedinitnim kontinuiranim
optere¢enjem g(x)=k. Zamjenjujuce opterecenje biramo u
obliku

—

qp(x):[1+sin(nnx)]l? (15)

gdje je n broj poluvalova. MoZzemo ga smatrati opterecenjem
idealiziranim valuticama Sljunka. Definirajmo funkciju reziduala
izrazom

F(x)=4q,(x)-q(x)=sin(nmx)k (16)

Kao da je Sljunak zadano, a jednoliko djelovanje zamjenjujuce
opterecenje. Maksimumi reziduala iznose +1 i ne ovise o broju
valova. Integral rezidualnog opterecenja uzduz raspona za parni
je njednak nul-vektoru, a za neparni rezultanti poluvala:

.!.F(X)dx=j;8in(nnx)dxﬁ=

0

0 za parni n, (17)
+2/(nn)k za neparnin.

S porastom broja n vrijednost integrala opada. U grani¢nom
slucaju, kada n— =, valutice postaju sve sitnije, aiznos integrala
tezi prema nuli. Relativne pogreske, dobivene integracijom
reziduala kao opterecenja, prilozene su u tablici 1.

Tablica 1. Pogreske grednih velicina

Relativne pogreske grednih velic¢ina
Pogreska Definicija pogreske Iznos
optereéenja max ("F(x)"/"é(x)") 1
poprecne sile max ("Af(x)"/"f(x)") 1/(2nm)
momenta max (||AM(X)|| / ||I\7I(x)||) 1/(2nn)
kuta zaokreta max (||A¢(X)|| / ||(T)(X)||) 1/(2nn)?
progiba max (llAW(X)||/||W(X)||) 1/(2nn)*

Brojnici s oznakom A oznacavaju rezidual gredne veliCine;
razliku vrijednosti u sluaju zamjenskoga i to¢nog opterecenja.
Primjerice, za poprecnu silu imamo

1
1

AT(x)=T,(x)-T(x) (18)

Uocavamo konstantne maksimalne vrijednosti reziduala
(pogreske u opterecenju). S porastom broja raste frekvencija
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funkcije reziduala, postaje nazubljenija, ali ekstremi ostaju isti.
Unutarnje sile i pomaci od takva opterecenja padaju obrnuto
proporcionalno broju poluvalova; njihove pogreske razlicitim
potencijama teze prema nuli (zadnji stupac tablice).

Istodobno, funkcija opterecenja postaje diskontinuirana u svakoj
tockiiu limesu tezi prema funkciji koju nije moguce derivirati, jer
sadrzi beskonacno mnogo nul-tocaka, Siljaka i skokova. Unatoc
tome, gredne veli¢ne su od takva opterecenja egzaktno odredene
neprekinute funkcije, jer mozemo tocno rijesiti diferencijalnu
jednadzbu. | ne samo to. U limesu se rjeSenja podudaraju s
onima za konstantno djelovanje. Ocito, opterecenje postaje sve
grublje, a rezultati sve bolji. Zamjenjujuce opterecenje s peti s
dvadeset poluvalova, te pripadajuce unutarnje sile prikazani su
na slikama 7.ai 7.b.

Greda (moze i ploca ili ljuska) kao da nije osjetljiva na sve vecu
nazubljenost opterecenja. Istaknuli smo: ponasanje je takvo jer
integriranje, kojim odredujemo unutarnje sile, izgladuje funkciju
opterecenja. Zorno razmisljajuci, greda se pod rezidualnim
opterecenjem ponasa kao kontinuirani nosac s rasponima 1/n.
Pogreske odgovaraju razdiobi grednih veli¢ina uzduz tih raspona. U
limesu sve (rasponi, momenti i ostalo) tezi prema nuli. Ako uzduznu
i poprecnu armaturu odredimo primjenom najgrubljih dijagrama
unutarnjih sila, kojima pripada vrlo loSe “jednoliko kontinuirano”
opterecenje (slika 7.a), greda ce biti dovoljno sigurna, a razliku u
armaturi prema “zaista” jednoliku djelovanju moZzemo smatrati
zanemarivom, posebice jer je broj Sipaka cjelobrojan.

a) 20

S
\ URRANELY

b) 2,0

013 0126
0,56 - 0,531
- 0,56 r053

Slika 7. Unutarnje sile za grubu aproksimaciju jednolikog opterecenja

Promotrimo opetjednostavno oslonjenu gredu, sada opterecenu
jedinicnom silom u sredini raspona. Zamjenjujuce optereenje
mozemo odrediti razvojem sile u Fourierov red (slika 8.):
g,(x)= 2[3in(nx)—sin(3nx)+sin(5nx)—...]l¥

. . (19)

:2[2(—1)”1sin(2i—1)nx}k

Opterecenje je kontinuirano, red je divergentan, a suma tezi
prema neizmjernom. Unato¢ svemu, poprecne sile i momenti

od toga opterecenja dobro aproksimiraju tocne vrijednosti. Na
slikama 8.a i 8.b skicirana su rjeSenja ako je sila aproksimirana s
petis cetrdeset ¢lanova reda.

a) 10,0 b) 80,0
VA N\
0,24 0,248
0,521 0,51 4}
0,52 N 0,51

Slika 8. Unutarnje sile za grubu aproksimaciju koncentriranog
opterecenja

Istaknimo, mjerilo crtanja opterecenja u ovom primjeru nije
isto. U slu€aju istog mjerila valovi funkcija opterecenja, izuzevsi
sredisniji Siljak, bili bi podjednaki.

7. Zavrsna razmatranja

Navedimo jos matematicki izricaj slabe formulacije. Ako rezidual
jakoga rjeSenja, vektorsku nul-funkciju, skalarno pomnozimo
bilo kakvom vektorskom funkcijom g, rezultat ce biti skalarna
nul-funkcija. A odredeni integral takve funkcije jednak je nuli.
Dakle,

[Fgda=0 (20)

gdje je g funkcija provjere (procjene ili vrednovanja). Tradicijski,
uvrijezeninaziv jest test funkcija [9]. Integral predstavlja skalarni
produkt vektorskih funkcija, a mozemo ga promatrati slicno
skalarnom produktu vektora. Skalarni je produkt za proizvoljnu
vrijednost i smjer jednoga vektora (u ovom slu¢aju g) jednak
nuli, samo ako je drugi (dakle r) jednak nul-vektoru. Ovaj nacin
postavljanja rubnoga problema nazivamo slabom formulacijom,
arjesenje koje ga ispunjava smatramo slabim.

Lako je uociti: ako znamo rjeSenje diferencijalne jednadzbe, tada
jeF = 0,atimeivrijednostintegrala. Znati, jako rjeéenje ispunjava
slabu formulaciju. 1z prethodnih primjera znamo da obrat ne
vrijedi. Slabo rjeSenje ne ispunjava diferencijalnu jednadzbu. Ako
bismo ga i mogli uvrstiti, dobili bismo velike reziduale. U smislu
obratnoga postupka rije€ je o totnom rjeSenju za zamjenjujuce
opterecenje (Sljunkom), a ono se prilicno razlikuje od rjeSenja za
zadano jednoliko opterecenje (vodu). Buduci da je rezidual vrlo
neglatka funkcija, mogu se pojaviti teSkoce s intergriranjem
u izrazu (20). Tada se umjesto Riemmanova upotrebljava
Lebesgueov integral [17].
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U praksi ¢emo rijetko ispuniti jaku formulaciju. No za skup
odabranih test funkcija gotovo uvijek moZemo ispuniti slabu.
Istitemo ponovo: time ne mozemo jamciti ispunjenje uvjeta
ravnoteze u svakoj tocki tijela, nego samo na svakom bilo
kako odrezanom komadu. Pripadajuci rezidual uvijek moZemo
predociti nepraviinom, “hrapavom” funkcijom, koja sadrzi
lomove i skokove. Unato¢ svemu, rijec je o fizicki korektnom
rjesenju.

Ne treba davati prednost jakoj formulaciji iz joS jednog razloga.
Postoje brojni uzroci pada preciznosti matematickoga modela
u odnosu na stvarni problem [18]. Znadi, ni egzaktno rjeSenje
modela nije rjeSenje fizickoga problema [19]. Mi to rjeSenje
ne znamo i neCemo ga nikada znati. U nekoj zgradi svaki kat
moze imati razliCitu namjenu i opterecenja: zamislite kiparski
atelijer, plesnu Skolu ili tecaj borilackih vjestina, a ploce su uvijek
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