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Prethodno priopéenje
lva Kodrnja, Maja Banicek, KreSimir Fresl

Pravcasta geometrija i prostorna grafostatika

Buduci da su sile koje djeluju na tijelo u prostoru, bilo da nas zanimaju uvjeti kretanja ili
mirovanja (ravnoteze) toga tijela, vektorske velicine vezane za odredene pravce djelovanja,
tako da se sustav sila moZe povezati sa skupom pravaca u prostoru, u radu je ukratko
prikazana matematicka osnova pravcaste geometrije koja kao osnovni element uzima
pravac. Primjenom pravcaste geometrije dokazana je poznata tvrdnja da se sustav sila u
prostoru, ako su one u opéemu poloZaju, moZe svestina dvije sile na reciprocnim pravcima.
Prikazana je i vizualizacija te tvrdnje metodom prostorne grafostatike.

Klju¢ne rijeci:
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Preliminary note
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Line geometry and 3D graphic statics

The mathematical basis for the line geometry, with the line as its basic element, is presented
in the paper because the forces that act on a body in space - whether we are interested in
conditions of movement or immobility (balance) of that body - are vectorial values related
to specific lines of action, so that the system of forces can be linked to the set of lines in
space. The application of line geometry has proven the known claim that the system of
forces in space, provided the forces are in a general position, can be reduced to two forces
onreciprocal lines. The visualisation of this claim via the 3D graphic statics is also presented.
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Vorherige Mitteilung
lva Kodrnja, Maja Banicek, KreSimir Fresl

Projektive Geometrie und raumliche Graphostatik

Da die Krafte, die auf einen Korper im Raum einwirken, unabhangig davon, ob wir an den
Bedingungen der Bewegung oder der Ruhe (Gleichgewicht) dieses Kdrpers interessiert
sind, VektorgroRen sind, die auf bestimmte Wirkrichtungen bezogen sind, so dass das
Kraftesystem auf eine Reihe von Richtungen im Raum bezogen werden kann, wird
in dieser Arbeit in kurzen Zlgen die mathematische Basis der projektiven Geometrie
dargestellt, die als Grundelement die Richtung annimmt. Es ist allgemein bekannt, dass das
Kraftesystem im Raum, wenn die Krafte sich in einer allgemeinen Position befinden, unter
Anwendung der projektiven Geometrie auf zwei Krdfte in wechselseitigen Richtungen
reduziert werden kann. Die Visualisierung dieser Behauptung durch die Methode der
rdumlichen Graphostatik wird ebenfalls dargestellt.

Schliisselworter:

erweiterter euklidischer Raum, Polaritat, Nullsystem, projektiver Raum, Pliicker-Koordinaten, linearer Komplex

GRADEVINAR 71 (2019) 10, 863-875

863



Gradevinar 10/2019

lva Kodrnja, Maja Banicek, KreSimir Fres|

1. Uvod

Pravcasta geometrija grana je geometrije u kojoj je glavni
element pravac, te proucava tvorevine poput linearnih
kompleksa, kongruencija i pravcastih ploha, sastavljene od
beskonacno mnogo pravaca. Moze se reci da je ishodiste
pravcaste geometrije u statici i kinematici krutih tijela, ponajprije
u cinjenici da sile koje djeluju na razlicitim, iako usporednim
pravcima imaju razlic¢ite ucinke te da rotacije oko razlicitih, iako
usporednih osi dovode tijelo u razlicite polozaje.

A. F. Mobius je u radu [1] iz 1833. godine pokazao da se
opCi sustav sila u prostoru moze zamijeniti dvjema silama
na pridruzenim pravcima nisticnoga sustava, nazvanima
reciprocnim pravcima. Nisticni je sustav vrsta polariteta koje
je kao preslikavanje projektivne ravnine definirane konikama
analizirao vec G. Desargues u 16. stoljecu sintetickom metodom,
dok su prostorne polaritete definirane kvadrikama opisali G.
Monge krajem 18. stoljeca te u 19. stoljecu njegov student J. V.
Poncelet, koji se smatra osnivacem projektivne geometrije [2].
Mébiusova su razmatranja analiticko-geometrijske naravi, no
terminologija kojom smo opisali njegove rezultate i koju danas
za to rabimo, potjece od J. Pllickera (slika 1. desno) i njegovoga
rada [3] iz 1865. godine. Taj rad predstavlja rodenje pravaste
geometrije.

Ipak, takav bi novitet bio nemogué¢ bez matematicara H.
Grassmanna (slika 1. lijevo). On je pokazao da se, pa i kako se,
osim tocaka, i druge figure prostora, u ovom slucaju pravdi,
mogu prikazati koordinatama, za razliku od njihove uobicajene
definicije kao skupa tocaka koji zadovoljavaju neku jednadzbu
(ili vise njih), te se njegova knjiga [4] iz 1848. godine smatra
temeljem geometrijske (i linearne) algebre. Neovisno o Pliickeru,
prikaz pravaca s pomocu Sest koordinata uveo je i A. Cayley u
radu [5]iz 1860. godine.

Slika 1. Hermann Grassmann (1809. - 1877.) (lijevo) i Julius Pliicker
(1801. - 1868.) (desno), preuzeto s [6, 7]

Pliicker je bio i fizi¢ar i matematicar, poput vecine matematicara
tog doba; njegova teorija pravastoga prostora nastala je
inspirirana mehanikom, te je u sljedeemu radu [8] iz 1866.
godine povezao sustave sila s linearnim kompleksima.

Spomenut éemo i F. Kleing, jednog od najvecih geometricara 19.
stoljeca, i njegov osvrt [9] na spomenute Plickerove radove,
iz 1871. godine, u kojemu je razjasnio neke nedoumice te jos
dublje povezao geometriju pravfastoga prostora i mehaniku
krutih tijela.

lako je ishodiSte pravaste geometrije u mehanici, ona se u
svojemu razvoju udaljila od mehanike, a njezini se rezultati
nisu primjenjivali u rjeSavanju prakticnih zadaca. Istodobno
s pravtastom geometrijom, ali neovisno o njoj, radovima W.
J. M. Rankinea [10], J. C. Maxwella [11, 12], C. Culmanna [13] i
L. Cremone [14] razvila se grafostatika, zaceta u radovima S.
Stevina (paralelogram i trokut sila, slutnja veriznoga poligona)
s kraja Sesnaestoga i P. Varignona (verizni poligon) s kraja
sedamnaestoga stoljeca. lako su Maxwell i Cremona dokaze
valjanosti konstrukcije reciprocnih likova (plana poloZaja/
veriznoga poligonai poligona sila) proveli u prostoru tretirajuci te
ravninske likove kao projekcije dualnih poliedara (vrhovi jednoga
leZze na stranama drugog, i obratno (par dualnih tetraedara
otkrio je Mdbius [1]), postupci grafostatike ograniceni su na
ravninu. Unato¢ tom ogranicenju, grafostatika je u posljednjoj
trecini devetnaestoga i prvoj trefini dvadesetoga stoljeca bila
vrlo popularno orude gradevinskih inZenjera.

Tri su moguca razloga zasto grafostatika u ono vrijeme nije,
osim u rijetkim slucajevima [15, 16], proSirena na prostor.
Graficke konstrukcije mnogo su slozenije, jer se provode na
projekcijama prostornih sustava na ravnine (potrebne su barem
dvije projekcije), a predocivanje stvarnih prostornih odnosa
("vracanje" s crteza u prostor) moze biti teSko, nekima katkad
i nemoguce. Uz to, isklju¢imo li slu¢aj ravnoteze, za razliku od
sustava sila u ravnini, koji se uvijek moze svesti ili na rezultantu
ili na rezultiraju¢i moment (spreg sila), u prostoru postoji i treca
mogucnost: rezultirajuce djelovanje sastavljeno od rezultirajuce
sile i rezultirajucega momenta (u odnosu na odabranu tocku);
samo ako je rezultiraju¢i moment okomit na rezultirajucu siluy,
sustav je svodiv na rezultantu.

Razvoj racunala i alata za racunalnu grafiku i modeliranje u tri
dimenzije oZivio je zanimanje za grafostatiku i, posebice, za
njezino prosirenje u prostor. U brojnim radovima posvecenima
prostornoj grafostatici mogu se uociti dva glavna pristupa,
poliedarski i vektorski. U poliedarskomu pristupu sile se
prikazuju stranama poliedara okomitima na pravce njihova
djelovanja, a njihovi su intenziteti jednaki plostinama tih strana
[17, 18]. Vektorski je pristup izravno proSirenje ravninske
grafostatike: sile se prikazuju vektorima [19]. Time je ouvano
jedno od najvaznijih svojstava grafostatike — zor. Naime, "nova"
ratunalna grafostatika namijenjena je ponajprije oblikovanju
konstrukcija — nalazenju slobodnih, ali uravnotezenih oblika
[20]. Projektivnogeometrijske teorijske osnove konstruiranja
recipro¢nih dijagrama prikazane su u [21].

Pravcasta geometrija pruza moguci treci pristup prostornoj
grafostatici. Kao Sto radovi Mobiusa, Plickera i Cayleya
pokazuju, pravtasta je geometrija teorijska podloga
konstrukcijskonogeometrijskih  postupaka baratanja silama,
a, s druge strane, uz Grassmannovu algebru, omogucava
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neposredan prijevod tih postupaka u algebarske izraze te potom
u programski kod.

Geometrija prav€astoga prostora opisana je u treCemu
poglavlju, a projektivnogeometrijske osnove, nuzne za njezino
uvodenje, sazeto su prikazane u drugom poglavlju. Kao primjer
primjene pravcaste geometrije u statici, u Cetvrtomu je poglavlju
dokazana poznata tvrdnja da se opCi sustav sila u prostoru moze
zamijeniti dvjema silama, a prikazano je i grafostaticko rjesenje.

2. Projektivno prosirenje euklidskoga prostora

Geometrija na koju smo navikli jo5 od najranijega Skolovanja, u
kojoj smo utili osnovne konstrukcije ravninskih figura ravnalom
i Sestarom te kasnije, u ravnini ali i u prostoru, rjesavali
slozenije probleme primjenom analiticke metode, jest euklidska
geometrija. U tom je okruzenju prirodno definirati pojmove
kao Sto su udaljenost, kut, paralelnost, okomitost. No, postoje
i drugacije geometrije, a ona koju éemo proucavati navedene
pojmove ne sadrZi, niti su predmet njezinoga istrazivanja, a za
konstruktivne postupke dovoljno je koristiti se samo ravnalom.
Projektivna geometrija razvijala se postupno od 15. stoljeca, te
je bila predmet istrazivanja mnogih znanstvenika. Motivacija
za takvu vrstu geometrije proizasla je iz umjetnosti, ponajvise
zahvaljujuci razvoju geometrijskih pravila centralne projekcije
(perspektive) koja je neizostavni sastojak brojnih renesansnih
djela [22]. Kao Sto vidimo na poznatomu Da Vincijevu remek-
djelu Posljednja vecera (slika 2.), glavna je karakteristika te
projekcije da se paralelni pravci prostora na slici sijeku u
konacnosti.

Slika 2. Leonardo da Vinci: Posljednja vecera, (1495.-1498.), preuzeto s [23]

2.1. Projektivni prostor

lako je u literaturi, a i povijesno, detaljno i temeljito najvise
proucavana projektivna ravnina, te zatim uvedeno njezino
poopcenje na n dimenzija[22, 24], ovdje Eemo se baviti iskljucivo
trodimenzionalnim projektivnim prostorom. Stoga ¢emo oznaku
“trodimenzionalni” u nastavku izostaviti.

Osnovni elementi projektivnoga prostora su, kao i u euklidskomu
prostoru, tocke, pravci i ravnine, te medu njima definirana
relacija incidencije, odnosno pripadnosti. Na primjer, kazemo da
je tocka A incidentna s pravcem p ako tocka A leZi na pravcu
p, i simetri¢no, pravac p je incidentan s tockom A ako pravac p
prolazi tockom A.

Uz ova tri skupa osnovnih elemenata i relacije incidencije,
zadaje se i niz aksioma kojima je osigurano da imamo “dovoljno”
osnovnih elemenata te kojima je formalno opisana relacija
incidencije [24]. Tako definirana struktura naziva se projektivnim
prostorom.

Na primjer, aksiom A6 [24] osigurava da postoje elementi izvan
ravnine:

Aksiom A6: Ako su A, B i C tri nekolinearne tocke (nisu sve tri
incidentne s istim pravcem), tada postoji barem jedna tocka D koja
ne leZi u ravnini odredenoj tockama A, B i C (nisu sve Cetiri incidentne
s istom ravninom).

Dualnost je iznimno vazan pojam projektivne geometrije, koji
su u 19. stoljecu gotovo istodobno otkrili J. V. Poncelet i J. D.
Gergonne, a koji u projektivnomu prostoru glasi:

Nacelo dualnosti projektivhoga prostora: Zamijenimo i u
nekoyj istinitoj tvrdnji projektivne geometrije prostora pojam totka
dualnim pojmomravnina, i obrnuto, a pojmove pravca iincidencije
ostavimo nepromijenjenima, dobit c¢emo ponovo istinitu tvrdnju
projektivne geometrije prostora. Takve se dvije tvrdnje nazivaju
dualnim tvrdnjama.

Primjerice, tvrdnja dualna aksiomu A6 glasi: Ako sua, B iy tri
ravnine koje se ne sijeku u pravcu (nisu sve tri incidentne s istim
pravcem), tada postoji barem jedna ravnina & koja ne prolazi tockom
u kojoj se sijeku ravnine a, B iy (nisu sve
Cetiri incidentne s istom tockom).

2.2. Prosireni euklidski prostor

Kad imamo neku apstraktnu strukturu,
kao Sto je navedeno aksiomatsko
utemeljenje  projektivnoga prostora,
Zelimo nadi njezinu realizaciju, odnosno
model te strukture.

0Od samoga je poCetka matematicarima
bilo u interesu povezati standardni
euklidski prostor i projektivni prostor.
Sada ¢emo opisati njihovu konstrukciju
prosirenja [24], koja se i dandanas rabi
te se, izmedu ostaloga, na njoj temelji
izu€avanje nacrtne geometrije [25].
Oznacimo s E? realan euklidski prostor.
Svakom pravcu u E3? dodajemo, to jest nadopunjavamo ga
jednom beskonacno dalekom (nepravom, idealnom) tockom. Za
neki pravac ta je nadodana tocka njegovo sjeciSte sa svakim
pravcem s kojim je on paralelan. Svakoj ravnini u E®* dodajemo,
to jest nadopunjavamao je jednim beskonacno dalekim (nepravim,
idealnim) pravcem. Na tom se beskonacno dalekomu pravcu
neke odredene ravnine nalaze sve beskonacno daleke tocke
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pravaca koji leze u toj ravnini, te je on presjecnica te ravnine sa
svakom njoj paralelnom ravninom.

Naposljetku, cijelom prostoru E* dodajemo jednu beskonacno
daleku (nepravu, idealnu) ravninu. U toj se ravnini nalaze svi
beskonacno daleki pravci svih ravnina u E3 te beskonacno daleke
tocke svih pravaca u E3.

Tako definirano prosSirenje  zadovoljava sve aksiome
projektivnoga prostora, te je to model projektivnoga prostora,
projektivno realno prosirenje euklidskoga prostora, a nazivamo
ga prosirenim euklidskim prostorom koji €emo oznacavati s P3(R).
Napomenimo da su u P3(R) konacni i beskonacni elementi
ravnopravni.

2.3. Analiticki model; homogene koordinate

Budu¢i da aksiomatski pristup dopuSta samo konstrukcijske
postupke ravnalom, a nama je za nas cilj potrebno i jace orude, u
P3(R) cemo uvesti koordinatizaciju tocaka [24].

U euklidskomu prostoru E® imamo standardni Kartezijev
koordinatni sustav, u kojemu je ishodiste tocka 0O(0, 0, 0) te
imamo tri okomite koordinatne osi (apscisa ili 0s x,, ordinata ili
os x, i aplikata ili os x,) na kojima zadajemo i jedinicne duZine.
Svakoj tocki prostora E® pridruzene su tada tri koordinate
(x,, x,, x,) koje predstavljaju njezine ortogonalne projekcije na
koordinatne osi. Takve koordinate nazivamo afinim koordinatama
tocke.

Tockama proSirenoga euklidskog prostora P*(R) dodajemo jos
jednu koordinatu, obi¢no na pocetak, pa je tocka u P3(R) zadana
sa Cetiri koordinate x, x,, X,, X,, pri Cemu ne smiju sva Cetiri broja
x, biti jednaka O te mora vrijediti:

A (%X %,%,) = (X Ax,: A AX,) = (XX,0X,1X,), A20, L ER (1)
odnosno tocka je dana kao klasa uredenih cetvorki realnih
brojeva (x,:x,:x,:x,) koje se nazivaju homogenim koordinatama
tocke.

Beskonacne daleke tocke one su za koje je x, = 0 te ih, primjenom
jednadzbe (1), moZemo prikazati u obliku | 0:1:2: "3] iz Cega vidimo
da leZe u jednoj ravnini jer Cine dvoparametarskl skup.

Za konacne je tocke x #0, obi¢no uzimamo x_ = 1, te ih moZzemo
jednoznatno poistovjetiti s tockama prostora E® tako da
iz homogenih koordinata (1:x:x,:x,) tocke prostora P3(R)
procitamo afine koordinate (x,, x,, x,) te iste tocke promatrane
kao tocke prostora E3.

U analitickoj geometriji prostora E* ravninu promatramo kao
skup tocaka, te je obitno zadajemo jednadzbom

Ax +Bx,+Cx, =D (2)

Iz te se jednadzbe vidi da ravnina sijeCe koordinatne osi u
tockama [%00] (o,%o) i [oogj pa bismo mogli pomisliti da
uredenu trojku brojeva ggg mozemo uzeti kao koordinate
ravnine, no dolazi do problema s ravninama kroz ishodiste, koje

bi tada sve imale istu koordinatu (0, 0, 0).

S druge strane, u projektivnomu proSirenju P3(R) ravnina je
dualna tocki, te uvodimo homogene koordinate na skup ravnina
tako da svakoj ravnini pridruzujemo klasu uredenih cetvorki
realnih brojeva (U (UR VR U3) tako da nisu sva cetiri broja v ER
istovremeno jednaka O te da vrijedi:

AUy V0, 0) = (AU Au AL, Au,) = (U V0,0 0,), A#0,AER (3)

Uvjet incidencije totke x = (x,:X,:X,:X,) i ravnine v = (u,: v,: V,: V),
obje zadane svojim homogenim koordinatama, glasi:

XU, XU, + X,0, + X,0,= 0 (4)

te je iz izraza (&) vidljiva dualnost projektivne geometrije
prostora.

Takoder, iz (4) vidimo da beskonatno daleka ravnina ima
koordinate (v,:0:0:0), pri ¢emu je v, # 0, dok su ravnine u
konacnosti jednoznacno odredene, pri ¢emu je uredena trojka
(v, v,, V) njihov normalni vektor, a ravnine kroz ishodiste
karakterizira v, = 0.

2.4, Algebarska geometrija projektivnoga prostora

Tocke prosirenoga euklidskog prostora P*(R) imaju homogene
koordinate kao u jednadzbi (1) i pridruzivanjem:

(%, X, X)) = (Lix,:X,X,) (5)

trodimenzionalni je vektorski prostor R® ulozen u P3(R) kao
njegov potprostor.

Da bi definicija djelovanja polinoma f u Cetiri varijable s realnim
koeficijentima na homogenim koordinatama tocke projektivnog
prostora imala smisla, uzevsi u obzir jednadzbu (1), zahtijevamo
da vrijedi:

Sfxp Ax A%, Ax,) = AM(x X, ix,x,), A#0, L € R (6)
Polinome za koje vrijedi svojstvo (6) nazivamo homogenim
polinomima stupnja 4, a za tocku x = (x;:x,:x,:x,) kazemo da je
nultocka homogenog polinoma f ako je f{x,, x,, X,, X,) = 0.

Skupovi u P3*(R) definirani kao skupovi nultocaka jednoga ili
viSe polinoma nazivaju se algebarskim skupovima[26]. Posebno,
algebarski skupovi definirani jednom jednadzbom nazivaju se
algebarskim plohama[25].

2.5. Polariteti i nisti¢ni sustavi prosirenoga
euklidskog prostora

U projektivnomu prostoru poznajemo dvije glavne vrste
preslikavanja [24]. Prva su automorfizmi prostora, bijekcije
prostora na samoga sebe koje Cuvaju incidenciju - svakoj je
tocki pridruzena tocno jedna tocka, a slike su kolinearnih tocaka
takoder kolinearne tocke. Takva preslikavanja projektivnih
prostora nazivaju se projektivnim kolineacijama. Njihovo
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djelovanje na pravcima i ravninama odredeno je djelovanjem
na tockama, buduci da je pravac razapet s dvije, a ravnina s tri
tocke, te svojstvo Cuvanja incidencije ima za posljedicu da ce
slika pravca biti pravac, a slika ravnine ponovno ravnina.

Grupi svih projektivnih kolineacija prosirenoga euklidskog
prostora P3(R) (taj je skup grupa jer su inverz i kompozicija
kolineacija ponovno kolineacije) odgovara grupa svih regularnih
realnih matrica tipa 4x4, tocCnije ta je grupa izomorfna
njezinomu kvocijentu po grupi realnih dijagonalnih matrica
tipa 4x4, buduci da svaka takva matrica inducira jedinicnu
kolineaciju (identitetu). Dakle, grupa kolineacija prosirenoga
euklidskog prostora P3(R) je projektivna linearna grupa,
PGL,(R) = GL,(R) /AR,

Tocke i ravnine su dualne u projektivhomu prostoru, pa drugu
vrstu preslikavanja projektivnih prostora cine preslikavanja
koja bijektivno tockama pridruzuju ravnine te Cuvaju incidenciju.
Takva preslikavanja projektivhoga prostora nazivamo
projektivnim korelacijama. Svakomu je pravcu, kao spojnici
dviju tocaka, korelacijom pridruzen pravac koji je presjecnica
dviju ravnina u koje se pocetne dvije tocke preslikaju. Inverz
korelacije ponovno je korelacija, dok je kompozicija dviju
korelacija kolineacija.

Za sve tocke koje leze u ravnini koja je korelativna slika
neke tocke A kazemo da su konjugirane tocki A, a za one
tocke koje su incidentne sa svojom slikom kazemo da su
samokonjugirane. Za pravce koji su pridruzeni korelacijom
kaZzemo da su konjugirani.

Korelacije koje su involutorne, sto znaci da komponirane same
sa sobom daju jedinicnu kolineaciju (identitetu) nazivamo
polaritetima[24,27, 28].

2.5.1. Analiticki pristup

i 21 - - oy e - T §
Prikazimo tocku x = (x,:X,:X,:X,) vektorom x = (X, X, X,, X,)" i
analogno ravninu v = (u,: v,: v,: v,) vektorom v= (u,: v;: v,: V)"
Sada jednadzbu uvjeta incidencije tocke i ravnine (4) mozemo

zapisati u matricnomu obliku:

x'v=0iliv'x=0 (7)
Pretpostavimo da je o korelacija proSirenoga euklidskog
prostora P3(R). Tada moZemo preslikavanje skupa tocaka na
skup ravnina (koje ¢emo oznacavati s v’ da naznac¢imo da su
elementi kodomene ovog preslikavanja) prikazati regularnom
realnom matricom tipa 4x4 [28]:

..V = Ax, det(A) #0 (8)

Jasno je da je preslikavanje sa skupa ravnina na skup tocaka
takoder dano nekom regularnom matricom tipa 4x4:

0..x" = By, det(B) #0 (9)

Buduci da korelacija ¢uva incidenciju, zbog (7), (8) i (S) imamo:

(Ax)"™Buv=0 /"
(10)
U'(BTA)x = 0.

Iz toga slijedi da je B = AT, odnosno za korelaciju kojoj
preslikavanje skupa tocaka na skup ravnina prikazujemo
pomocu matrice A, preslikavanje sa skupa ravnina na skup
tocaka prikazano je matricom A,

Za polaritet o, odnosno za involutornu korelaciju, vrijedi @’o o = 7,
gdje je mjedinicna kolineacija, pa iz (7), (8) i (9) imamo m ... X' = ATx,
te zbog homogenosti koodinata tocaka dobivamo ATA = Ald iz Cega
mora slijediti A = 1. U slu¢aju A = 1, matrica A je simetricna A = AT,
dok je u slucaju A = -1, matrica antisimetricna A = -A™.

Postoje tri vrste polariteta definiranih simetricnim matricama
[28]. Oni se dijele s obzirom na postojanje samokonjugiranih
tocaka. Za neku tocku x, njoj konjugirane tocke bit e one tocke y
koje zadovoljavaju izraz (11)

y'Ax =0 (11)
dok su samokonjugirane tocke rjeSenja kvadratne jednadzbe:
x'Ax =0 (12)
koja definira kvadriku u prostoru P3(R).

Polaritet zadan antisimetricnom matricom naziva se nisticnim
sustavom (nulpolaritetom). U nisticnomu sustavu sve su tocke
samokonjugirane; totku nazivamo nististem njoj pridruzene
ravnine, a ravninu njezinom nisticnom ravninom [29]. Ako pravac
prolazi kroz dvije tocke, tada mu je pridruzeni pravac presjecnica
njihovih nisticnih ravnina. Pravac koji prolazi tockom i sadrzan je u
njezinoj nisticnoj ravnini pridruzen je samome sebi. Takve pravce
nazivamo nisticnim pravcimaili nisticnim zrakamaili nulpravcima.

3. Pravcasti prostor

U potpoglavlju 2.3 vidjeli smo da u proSirenomu euklidskom
prostoru P3}(R) mozemo tocke i, dualno, ravnine prikazati
koordinatama, Cime te skupove gledamo kao "glavne" elemente,
dok su pravci izvedeni elementi, te na njih mozemo gledati na
dva dualna nacina. Prvo, pravac mozemo gledati kao spojnicu
dviju toCaka, odnosno kao skup tocaka razapet tim dvjema
totkama. Projektivnim rjecnikom, pravac je nositelj niza tocaka
koje sadrzi. Dualno, ako su ravnine osnovni elementi, pravac je
izveden kao presjecnica dviju ravnina. Projektivnim rje¢nikom,
pravac je nositelj pramena svih ravnina prostora koje ga sadrze.
Ako Zelimo promatrati geometrijsku interpretaciju proSirenoga
euklidskog prostora P3(R) u kojoj je pravac osnovni element,
zakoracili smo u geometriju pravéastoga prostora.

Skup svih pravaca prosirenoga euklidskog prostora P3(R),
zajedno s relacijom incidencije, to jest geometrijskom
strukturom naslijedenom iz projektivnoga prostora P3(R),
nazivamo pravcastim prostorom.
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U prosirenomu euklidskom prostoru P3(R) koji je
trodimenzionalan, tocke, i dualno ravnine, mozemo opisati
s tri realne koordinate; to su troparametarski skupovi,
odnosno kazemo da tocaka i ravnina u prostoru P3(R) ima
o3, Pravaca ima vise! Svakom tockom prostora prolazi oo?
pravaca (rjecnikom projektivne geometrije: svaka je tocka
vrh snopa pravaca). No, kako pravac sadrzi oo tocaka, pripada
u oo snopova. Stoga u prostoru P3(R) ima oo3 . c0?/c0" = co*
pravaca.
U prosirenomu su euklidskom prostoru P*(R)objekti od interesa
neprekinuto povezani skupovi tocaka, tocnije krivulje (skupoviod
oo’ neprekinuto povezanih to¢aka, odnosno jednoparametarski
skupovi tocaka) i plohe (skupovi od 2 neprekinuto povezanih
to¢aka, odnosno dvoparametarski skupovi tocaka). Analogno,
u prav€astomu prostoru imamo tri vrste proucavanih objekata
[28, 291
- pravcasta ploha: skup od oo neprekinuto povezanih pravaca,
jednoparametarski skup,
- kongruencija: skup od o? neprekinuto povezanih pravaca,
dvoparametarski skup,
- kompleks: skup od o3 neprekinuto povezanih pravaca,
troparametarski skup.

Pravcaste plohe su, kao Sto je navedeno, plohe i u tockovnom
smislu, te su detaljno proucavane kao plohe davno prije no
Sto se pojavio pojam prav€astoga prostora. S druge strane,
kongruencije i kompleksinisu ni priblizno toliko prou¢avani.Jedan
od razloga zasigurno je ¢injenica da kompleksi i kongruencije,
gledani kao skupovi to€aka, ispunjavaju cijeli prostor, to jest
sadrze sve tocke prostora, Sto uvelike komplicira moguénosti
njihova predocivanja.

Kompleksi i kongruencije su se kao objekti proucavanja pojavili
tek u 19. stoljecu kada je J. Pliicker u svojemu radu [3] po uzoru
na Grassmannovu koordinatizaciju linearnih r-dimenzionalnih
potprostora vektorskih prostora dimenzije n, r < n, uzeo pravac
kao temeljni objekt geometrije te mu dao koordinate i posljedicno,
gledajuci linearne i kvadratne jednadzbe u tim pravcastim
koordinatama, definirao komplekse i kongruencije pravaca.

3.1. Pliickerove koordinate pravca

Biranje koordinatnoga sustava u prosirenomu euklidskom prostoru
P3(R) ekvivalentno je biranju baze prostora R*. Pretpostavimo da
vektorie, ., e, ¢ine bazuza R* Vianjski produkt dva vektora operacija
je koja tim dvama vektorima pridruZuje vektor u vektorskomu
prostoru koji €emo oznaciti s A’R*, te za dva vektora x, y € R* njihov
vanjski produkt oznacavamo s x a y. Operacija vanjskoga produkta
mora zadovoljavati sliedeca dva svojstva, koja moraju vrijediti za
svex,y, z € R*iza sve realne brojeve a, B:

XA (ay+ Bz) =axay+x A Pzi(ox+By)az=aax A z+ By az(13)

Sto znadi da je ta operacija bilinearng, to jest linearna u oba
argumenta, te

XAY=-YAX (14)
odnosno operacija je antikomutativna [4].

Zahtjevi bilinearnosti (13) i antikomutativnosti (14) jedinstveno
odreduju Sesterodimenzionalni vektorski prostor AR* ([28], lema
2.1.1), te je njegova baza sastavljena od sljedecih Sest vektora:

e,A€,€6/ A€, € A€ €,AE, € AE, € AE, (15)
Ako tocku od P3(R) prikazemo kao uredenu cetvorku realnih
brojeva, odnosno u vektorskomu obliku x = (x,, x,, x,, x,), tada je

mozemo prikazati u bazi za R* s *= %, te ¢e vanjski produkt
=0
dviju to¢aka i prikazan u bazi (15) biti

XAy= (Xoyfxlyo) e ae (Xoyz'xzyo) €Ae,+ (Xoy3'x3yo)eo A€y
+ (X2y3'X3yz) e,ae,+ (X3y1-X1y3) e,ae+ (lez'xzyJ €, A6 (16)

Koeficijente iz (16) moZemo interpretirati kao poddeterminante
tipa 2x2 matrice 2x4

[Xo X1
Yo V1

Oznacimo li s I, koeficijent uz vektor baze e, a e, iz prikaza (16),
tada €e svi elementi oblika

Xy X3J (17)
Y2 V3

L= (101' 102' 103’ 123' 131’ 112) € A’R* (18)

odgovarati nekomu pravcu u P3(R) ako i samo ako vrijedi ([28],
prema 2.1.2):

L L+ 1 +1.1 =0 (19)

01°23 © '02°31 © ‘03'12

Jednadzba (19) naziva se Pliickerovim identitetom.

Ako je pravac dan kao spojnica dviju tocaka, koeficijente vektora
X Ay iz raspisa (16) nazivamo Pliickerovim koordinatama pravca.
Odabravsi neke druge dvije tocke koje takoder leze na pravcu
L, svi ce se koeficijenti novoga zapisa razlikovati od onih iz (18)
za isti skalarni faktor ([28], prema 2.1.2.). Stoga Pliickerove
koordinate pravca zapisujemo u homogenomu obliku

(il gLl 1,) = (LT) (20)
pricemuje I = (1,1, 1.)iT = (I, I, 1,,).

Ako je pravac L zadan kao presjecnica dviju ravnina, koje
mozemo prikazati njihovim homogenim koordinatama kao u (3),
odnosno kao vektore u = (u, u, u, u,)iv= (v, v, v, v,)iuR"
tada kao u (16) mozemo definirati njihov vanjski produkt u a v,
te taj vektor oznacavam

(1*01’ 1*02' 1*03’ 1*23’ 1*31' 1*12) =uav (21)
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Dualne Pliickerove koordinate pravca L (osne koordinate) dane su
S (1%, %), I¥ o 1%, 15, 1% ) te vrijedi ([28], lema 2.1.4):

017" 02’ ° 03" 23

(I*Ol' I*OZ’ 1*03’ 1*23' 1*31’ 1*12) = (1*23' 1*31' 1*12’ I*Ol' I*OZ' 1*03) = (I 4 I) (22)

pri ¢emu su Pliickerove koordinate pravca L dane s (I 1) kao u
(20).

3.2. Kleinov model

U prethodnomu potpoglavlju 3.1 svakomu pravcu prostora
P3(R) pridruzili smo uredenu homogenu Sestorku brojeva
(20), no od svih mogucih homogenih Sestorki realnih brojeva,
samo one koje zadovoljavaju relaciju (19) odgovaraju pravcima
prostora P3(R). Time je odredeno ulaganje skupa pravaca u
realni projektivni peterodimenzionalan prostor P5(R) kojim
pravcu pridruzujemo onu tocku prostora P3(R)koja odgovara
njegovim Plickerovim koordinatama. To je preslikavanje prvi
uspostavio Felix Klein, te se to preslikavanje naziva Kleinovim
preslikavanjem.

Uvjet (19) homogena je kvadratna jednadzba u Plickerovim
koordinatama, te definira kvadriku u P3(R) koja se naziva
Kleinovom kvadrikom i oznatava s M,*. Vazan je sljedeci teorem
([28], teorem 2.1.6):

Pravci prosirenoga euklidskog prostora P3(R) su, preko Kleinova
preslikavanja, u obostrano jednoznacnoj vezi s tockama Kleinove
kvadrike M,* © P3(R).

Time je naden tockovni model pravéastoga prostora.

3.3. Linearni kompleksi i nisticni sustavi

U poglavlju 2.5.1. analiticki smo opisali nisti¢ni sustav, polaritet
u kojemu su sve tocke samokonjugirane, odnosno leZe u svojim
nisticnim ravninama, kao polaritet zadan antisimetricnom

matricom A tipa 4x4. Za takvu matricu A= (a ), _ _, vrijedia_ =
ij7 0<i, j<3 ii

0ia,=-a,ipajeonadefinirana sa Sest parametara a,, a,,, a,
a,, a,, a,,- Uvodimo sljedece oznake:
a= (301' aOZ’ 303) ia= (a23’ a31' alZ (23)

Nisticni je pravac onaj pravac koji je pridruzen samome sebi. To
su oni pravci koji leze u nisticnoj ravnini neke svoje tocke. Ako
je neki pravac spojnica dviju konjugiranih tocaka, tada svaka od
njih lezi i u svojoj nisticnoj ravnini i u nisticnoj ravnini one druge
tocke. Stoga slika njihove spojnice, koja je presjecnica njihovih
nisticnih ravnina, mora sadrzavati obje te tocke, odnosno
mozemo reti da je neki pravac nisti¢an ako i samo ako je spojnica
dviju konjugiranih tocaka.

Svakom tockom prostora prolazi jedan pramen nisticnih zraka koji
¢ine svi pravci kroz tu tocku koji leZze u njezinoj nisticnoj ravnini.
Takvih pravaca u prostoru ima oo?, te oni ¢ine linearni kompleks [29].
Pokazimo sada analitickom metodom postojanje toga kompleksa.
Karakterizirajmo nisticne pravce analiticki koristeci se
homogenim koordinatama pravca L = (I, 1) kao u (20):

Pravac L nisticni je pravac nistitnoga sustava zadanoga

matricom A = (a,),; .5 ako i samo ako vrijedi:

al+al=0 (24)

Dokaz ove tvrdnje Cisto je racunski nakon Sto uzmemo pravac
kao spojnicu dviju konjugiranih tocaka te iskoristimo uvjet
konjugiranosti tocaka (13) i definiciju homogenih koordinata
pravca kao vanjskoga produkta dviju tocaka (16) ([28], lema
3.1.2.). Slika L = (I, T") pravca L pri nisticnomu sustavu zadanom
matricom A = (a,) _, ._, dana je s izrazom (25):

L1)=(@-3a)L1)-(a-1+a-1)(a a) (25)

te par pridruzenih pravaca L i L' nazivamo reciprocnim parom
pravaca.

Jednadzba (24) linearna je jednadzba u Pliickerovim
koordinatama pravca, te skup pravaca L koji zadovoljavaju tu
jednadzbu nazivamo linearnim kompleksom pravaca, a vektor (a,
a) homogenim koordinatnim vektorom linearnoga kompleksa .
Ako vektor (3, a) odgovara nekomu pravcu prostora P3(R),
odnosno zadovoljava Pliickerov identitet (19), tada linearni
kompleks nazivamo singularnim linearnim kompleksom. Uvjet
(24) govori nam da sadrzi one pravce prostora P3(R) koji sijeku
dani pravac (3, a), koji tada ima naziv os singularnoga kompleksa.
U tom slucaju vektor (a, @) nije povezan s nisti¢cnim sustavom,
buduci da antisimetri¢na matrica koju bismo izgradili iz njegovih
koeficijenata kao A = (a,),,; ..; zbog (19) ne bi bila regularna,
odnosno ne moze definirati nisti¢ni sustav.

Ako vektor (a, a) definira nisticni sustav, odnosno ne odgovara
pravcu prostora P3(R), tada linearni kompleks £ nazivamo
regularnim linearnim kompleksom.

3.3.1. Geometrija nisti¢noga sustava

Regularni linearni kompleks £ pridruzen nistichomu sustavu
sadrzi sve nisticne pravce toga linearnog sustava. Svaki preostali
pravac prostora L, koji nije u £, ima svoj reciprocni pravac L i
tada nisticna ravnina svake tocke pravca L sadrzi pravac L i
obratno, svakoj je ravnini kroz pravac L nistiSte na pravcu L.
Pravac prostora kojemu je reciprocni pravac neki beskonacno
daleki pravac nazivamo promjerom nisticnoga sustava. Tada
ravnine koje prolaze promjerom imaju za nistiSte neku
beskonacno daleku tocku. Takve ravnine nazivamo promjernim
ravninama. Svaki promjer mora ii kroz nististe beskonacno
daleke ravnine te stoga nisti¢ni sustav ima co? promjera koji su
svi medusobno usporedni [29].

Neka je nisticni sustav zadan homogenim linearnim vektorom
(a, 3). Ako je pravac L = (I, I) promjer, tada moZemo uzetil = a
jeriz (23)icinjenice daje I' = (0, 0, 0) slijedi izraz (26):

I=—"""a (26)
a
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Svakoj tocki promjera pridruzena je nisti¢na ravnina koja prolazi
njemu recipro¢nim beskonacno dalekim pravcem, te slijedi da
je svakomu promjeru pridruzen pramen medusobno paralelnih
ravnina. Onaj promjer koji je okomit na njemu pridruzeni pramen
paralelnih ravnina zovemo osi nisticnoga sustava.
Vrijedisljedecatvrdnja ([28], teoremi 3.1.6.13.1.9.): Os nisti¢noga
sustava dana je u Plickerovim koordinatama s

(a,a-(a-a/a%a) (27)
pri ¢emu je (a, @) homogeni linearni vektor nisti€noga sustava.
4, Primjena u statici

Plickerovim koordinatama pravaca prosSirenoga euklidskog
prostora P3(R) mozemo dati geometrijsku interpretaciju
primjenom standardne metrike euklidskoga prostora E3® na
elementima u konacnosti i algebarske strukture vektorskoga
prostora R®.

Interpretiramo |i uredene trojke 1= (1, 1,,, 1,,) i1 = (I, 1, 1,,)
Pliickerovih koordinata pravca L = (I, 1) kao vektore prostora R?,
Pliickerov identitet (19), koji moZemo zapisati u obliku I-I = 0,
izraZzava uvjet ortogonalnosti tih dvaju vektora.

Beskonacno daleka totka pravca L = (I, I) presjek je pravca i
beskonacno daleke ravnine. Izratunamo li njezine homogene
koordinate pomocu Pliickerovih koordinata pravca i homogenih
koordinata beskonacno daleke ravnine (1:0:0:0), dobivamo
(0:1,,:1,,:1,,). To u kontekstu prostora R® govori da pravac L ima
smjer odreden vektorom |, jer ga u toj beskonacno dalekoj tocki
sijeku svi s njim paralelni pravci.

Zadamo li sada pravac kao spojnicu konacne tocke x = (1:x,:x,:X,)
i beskonacno daleke tocke (0:1,:1,:1,,) dobit cemo vektorsku
jednakost u R3:

I=x-1 (28)

gdje je x = (x,:x,:x,) € R? vektor afinih koordinata tocke x. Slijedi:
Ako je S sila na pravcu|| L|, intenziteta i s hvatistem u tocki x, tada je
I vektor momenta te sile u odnosu na ishodiste.

Drugim rije¢ima, silu mozemo prikazati u obliku izraza (29):

S=(s,5) (29)

gdje je s vektor sile, a § vektor njezina momenta u odnosu na
ishodiste. Prikaz (29) zovemo koordinatama sile S. Koordinate
sile nisu homogene, buduci da silu odreduje, osim pravca
djelovanja, jos i njezina vrijednost (intenzitet i orijentacija,
odredena predznakom), pa na svakomu pravcu prostora imamo
oo’ sila te ukupno oo® sila u prostoru.

4.1. Staticka ekvivalencija i linearni kompleksi

Ako je dan sustav sila (s, §,), u prostoru, tada je neki drugi sustav
sila (g]., g}.) njemu ekvivalentan ako je zadovoljeno:

Neka je dan sustav sila (s, 3), u prostoruinekaje (r, t) =(¥s, X'5)-
Sustav sila nazivamo opéim ako vrijedi

r#(0,0,0)iriz0 (31)

U tom opéem slucaju sustav se ne moze svesti na jednu silu
(rezultantu), jer drugi uvjet govori da vektor (r, ) ne ispunjava
Pliickerov identitet (19), odnosno ne odgovara niti jednomu
pravcu u prostoru, pa rezultirajue djelovanje (u odnosu na
ishodiSte) sadrzi rezultirajucu silu i rezultirajuéi moment (u
odnosu na ishodiste). Ako drugi uvjet nije zadovoljen, to jest ako
je r-t = 0 ili, geometrijski, ako su vektor sile i vektor momenta
medusobno okomiti, sustav je svodiv na rezultantu. Ako ni prvi
ni drugi uvjet nisu zadovoljeni, dvije su moguénosti: ako je t = (0,
0, 0) sustav je uravnotezen, a ako je ¥#(0, 0, 0), sustav se svodi
na spreg s vektorom momenta t.

Momentsile S = (s, 5) uodnosu na tocku p, s afinim koordinatama
p =(p,, P, b,) dan je izrazom (32):

§,=5-pxs (32)
Iz pocCela je statike (primjerice, [30]) poznato da se za
izracunavanje rezultirajutega momenta sustava sila (s, ) u
odnosu na toc¢ku moze upotrijebiti izraz (32) ako se u njemu
(s, 5) zamijeni s (1, T).

Iz izraza (32) vidljivo je da se rezultiraju¢i momenti u
odnosu na razlicite tocke prostora mogu razlikovati samo
za komponentu okomitu na pravac djelovanja rezultirajuce
sile. Vektorski umnozak usporednih vektora iSCezava, pa
€e rezultiraju¢i momenti u odnosu na tocke nekog pravca
usporednoga s pravcem djelovanja rezultirajuce sile biti jednaki,
ali ¢e se rezultirajuci momenti u odnosu na tocke na razli¢itim
usporednim pravcima razlikovati.

Buduci da svi rezultiraju¢i momenti imaju jednake komponente
usporedne s rezultirajuéom silom, najmanji ce intenzitet imati
rezultiraju¢i momenti usporedni s njom, to jest momenti koji
nemaju komponente okomite na nju. Tocke u odnosu na koje
su rezultirajuéi momenti usporedni s rezultirajuéom silom
leZze na pravcu koji je usporedan s njom (i s njima), a naziva
se centralnom osi [30]. Za razliku od sila koje su kao vektori
"vezane" za pravce djelovanja, momenti su slobodni vektori,
ali je pogodno zamisljati ih i crtati s "hvatistima” u tockama na
koje se odnose. Zamisljenim poljem rezultiraju¢ih momenata
"upravlja” rotacijska simetrija oko centralne osi.

Rezultiraju¢éi moment u odnosu na neku tocku p neke ravnine
okomite na centralnu os (koja nije probodiste osi o i te ravnine)
rastavit cemo u komponentu u toj ravnini i komponentu okomitu
na nju. Komponenta u ravnini, osim sto je okomita na centralnu
os, okomita je i na spojnicu probodista o i tocke p. Rekli smo
vet da su komponente svih rezultirajuéih momenata, okomite
na ravninu, jednake. Intenziteti pak komponenata u ravnini
povecavaju se proporcionalno udaljenosti njihovih "hvatista”
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od probodista o, ali su jednaki u svim tockama neke kruznice sa
srediStem u 0. Svi rezultiraju¢i momenti u odnosu na tocke te
kruznice imaju isti nagib (slika 3.), koji ovisi o omjeru intenziteta
rezultirajuce sile i rezultiraju€ega momenta (u odnosu na tocku
o) te o polumjeru kruznice — povecanjem polumjera nagibi se
smanjuju. Nacrtamo |i rezultirajuée momente s "hvatistima"u
tockama kruznice, vidjet ¢emo da leZze na jednom sustavu
izvodnica rotacijskoga hiperboloida kojemu je os centralna os, a
ta kruznica grlena kruznica (slika 4.), dok su njihove komponente
u ravnini na tangentama kruznice.

‘\\l/.r b 3

Slika 3. Rezultirajuca djelovanja u odnosu na tocke ravnine okomite
na centralnu os

Slika 4. Kongruencija pravaca na kojima leze rezultiraju¢i momenti u
odnosu na tocke ravnine postavimo li momente u pripadne
tocke

Translatiramo li promatranu ravninu u smjeru osi, dobit ¢emo

istu sliku (slika 5.). Pravci na kojima leze rezultirajuéi momenti

u odnosu na tocke ravnine (postavimo li momente u pripadne

tocke) tvore kongruenciju koja sadrzi izvodnice jednoga sustava

niza rotacijskih hiperboloida s istom osi i koncentri¢nim grlenim
kruznicama (slika 4.), a pravci rezultiraju¢ih momenata u odnosu
na sve tocke prostora kompleks. (Programske funkcije za crtanje
slika 3., 4. i 5. napisane su u programskom paketu SageMath

[311)

U potpoglavlju 3.3 opisano je kako se vektoru (r, ) moze

pridruziti nisticni sustav i regularni linearni kompleks, no to nije

upravo spomenuti kompleks (koji, ustvari, i nije linearan).

Vrijednost momenta sile (s, §) oko osi ( €,¢ ) ( - pravca (c, €) na
kojemu je odabrana orijentacija, definirana je izrazom (33):

m((s,E)(E,E)):H(c-§+E-s) (33)

a vrijednost momenta sustava sila (s, §), oko te osi mozemo
izraCunatipremaistomuizrazu, zamijenimoli (s, 5), rezultirajuéim
djelovanjem sustava (r, 7).

Uvjet je iStezavanja momenta sustava sila s rezultiraju¢im
djelovanjem (r, F)oko osi ( €,¢)

cr+¢r=0 (34)

Zamijenimo liutomizrazu (r, 7 s (a,a) i (¢, €) s (1, 7), prepoznat
cemo izraz (24) kojim smo karakterizirali nisti€ne pravce
nisticnoga sustava, a time i pravce regularnoga linearnog
kompleksa. Prema tome, kompleksR sadrzi sve pravce prostora,
shvacene kao osi, oko kojih moment sustavasila (s, §), iS¢ezava,
pa je upravo stoga za te pravce Mobius u [1] odabrao naziv
nisticni pravci. Os nisti¢noga sustava (27) centralna je os sustava
sila.

Slika 5. Rezultiraju¢i momenti u odnosu na tocke usporednih ravnina
okomitih na centralnu os

Da bi se predocio kompleks R, u"hvatistu" svakoga rezultirajuceg
momenta (slike 3., 4. i 5.) treba zamisliti ravninu okomitu na
njega. Ta je ravnina nisticna ravnina "hvatista’, a "hvatiste"je
njezino nistiSte. Pramen pravaca u toj ravnini koji prolazi
“hvatiStem” pramen je nisticnih pravaca; pravci toga pramena
jedini su nisticni pravci u tom "hvatistu" i u toj ravnini. Da nisticni
pravci moraju biti u toj ravnini, moZzemo pokazati na sljedeci
nacin: rezultiraju¢i moment mozemo zamijeniti spregom sila u
ravnini; moment sprega oko nekog pravca iSCezava samo ako

GRADEVINAR 71 (2019) 10, 863-875

871

Gradevinar 10/2019



Gradevinar 10/2019

lva Kodrnja, Maja Banicek, KreSimir Fres|

obje sile sprega sijeku pravac. Budu¢i da rezultirajuce djelovanje
osim momenta sadrzi i rezultirajucu silu, njezin ¢e moment oko
nekog pravca iS€eznuti samo ako ga sijece.

Vrijedi i sljedeca tvrdnja ([28], propozicija 3.4.8.):

Opci sustav sila, koji se moZe svesti na rezultirajuce djelovanje
(vx), staticki je ekvivalentan sustavu od dvije sile, takvom da te sile
leZe na reciprocnom paru pravaca u odnosu na regularni linearni
kompleks R.

Dokazimo tu tvrdnju.

Odaberemo li jedan pravac prostora koji ne pripada linearnom
kompleksu R, a takvih u prostoru ima beskonacno mnogo, i
kojemu reciprofan pravac u nisticnom sustavu definiranom
vektorom (r, ) nije beskonacno daleki pravac, te oznacimos L =
(1, 1), njegove Pliickerove koordinate, tada za taj pravac vrijedi
zbog (24) da je 8 = m-l+m- I #0. Ako stavimo ¢ =r- F, bit Ce 0.
Tada primjenom (25) nalazimo Pliickerove koordinate njemu
reciproénoga pravca i one imaju oblik (7, 1) = (1, 1)- 8(x, 7).
Konacno, ekivalencija pocetnoga sustava te sustava koji se
sastoji od dvije sile na reciprocnim pravcima Li L' danaje izrazom
(35):

(r,F):%(I,T)—%(I',f) (35)

4.2. Primjena prostornih konstrukcijskogeometrijskih
postupaka

U radu [32] opisali smo neke konstrukcijskogeometrijske
postupke zamjene sustava sila ekvivalentnim sustavima sila,
koji djelomi¢no proSiruju konstrukciju veriznog poligona na
prostorne probleme.

Geometrijske se konstrukcije temelje na dva nacela:

Nacelo 1: Silu u prostoru moZemo rastaviti u dvije komponente na
zadanim pravcima ako i samo ako su pravac djelovanja sile i dva
zadana pravca komplanarni i konkurentni (slika 6.). U tom slucaju
sustav od jedne sile definira singularni linearni kompleks koji
sadrzi sve pravce koji sijeku pravac djelovanja sile.

Slika 6. Rastavljanje sile S u komponente S i S, pomocu pravila
paralelograma

Nacelo 2: Pri sastavljanju veriznoga poligona, dvije sile rastavijamo
svaku u dvije komponente tako da jedna komponenta prve sile
ponisti jednu komponentu druge sile. Te dvije komponente leze
na istomu pravcu, imaju jednake intenzitete i suprotan smisao
djelovanja (slika 7.).

ol
\st E) \

' o2

X Ay o

Sz
Si
a'
g S \IISn

Slika 7. Zamjena sustava dviju sila

Prema nacelu 1., sila i komponente u koje je rastavljamo moraju
lezati u istoj ravnini. Stoga na pravcimass, i s, na kojima djeluju sile
S,iS,, odabiremo po voljitocke A, i A, po jednu na svakom pravcu.
Silu S, po nacelu 1. rastavljamo u tocki A, u komponente S i S,
i koje leze u ravnini o, odredenoj tockom A, i pravcems,, asilu S,
u tocki A, u komponente S, i S_, koje leZe u ravnini o, odredenoj
tockom A, i pravcem s,, i to tako da se poniste komponente S i
S,, koje uzimamo na presjecnici tih dviju ravnina.

4.2.1. Opdi sustauv tri sile na tri mimosmjerna pravca

Sustav triju sila koje leZe na tri medusobno mimosmjerna pravca
prostora svodimo na dva reciprotna pravca nisticnoga sustava
toga sustava sila. Geometrijska je konstrukcija sljedeca (slika 8.):
Zadane sile S, S, S, djeluju na pravcima s,, s,, s,. Netom
opisanim postupkom sile S i S, i zamjenjujemo silama S, i S, i
koju temo sada, zbog preglednosti u nastavku, nazvati S, .
Natre¢emuzadanom pravcus,oznacimos A, njegovo probodiste
sravninom o, , te po nacelu 1. u ravnini o, odredenoj pravcem s,
i tockom A, u tocki A, rastavljamo silu S, na komponente S, i S_,
tako da se, po nacelu 2., poniste komponente S__ i S_, koje leze
na presjecnici dviju ravnina. Time smo pocetni sustav sila$S,, S,,
S, sveli na ekvivalentan sustav dvijusilaS,, = iS,, =R, koje
leZze na dva reciprocna pravca nisticnoga sustava definiranog
zadanim sustavom sila.

Ako su zadane viSe od tri sile, “klasi¢ni” postupak kojim sastavljamo
verizni poligon u ravnini u opéem slucaju necemo moci nastaviti,
jer ni pravac djelovanja sile S, ni pravac djelovanja sile S, nece
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sjeCi pravac djelovanja neke Cetvrte sile. Mozemo, medutim,  4.2.2. Opci sustav dviju sila

neku Cetvrtu silu pridruziti silama S, i S_; pa te tri sile na opisani

nacin zamijeniti dviema silama. Na taj nacin svaki opci sustav sila Ako imamo opdi sustav koji se sastoji od dvije sile, tada zbog

da su ti pravci recipro€ni u pridruzenomu
nisticnom sustavu.

Takav sustav moZzemo  zamijeniti
ekvivalentnim sustavom kojemu su
izabrani elementi unaprijed odredeni. Do
sada smo pokazali kako se sustav dviju
sila moze zamijeniti sustavom dviju sila
tako da jedna od njih prolazi zadanom
tockom, a druga lezi u zadanoj ravnini (pri
¢emu zadana tocka nije u zadanoj ravnini)
uz dva posebna slucaja (tocka ili ravnina
beskonacno su daleki) te sustavom dviju
sila kojemu je zadan pravac djelovanja

moZemo svesti na dvije rezultante na recipro¢nim pravcima. (31) mora vrijediti da su njihovi pravci djelovanja mimosmjerni i
a]' I|I
S 2 / Si
S: /
s // ] S
|I 53
&
: i S_\
/s
c
I|I 2o )
// /
/ A 7
o
3 o
S!I 521
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Slika 8. Graficki postupak zamjene sustava triju sila dvjema silama na recipro¢nim pravcima

b:l So,

Slika 9. Zamjena sustava dviju sila dvjema silama na recipro¢nim pravcima od kojih je jedan
zadan [32]

jedne sile [32].

Ako je zadan pravac djelovanja jedne
sile, tada znamo da druga sila mora
leZati na njemu recipro¢nom pravcu, pa
drugi postupak ujedno daje geometrijsku
konstrukciju recipro¢noga pravca nekom
zadanom pravcu za nisticni sustav zadan
dvjema silama. Kako se ta konstrukcija
izravno uklapa u temu ovoga rada, prikaz
postupka ovdje ¢emo ponoviti (slika 9.):
Zadan je pravac s, te sile S, S, i pravci
njihova djelovanja s, s,. Odabiremo
po volji tocke A, i A, i po jednu na
svakomu zadanom pravcu s, i s, te ih
spajamo pravcem s_.. Silu S, po nacelu
1. rastavljamo u tocki A, u komponentu
S,, koja lezi na presjecnici s, ravnine
o, odredene totkom A, i pravcem s; s
ravninom o, odredenom pravcima s, i
s, | komponentu S, koja lezi na pravcu
s, Silu' S, po istomu nacelu rastavljamo
u tocki A, u komponente S, i S_, tako da
se komponente S )i S ., prema nacelu 2.,
poniste, ¢cime je odredena komponenta
S,,- Na taj smo nacin zadani sustav sila
S, S,zamijenili dvjema silamas,, S,,.

Na zadanomu pravcu s, oznadimo s A,
njegovo sjeciste s pravcem s . Buduci da
pravci s, s, i pravac s, koji predstavlja
presjecnicuravnine o, odredene pravcima
S, 1 S,, S ravninom o, odredenom tockom
A, i pravcem djelovanja s, sile S,,, svi
leZe u istoj ravnini (o) sila R, na pravcu
s, odredena je uvjetima da jedna njezina
komponenta R, lezi na pravcu s, i
jednaka je sili S,,, a druga komponenta
R,, djeluje na pravcu s ..
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SilaR, odredena je prema pravilu paralelograma komponentom
R, jednakom sili S, i komponentom R,.. Buduci da je pravac
S,; Presjecnica ravnina o, i o, u kojima leze sile R i R, i njihove
pripadajute komponente, komponenta R,, je, po nacelu 2,
jednaka i suprotnoga djelovanja sili R .

Sile R, i R, Cine sustav ekvivalentan zadanim dvjema silama S,
S, ileze nareciprocnim pravcima, odnosno pravac djelovanja sile
R, reciprocan je pravac zadanom pravcu s,

Kao 5to je prije spomenuto, Grassmannova algebra omogucava
neposredan prijevod konstrukcijskogeometrijskih postupaka u
algebarske izraze, a nakon toga u programski kod. Primjeri sa
slika 7., 8. i 9. izradeni su racunalnim programom razvijenim
pomocu alata za racunalnu grafiku Rhinoceros3D [33] i njegovih
dodataka Grasshoppera, alata za vizualno programiranje [34] i
GHPhytona, dodatka Grasshopperu i tumaca (engl. interpreter) za
programski jezik Python [35]. Kako je programski kod napisan
u jeziku GhPythonu, a primjeri su vizualizirani u programu
Rhinoceros3D, korisnik ima moguénost promjene sustava sila s
istovremenim prikazom rezultata u realnom vremenu.

S pomocu ulaznih podataka iz navedenih primjera moZe se
analiticki izraziti nisti¢ni sustav, kako je opisano u potpoglavljima
3.3. i 4.1, i numericki potvrditi da su pravci na kojima leze
zamjenjujuce sile pridruzeni, odnosno da Cine reciprocan par.
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