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B B Pregledni rad
Hrvoje Smoljanovi¢, Nikolina Zivalji¢, Zeljana Nikoli¢

Pregled metoda za modeliranje povijesnih zidanih konstrukcija

Prikazan je pregled metoda namijenjenih za modeliranje povijesnih zidanih konstrukcija,
pocevsi od jednostavnih klasicnih pa sve do suvremenih prikladnih za primjenu u racunalnim
programima. Predocena su glavna obiljeZja zidanih konstrukcija te glavne znacajke metoda
zanjihovu analizu kao Sto su dinamicke analiticke metode, metode granicnih stanja, konacnih
elemenata te diskretnih elemenata. Dan je osvrt na primjenu pojedine metode obzirom na
zahtijevanu razinu to¢nosti, koli¢inu ulaznih podataka te vrijeme trajanja proracuna.

Kljucne rijeci:
povijesne zidane konstrukcije, dinamicke analiticke metode, metoda granicnih stanja, metoda konacnih

elemenata, metoda diskretnih elemenata

Subject review

Hrvoje Smoljanovié, Nikolina Zivalji€, Zeljana Nikoli¢

Overview of the methods for the modelling of historical masonry structures

An overview of methods for the modelling of historic masonry structures, starting from
simple traditional to modern methods suitable for use in computer programs, is presented.
Main characteristics of masonry structures, as well as principal features of methods for their
analysis, such as dynamic analytical methods, limit state methods, finite element methods,
and discrete element methods, are presented. A review of application of individual methods
with regard to the required level of accuracy, quantity of input data, and calculation time,
is presented.

Key words:
historic masonry structures, dynamic analytical methods, limit state method, finite element method,

discrete element method

Ubersichtsarbeit

Hrvoje Smoljanovi¢, Nikolina Zivalji¢, Zeljana Nikoli¢

Ubersicht der Modellierverfahren fiir historische Mauerwerksbauten

Eine Ubersicht der Methoden fiir die Modellierung von historischem Mauerwerk ist
gegeben, von einfachen klassischen bis hin zu modernen, fiir den Einsatz in Computer-
Programmen geeigneten Verfahren reichend. Die wesentlichen Eigenschaften von
Mauerwerkskonstruktionen und die wichtigsten Merkmale der Methoden zu ihrer Analyse,
wie zum Beispiel des dynamischen analytischen Verfahrens, des Grenzzustandsverfahrens,
der Finite-Elemente-und der Diskrete-Elemente-Methode, werden erlautert. Eine Bewertung
der einzelnen Verfahren hinsichtlich der angestrebten Genauigkeit, der verfligbaren
Eingabedaten, sowie der Berechnungsdauer ist dargestellt.

Schlisselworter:
historische Mauerwerksbauten, dynamische analytische Methoden, Grenzzustandsanalyse, Finite-

Elemente-Methode, Diskrete-Elemente-Methode
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1. Uvod

Zidanje, odnosno slaganje kamenih ili glinenih blokova jedan
na drugi uz njihovo eventualno medusobno povezivanje
mortom najstarija je gradevinska tehnika koja se satuvala sve
do danasdnjih dana. Medu najstarije pronadene gradevinske
konstrukcije ubrajaju se zidane kamene kolibe kruznog oblika
pronadene u blizini jezera Hullen u Izraelu koje potjetu iz
razdoblja izmedu 9000. i 8000. prije Krista [1]. lako su prve
zidane konstrukcije bile najvjerojatnije gomile prirodnog
kamena [2], razvojem ljudskih vjeStina i alata kameni blokovi
zadobivali su sve pravilnije oblike, a paralelno s kamenom
za pravljenje blokova pocinje se koristiti ukalupljeno blato ili
glina u pocetku suseni na zraku, a kasnije i peeni u posebnim
pecima radi postizanja vece cvrstofe. Osim usavrSavanja
tehnike izrade blokova, kroz razne kulture u ljudskoj povijesti
razvijaju se i razliiti konstrukcijski oblici poput stupova
za postizanje visine te greda, lukova, svodova i kupola za
premoscivanje raspona.

Svoju dugu tradiciju, ali i rasirenost po cijelom svijetu, zidanje
pripisuje svojoj jednostavnosti, ali i dugovjecnosti zidanih

konstrukcija koja se otituje u mnogim takvim gradevinama
starim viSe stotina pa i nekoliko tisuca godina. Samo neki od
primjera takvih gradevina (slika 1.), koje su ujedno postale
simboli pojedinih kultura, jesu piramide u Egiptu koje potjecu
iz razdoblja izmedu 2800.-2000. prije Krista, Partenon u
Grekoj iz petog stoljeca prije Krista, Kineski zid €ija je gradnja
zapocela u petom stoljecu prije Krista te Koloseum u Rimu iz
prvog stoljeca.

UnatoC jednostavnosti koja se ocituje pri gradnji zidanih
konstrukcija,razumijevanjeiopisivanje mehanickog ponasanja
takvih konstrukcija osobito u uvjetima seizmickog opterecenja
i danas predstavlja pravi izazov zahvaljujuci samoj prirodi
zidane konstrukcije koja zbog prisutnosti sljubnica izmedu
blokova, koje mogu, a i ne moraju biti popunjene mortom,
pokazuje kompleksno i izrazito nelinearno ponasanje.

Mnoge zidane konstrukcije nalaze se u seizmicki aktivnim
podrugjima u kojima je potres otkrio svu njihovu ranjivost. U
tim potresima cesto stradavaju zidane gradevine i spomenici
koji se svrstavaju u kategoriju kulturne bastine kao i
suvremene zidane konstrukcije. Da bi se smanjio broj ljudskih
Zrtava te smanjila oStecenja takvih konstrukcija, potrebno je

Slika 1. Stare kamene konstrukcije: a) Egipatske piramide; b) Partenon u Ateni; c) Kineski zid; d) Koloseum u Rimu
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dati bolji uvid u ponasanje zidanih konstrukcija pod seizmickim
djelovanjem. Upravo iz ovog razmatranja proizlazi i glavna
motivacija za izradu ovog rada kojem je cilj prikazati do sada
razvijene metode i numericke modele vezane za seizmicku
analizu zidanih konstrukcija kako bi se znanstvenici koji se
bave slicnom problematikom mogli upoznati s trenutacnim
dostignuéima u ovom podru¢ju te sukladno tome raditi na
razvoju novih numeri¢kih modela.

2. Klasicni i suvremeni pristupi u analizi
povijesnih konstrukcija

Kroz dugi niz godina o proracunu zidanih konstrukcija vrlo se
malo govorilo. VjeStina izrade zidanih konstrukcija stjecala se
na temelju iskustva i prenosila s narastaja na narastaj. Rimski
arhitekt Vitruvius u svom djelu Deset knjiga o arhitekturi [3]
usporeduje kvalitetu kamena i drva s raznih lokacija te govori
o proporcijama raznih konstrukcijskih elemenata i gradevina,
medutim o proracunu se ne govori nista.

Smatralo se da konstrukcija koja ima prave proporcije je
konstrukcijski ispravna i takvo se razmisljanje zadrzalo kroz
cijeli srednji vijek. Obiljezje tog vremena je strogo Cuvanje
znanja o provjerenim proporcijama koje se prenosilo s jednog
narastaja na drugi. Brojne impozantne gradevine nastale u
tom razdoblju, koje i danas postoje, pokazuju da iskustveno
znanje o stabilnostii raspodjeli sila unutar zidane konstrukcije
u tom vremenu nije bilo zanemarivo.

Pojavom renesanse u 15. stoljecu, paralelno s gradnjom
sve vitkijih konstrukcija, javila se i potreba za teoretskom
podlogom pri njihovoj gradnji. U drugoj polovini 17. stoljeca
Robert Hooke je uotio da dijelovi kamenog luka imaju oblik
obrnute objeSene lancanice. Matematicki oblik objeSene
lan€anice izveo je David Gregory koji je 1698. neovisno
doSao do Hookove tvrdnje i prosirio je na nacin da se moze
primijeniti kod lukova konacne debljine. Prema Gregoryju
lukovi su stabilni kada se unutar njihove debljine moze
poloziti objeSena lancanica. Analogija s lan€anicom koristila
se kroz 18. i 19. stoljece za oblikovanje i analizu kamenih
mostova i kupola. Jedan od najznacajnijih takvih primjera
je analiza kupole Svetog Petra u Vatikanu koju je napravio
Poleni [4] (slika 2.).

S druge pak strane u Francuskoj se kroz 18. stoljece
javljao drugadiji pogled na isti problem. La Haire, Couplet
i Coulomb dozivljavali su luk kao niz krutih blokova koji
mogu imati relativne pomake. Prema Coupletu slom se
dogodi kada se u luku pojavi dovoljan broj zglobova da
se stvori mehanizam [5]. Prvu opcu teoriju o stabilnosti
lukova objavio je Coulomb 1773. godine [6]. U njoj je
Coulomb razvio matemati¢ku bazu za opisivanje razliitih
oblika kolapsa lukova uzimajuci u obzir relativne rotacije i
klizanje izmedu blokova. Coulomb je smatrao da se klizanje
medu blokovima rijetko dogada pa je sugerirao da se u
razmatranju za prakti¢ne svrhe uzimaju samo oblici sloma
uzrokovani relativnim rotacijama blokova.
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Slika 2. Polenijeva analiza ravnoteZe kupole Svetog Petra u Rimu [4]
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Slika 3. Graficka analiza kamenog luka [7]

Daljnji napredak u analizi lukova dogodio se u 19. stoljecu
pojavom graficke statike i teorijom tlac¢ne linije. Graficka
statika se koristila za analizu mnogih vrsta kamenih mostova
i gradevina sve do pocetka 20. stoljeca. Snell [7] je na primjer
primjenjivao graficku metodu da bi izra¢unao stabilnost
kamenog luka. Na slici 3 prikazan je verizni poligon koji je Snell
koristio kako bi skicirao tla¢nu liniju kamenog luka. Na sli¢an
je nacin Rubio teorijom tlacnih linija analizirao katedralu u
Mallorci [8] (slika 4.).

Moderna analiza konstrukcija koja uzima u obzir elasti¢na
svojstva materijala zapocela je s Hookovim zakonom (o =
E ¢) formuliranim 1676. godine na kojem se temelji teorija
elasti¢nosti nastala u 19. stoljecu.

Da bi se moglo govoriti o proracunu i modeliranju zidanih
konstrukcija, potrebno je uoCiti njihova glavna obiljezja. Glavno
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u o

Slika 4. Detalj Rubijeve primjene graficke statike u analizi katedrale
u Mallorci [8]

obiljezje svih zidanih konstrukcija je njihova kompozitna
priroda koju ¢ine blokovi odvojeni sljubnicama koje mogu, a i
ne moraju biti ispunjene mortom. Prisutnost sljubnica koje u
zidanoj konstrukciji predstavljaju najslabiju kariku uzrok je
izrazitog nelinearnog i kompleksnog ponaSanja Sto stvara
velike poteSkoce u numerickom modeliranju. Upravo iz ovog
razloga postoji Siroka paleta metoda i numerickih modela
za proracun zidanih konstrukcija koje se razlikuju po stupnju
slozenosti, obujmu ulaznih podataka i toc¢nosti rjeSenja. Bududi
da svaka metoda ima svoje podrucje primjene, ne moze se
govoriti o najboljoj metodi vet o izboru najbolje metode ovisno
o konstrukciji koju zelimo analizirati, ulaznim podacima kojima
raspolazemo, rezultatima koje Zelimo dobiti te naposljetku
iskustvu i kvalifikaciji samog istrazivaca [9]. Najbolja metoda je
ona koja daje traZzene informacije s prihvatljivim pogreSkama
na najbrzi nacin. U ovom radu nece se poblize opisivati svaka
od tih metoda vec ce se prikazati samo glavne znacajke te
podrucje primjene pojedinih metoda.

U numerickom modeliranju zidanih konstrukcija postoje dva
osnovna pristupa, a to su idealizacija pomocu kontinuuma i
diskontinuuma.

Usvajanje hipoteze o kontinuumu pretpostavija da su
naprezanja i deformacije nad promatranim volumenom
opisane kontinuiranim funkcijama. Veze izmedu naprezanja
i deformacija dane su konstitutivnhom zakonitoscu ponasanja
materijala. Kombinirajuéi konstitutivnu zakonitost ponasanja
materijala s jednadzbama ravnoteze moguce je dobiti
diferencijalne jednadzbe Cije rjeSavanje uz zadovoljavanje

rubnih uvjeta daje rjeSenje danog problema u smislu pomaka
i naprezanja. Buduti da se uglavnom radi o diferencijalnim
jednadzbama cije je rjeSenje nepoznato u analitickom obliku,
najesce se takve jednadzbe zajedno s rubnim uvjetima,
primjenjujuci dinamicke zakone o€uvanja energije, prevode
u varijacijski problem, odnosno slabu formulaciju koja se
moze rjeSavati pribliznim numerickim postupcima od kojih je
najrasirenija metoda konacnih elemenata.

Nasuprot tome, idealizacija pomocu diskontinuuma
konstrukciju promatra kao skup diskretnih elemenata koji se
tijekom analize mogu razdvajati, slobodno gibati te ponovno
nac¢i u medusobnoj dinamickoj interakciji. Kod ovakvog
pristupa diskretni elementi se uglavhom promatraju kao
apsolutno kruti, a numericka integracija jednadzbi gibanja
blokova u vremenu najéeSce se provodi eksplicitnim putem.
Numeric¢ki modeli koji usvajaju ovakav pristup ubrajaju se u
metode diskretnih elemenata.
Uposljednjevrijemesvejevise numerickih modelakojikombiniraju
prednosti idealizacije konstrukcije pomocu kontinuuma i
diskontinuuma. Neke od takvih metoda razvile su se iz metoda
konacnih elemenata, dok su se druge razvile iz metoda diskretnih
elemenata. One koje su se razvile iz metoda konacnih elemenata
prednosti idealizacije pomocu diskontinuuma ostvaruju preko
kontaktnih elemenata koji mogu biti ugradeni izmedu mreze
konacnih elemenata. Pomocu kontaktnih elemenata opisuje se
diskontinuitet u polju pomaka u sluaju nastanka pukotine. S
druge pak strane numericki modeli koji su se razvili iz metoda
diskretnih elemenata prednosti idealizacije preko kontinuuma
najceSce ostvaruju na nacin da se svaki diskretni element
diskretizira s vlastitom mrezom konacnih elemenata ¢ime je
moguce uzeti u obzir deformabilnost elemenata.

Neovisno o tome o kojem se pristupu govori, s obzirom
na stupanj jednostavnosti i toc¢nosti moze se govoriti o
mikromodeliranju, pojednostavljenom mikromodeliranju te
makromodeliranju [1] (slika 5.).

vertikalna
blok sljubnica blok mort

—Tq T
e | | | — e
| |

"blok" kontaktni element

kontinum

Slika 5. Razine modeliranja zidanih konstrukcija: a) predlozak
zidane konstrukcije; b) detaljno mikro modeliranje; c)
pojednostavljeno mikromodeliranje; d) makromodeliranje [1]

Kod makromodeliranja sve tocke konstrukcije imaju jednaka
svojstva, tj. istu konstitutivhu zakonitost ponasanja koja
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se dobila na temelju svojstava reprezentativnog volumena
dovoljno velike veli¢ine prema teoriji osrednjavanja odnosno
homogeniziranja. U ovom su slucaju svojstva morta i svojstva
blokova jednoliko razmazana po konstrukciji koju tretiramo
kao homogeni anizotropni kontinuum. Ovakav pristup
prikladan je za analizu vecih konstrukcija jer je proracunski
najmanje zahtjevan. Ako je reprezentativni volumen reda
velicine jednog bloka i manje, tada se govori o detaljnom
mikromodeliranju kod kojeg su blok i mort diskretizirani i
modelirani s konacnim elementima dok je veza bloka i morta
prezentirana s kontaktnim elementima. U tom pristupu
konstitutivne zakonitosti ponasanja morta i bloka promatraju
se odvojeno. Zbog svojih velikih proracunskih zahtjeva, taj
je pristup prikladan za modeliranje manjih konstrukcijskih
detalja, ali ne i realnih konstrukcija. Kod pojednostavljenog
mikromodeliranja proSireni blok modeliran je s konacnim
elementima dok je veza morta i bloka opisana kontaktnim
elementima koji ujedno predstavljaju mjesta potencijalnih
pukotina. Ovim pristupom se gubi to¢nost s obzirom na to da
se Poissonov koeficijent u mortu, koji znatno utjece na tlacnu
¢vrstocu zidane konstrukcije, ne uzima u obzir.

Sto se tice samog natina tretiranja potresnog opterecenja,
metode namijenjene za seizmicku analizu zidanih konstrukcija
mogu se svrstati u linearne, u koje se ubraja pojednostavljena
ekvivalentna staticka analiza i modalna analiza, te nelinearne,
u koje se ubraja statitka metoda postupnog guranja i metoda
odgovora u vremenu.

Kod pojednostavljene ekvivalentne staticke analize
potresno opterecenje se aproksimira s ekvivalentnim
statickim opterecenjem i to na dva nacina. Prvi nacin je
da se konstrukcija izlozi konstantnom horizontalnom
ubrzanju. Ovim pristupom zanemarena je cinjenica da
tijekom potresa konstantno ubrzanje podloge traje samo
kratko vrijeme. Takoder su zanemareni i rezonantni efekti
koji se u konstrukciji javljaju tijekom potresa zbog elasti¢nih
svojstava materijala. Taj pristup prikladan je za analizu
stabilnosti nekih vrsta starih kamenih konstrukcija kao Sto
su lukovi kod kojih elasti¢na svojstva materijala nemaju
veliku ulogu. Drugi natin je da se po visini konstrukcije
zada raspodijeljeno opterecenje koje raste od dna prema
vrhu ¢ime se uzima u obzir raspodjela horizontalnih sila
uzrokovana dinamickim odgovorom konstrukcije. Seizmicki
proracun konstrukcije pomocu modalne analize uglavhom
se radi preko metode konacnih elemenata pomocu koje je
moguce izraCunati vlastite oblike i frekvencije. S obzirom
na udio pojedinog vlastitog oblika u seizmickom odgovory,
po visini konstrukcije se zadaju opterecenja koja se zatim
kombiniraju raznim postupcima.

Metoda postupnog guranja bazira se na postupnom
povecavanju amplitude horizontalnih sila uz paralelno
pracenje odgovora konstrukcije [10]. Metoda odgovora u
vremenu sastoji se u tome da se za odredeni zapis ubrzanja
podloge izracuna odgovor konstrukcije u vremenu u obliku
naprezanja, deformacija i pomaka.

U nastavku e se pobliZe opisati glavne znacajke te mogucnost
primjene danas najcescih numerickih metoda u seizmickoj
analizi zidanih konstrukcija.

3. Dinamicke analiticke metode

Cilj ovih metoda jest analitickim putem predvidjeti odgovor
konstrukcije uslijed dinamicke pobude ili predvidjeti
najmanju vrijednost horizontalnog ubrzanja podloge koje ce
prouzro€iti slom konstrukcije. Buduci da se u tim metodama
elementi konstrukcije pretpostavljaju kao apsolutno kruti,
pretpostavljeno je da do sloma konstrukcije nece doci zbog
prekoracenja Cvrstoce materijala vec iskljucivo zbog gubitka
stabilnosti. Zbog vrlo slozenih analitickih jednadZzbi, te su
metode ograni¢ene na analizu jednostavnijih konstrukcija
kao Sto su blokovi na horizontalnoj podlozi, portalni okviri te
lukovi.

Prvi koji je primjenjujuci zakone dinamike analizirao
prevrtanje apsolutno krutog bloka na horizontalnoj podlozi
izlozenog konstantnom horizontalnom, sinusnom te
potresnom ubrzanju podloge bio je Housner [11]. Uvodeci
pretpostavke da izmedu bloka i podloge nema klizanja, da
nema odskakanja bloka od podloge, da je blok dovoljno vitak,
tj. da je kut a (slika 6.) manji od 20° te da je kut rotacije ©
prilikom osciliranja mali, Housner je analizirao potrebno
vrijeme trajanja pravokutnog odnosno sinusnog impulsa
koji bi prouzrocio prevrtanje bloka. Gubitak energije prilikom
sudara bloka s podlogom Housner je uzeo u obzir uvodedi
pretpostavku da je prilikom naizmjeni¢ne rotacije bloka
oko jednog i drugog ruba otuvan moment koli¢ine gibanja.
Housner je takoder pokazao kako je stabilnost visokog
tankog bloka prilikom potresnog opterecenja mnogo veca od
one koju ima pri konstantnom ubrzanju podloge. Housnerov
rad je podloga za brojne druge radove koji su se bauvili
problemom njihanja bloka na podlozi.

[ b 5]

Slika 6. Blok koji se njise [11]
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Nastavljajuci se na Hausnerov rad, Yim [12] je izmedu ostalih
problemu njihanja bloka na horizontalnoj podlozi prisao
ne uvodeci pretpostavku malih kutova rotacije. RjeSavajuci
jednadzbu gibanja numerickim putem, Yim [12] je problem
prevrtanja bloka uslijed seizmicke pobude promatrao s
probabilisti¢kog stajalista jer se pokazalo da dinamicki odgovori
bloka na razli¢ita ubrzanja podloge s istom amplitudom znatno
variraju od malih oscilacija pa sve do potpunog prevrtanja.

Dok se Yim [12] usredotoCili na dinamicki odgovor bloka
uslijed slucajnih ubrzanja podloge, Spanos i Koh [7] su se
fokusirali na dinamicki odgovor bloka uslijed harmonijskog
ubrzanja podloge. Slijede¢i Spanosa i Koha, velik broj
znanstvenika je istrazivao dinamicki odgovor bloka uslijed
harmonijskog ubrzanja podloge [13-17]. Svi ovi radovi temelje
se na pretpostavci da se dinamicko gibanje mozZe opisati
preko spektara odgovora.

Da bi se ispitalo mnogo kompleksnije ponasanje bloka uslijed
ubrzanja podloge, istrazivaci su u svojim radovima razmatrali
i moguénost klizanja te odskakanja bloka od podloge [18-23].
Nekoliko istrazivaca je proucavalo odgovor sustava koji se
sastoji od viSe blokova. Tako su Sinopoli i Sepe [24] proucavali
odgovor okvirne konstrukcije napravljene od tri bloka izloZzene
horizontalnom ubrzanju podloge. Na slican nacin je Spanos
sa svojim suradnicima [25] analizirao dinamiku konstrukcije
sastavljene od dva bloka, medutim jednadzbe za analizu
dinamike tih dvaju blokova bile su toliko sloZzene da su
znanstvenici zakljucili kako je za dinamicku analizu sustava
viSe blokova pogodnija metoda diskretnih elemenata, o kojoj
e u nastavku biti rijec.

Slika 7. Mehanizam formiran kod kamenog luka uslijed horizontalnog
ubrzanja podloge [26]

Osim analize blokova, dvojica su znanstvenika analiticke
metode primjenjivali za analizu stabilnosti lukova izlozenih
konstantnom horizontalnom ubrzanju podloge [26, 27]. Oba
su se autora koristila ekvivalentnom statickom analizom da bi
utvrdili mjesta nastanka zglobova u luku pretpostavljajuci da
ta mjesta ostaju nepromijenjena tijkom dinamickog odgovora
konstrukcije. Pojednostavljenje ovakvog sustava koji se
sastoji od viSe blokova na sustav s jednim stupnjem slobode
(slika 7.) omogucuje analiticko rjeSenje.

SloZzenost analitickih metoda pri proracunu dinamickog
odgovora slozenijih zidanih konstrukcija na seizmicku pobudu

potakla je znanstvenike na razvoj numerickih metoda.
Najprikladnija numericka metoda za proracun stabilnosti
zidanih konstrukcija koja moze analizirati dinamiku krutih
tijela jest metoda diskretnih elemenata.

4. Metoda granicnih stanja

Metode grani¢nih stanja temelje se na pretpostavkama koje
je Couplet postavio jos 1730. godine, a to su:

1. zidana konstrukcija nema vlacnu €vrstocu

2. zidana konstrukcija ima beskonacnu ¢vrstocu u tlaku

3. klizanje medu sljubnicama se ne moze pojaviti.

Te pretpostavke medu prvima je koristio Heyman [28] u
analizi stabilnosti kamenih lukova. Naime, usvajanje tih
pretpostavki omogucuje primjenu kinematickog i statickog
teorema plasticnosti pomocu kojih se za zadani vektor
vanjskog opterecenja F moZe odrediti faktor opterecenja a
kojim je potrebno uvecati vanjsko opterecenje da dode do
sloma konstrukcije.

Staticki teorem ili teorem donje granice dokazuje da je
konstrukcija stabilna, tj. da nece doti do sloma ako se za
zadano vanjsko opterecenje moze pronadi staticki prihvatljivo
polje unutrasnjih sila. Najveca vrijednost faktora opterecenja
za koji je konstrukcija joS u ravnoteZi predstavlja donju
granicu faktora sigurnosti. Kinematicki teorem dokazuje
da je konstrukcija nestabilna ako se moze pronaci takav
mehanizam za koji je rad vanjskih sila vedi ili jednak nuli.
Najniza vrijednost faktora opterecenja za koji je rad vanjskih
sila na pretpostavljenom mehanizmu jednak nuli predstavlja
gornju granicu faktora sigurnosti konstrukcije. Na temelju
ovih teorema moZe se zakljuCiti da koeficijent sigurnosti
konstrukcije dobiven statickim ili kinematickim pristupom
mora biti isti.

Slika 8. Mehanizam sloma vanjskih zidova starih zgrada: a) bez
poprecnih veza; b) s poprecnim vezama [29]

Klasicne metode granicnih stanja uzimale su u obzir staticki
pristup koji se temeljio na koriStenju veriznog poligona pri
grafickoj interpretaciji tlacnih linija kod kamenih lukova [30,
31]. Ako bi se tlacna linija nalazila unutar kontura luka, to bi
znacilo da je luk staticki stabilan. Razvojem racunala, Harvey
i Maunder [32] su koristili tablicni proracun za dobivanje
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Slika 9. Zidani stup: a) model; b) mehanizan sloma metodom konacnih elemenata; c) mehanizam sloma metodom granicnih stanja [46]

trodimenzionalnog oblika tlacne linije, dok je Block sa
suradnicima [33, 34] razvio interaktivnu kompjutorsku analizu
baziranu na kombinaciji statickog i kinematickog teorema za
dobivanje tlacne linije kod trodimenzionalnih problema.
Osim analize lukova, metoda grani¢nih stanja sluzila je i za
druge vrste konstrukcija. Na temelju razmatranja nacina
kolapsa starih zidanih gradevina Giuffré [35, 36] i Carocci
[29] su nakon dekompozicije konstrukcije na krute blokove
primjenjivali kinematicki pristup da bi procijenili njihovu
seizmicku otpornost (slika 8.). Metoda je prikladna za analizu
onih vrsta konstrukcija kod kojih medukatne konstrukcije
nisu kruto povezane sa zidovima. Giuffré je takoder pobudio
veliko zanimanje svojim prijedlogom kombinacije blokovske
prezentacije konstrukcije s metodama kapaciteta nosivosti
[37,38] za procjenu seizmicke otpornosti zidanih konstrukcija.
Roca [39] je izmedu ostalih predlozio metodu za analizu
armiranih zidanih konstrukcija koja se bazira na statickom
teoremu. Ochsendorf [40] je primijenio metodu grani¢nih
stanja analizirajuci lukove kod kojih je dosSlo do deformacije
temelja, a De Luca [41] se koristio metodom konacnih
elemenata u kombinaciji s metodom grani¢nih stanja pri
analizi seizmicke otpornosti kamenih lukova. Nakon Sto je
pomocu metode konacnih elemenata bazirane na linearno
elastitnoj analizi pronasao mjesta nastanka zglobova, De
Luca je metodu grani¢nih stanja primijenio pri odredivanju
ultimativnog opterecenja koje bi izazvalo slom konstrukcije.
U novije vrijeme razvijene su brojne metode grani¢nih stanja
[42-45] bazirane uglavnom na kinematickom pristupu koje
su implementirane u ra¢unalne programe. Vecina tih metoda
zasniva se na sljedecim pretpostavkama:
1. zidana konstrukcija nema vlaénu €vrstocu
2. zidana konstrukcija ima beskonaénu ¢vrstocu u tlaku
3. posmi¢no ponasanje u kontaktu izmedu blokova je
savrseno plasti¢no
4. grani¢no opterecenje se javlja pri malim pomacima.

Slicno kao metode granitnih stanja baziranih na grafitkom
pristupu, ove metode uz pretpostavku krutog-savreno
plasti¢nog ponasanja materijalaimaju svrhu procijenitikapacitet
nosivosti te dati uvid u mehanizam sloma konstrukcije.

Da bi se model krutog-savrSeno plasticnog ponasanja
materijala mogao matematicki primjenjivati, usvojena je
funkcija teCenja ¢ definirana u jedinici naprezanja za koju
vrijedi: ako je <0, materijal ostaje krut; ako je $=0, materijal
postaje plastican; ako je ¢>0, nastupilo je nedopustivo
stanje naprezanja. Skup stanja za koje vrijedi $=0 ine plohu
te€enja. Sva stanja koja se nalaze unutar ili na plohi tecenja
zadovoljavaju kriterij te¢enja, dok se ona stanja koja padaju
izvan plohe tefenja smatraju nedopustivima. Za stanja
naprezanja koja se nalaze na plohi tecenja materijal postaje
plastican Sto znaci da je potrebno definirati smjer teCenja
koji je odreden funkcijom teCenja. Ako je smjer tecenja
okomit na plohu tecCenja, tada se govori o asocijativnom
zakonu tecenja koji je usvojen kod klasi¢nih metoda
grani¢nih stanja u koje se ubrajaju prethodno spomenuti
modeli. Asocijativni zakon tefenja podrazumijeva da je
kut dilatacije jednak kutu trenja Sto za vecinu kamenih
konstrukcija u kojima je kut dilatacije priblizno jednak
nuli nije tocno. Ovaj se problem moZe rijeSiti usvajajuci
neasocijativni zakon tecenja koji vodi nestandardnoj
metodi grani¢nih stanja u kojoj teoremi grani¢nih stanja
(kinematicki i staticki) nisu striktno primjenjivi. Model
koji su razvili Orduia i Lourenco [46-48], a uzima u obzir
ogranitenu tla¢nu ¢vrstocu, te Gilbertov model [49] samo
su neki od modela zasnovanih na nestandardnoj metodi
grani¢nih stanja. Na slici 9 prikazan je zidani stup Ciji
su mehanizam sloma Ordufia i Lourenco [46] analizirali
metodom grani¢nih stanja i metodom konacnih elemenata
iz Cega se moze uoCiti da obje metode daju isti rezultat.

5. Metoda konacnih elemenata

Metoda konacnih elemenata je zahvaljujuéi svojoj dugoj
tradiciji najcesce primjenjivana metoda ne samo za proracun
zidanih konstrukcija nego i za proracun konstrukcija uopée. Do
danas je razvijeno mnostvo numerickih modela zasnovanih
na metodi konacnih elemenata koji se razlikuju prema vrsti
konacnih elemenata kojima je konstrukcija diskretizirana te
prema konstitutivnoj zakonitosti ponasanja materijala koji
moze biti linearan i nelinearan.
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Slika 10. Modeliranje zidane konstrukcije pomocu makroelemenata:
a) shema testa; b) model pomocu makroelemenata [55]

Proracunski najjednostavniji nacin modeliranja zidanih
konstrukcija metodom konacnih elemenata je diskretizacija
konstrukcije skeletnim sustavom koriStenjem linijskih
konacnih elemenata. Molins i Roca [50] razvili su numericki
model za analizu prostornih konstrukcija koji se sastoji od
prostornih linijskih elemenata s promjenjivim poprecnim
presjekom. U model je uklju¢ena materijalna i geometrijska
nelinearnost kao i Mohr-Coulombov kriterij loma u posmiku.
Za analizu zidanih zidova razvijeno je takoder nekoliko
pojednostavljenih modela koji konstrukciju aproksimiraju s
ekvivalentnim okvirnim sustavom [51-54].

U zadnje vrijeme mnogo radova posveceno je modeliranju
zidanih konstrukcija pomocu makroelemenata [55-59] ¢ime je
broj stupnjeva slobode te vrijeme proracuna znatno smanjeno,
slika 10. Svaki makroelement moze predstavljati cijeli zid
ili se zid, ako postoje otvori, moze aproksimirati pomocu
viSe makroelemenata koji se postavljaju na nacin da veza
izmedu dva makroelementa bude na mjestu gdje se moze
ocekivati nastanak pukotine. Ovim pristupom koji je u nekim
slucajevima prikladan za odredivanje mehanizma sloma te
kapaciteta nosivosti konstrukcije nije moguce poblize opisati
ponasanje pojedinih konstrukcijskih elemenata.

Zbog poteSkoca u diskretizaciji starih kamenih konstrukcija
pomocu strukturalnih elemenata, ali i s obzirom na potrebu
za detaljnijom analizom, poseglo se za dvodimenzionalnim
i trodimenzionalnim konafnim elementima pomocu
kojih se zidana konstrukcija modelira na makrorazini.
Makromodeliranje je najcesci pristup koji se koristi za analizu
zidanih konstrukcija u praksi jer je u tom slu€aju postignut
najbolji omjer izmedu cijene prora¢una te razine tocnosti.
Najjednostavniji numericki modeli ovog tipa, bazirani na
linearno elastichom ponasanju materijala, esto su se u
nedostatku pogodnijih modela, ali i proracunskih zahtjeva,
primjenjivali za analizu velikih zidanih konstrukcija. Na taj su
nacin Mola i Vitaliani analizirali crkvu Svetog Marka u Veneciji
[60] (slika 11.), Macchi je sa suradnicima na slican nacin
modelirao toranj u Pisi [61] te ulaz u baziliku Svetog Petra u
Rimu [62], dok je Croci [63] analizirao Koloseum u Rimu.

Buduti da zidane konstrukcije zbog vrlo malih viacnih Evrstoca
pokazuju izrazito nelinearno ponasanje vec i pri vrlo malim
razinama opterecenja, primjena linearne analize u modeliranju
zidanih konstrukcija smatra se neprihvatljivom jer moze
dovesti do krivih rezultata i krivih zaklju¢aka. Njena primjena
moze biti opravdana u nekim slu¢ajevima u kojima se Zeli
promatrati ponasanje konstrukcije do pojave prvih pukotinaiili
se Zele procijeniti mjesta nastanka prvih pukotina na koja ce
se zatim primijeniti detaljnija analiza. Jedino je nelinearnom
analizom moguce obuhvatiti sve ucinke koji se javljaju u
zidanoj konstrukciji, pocevsi od pojave i razvoja pukotina pa
sve do konacnog sloma. Prikladni nelinearni makromodeli
namijenjeni za analizu zidanih konstrukcija uzimaju u obzir
razliCite vlatne i tlatne Cvrstoce kao i razlicita elasticna i
neelasti¢na svojstva duz materijalnih osi cime se konstrukcija
tretira kao homogeni ortotropni kontinuum. Elasticni i
neelasti¢ni parametritakvog kontinuuma najceSce se odreduju
na temelju eksperimentalnih ispitivanja uzoraka dovoljno
velike veli¢ine izlozenih homogenom stanju naprezanja.
Kao alternative slozenim eksperimentalnim ispitivanjima

Slika 11. Modeli konacnih elemenata: a) bazilika Svetog Marka u Veneciji [60]; b) ulaz u baziliku Svetog Petra u Rimu [62]
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mogu se odrediti svojstva pojedinacnih komponenti zidane
konstrukcije (morta i blokova) koji sluZe kao ulazni podaci za
tehnike numeritke homogenizacije. Opsezan pregled tehnika
numericke homogenizacije moze se naci u [64].

Najpoznatije  teorije za  formuliranje  nelinearnog
konstitutivnog zakona ponasSanja materijala jesu teorija
plasti¢nosti i mehanika o3tecenja.

Teorija plasticnosti nastoji opisati plastitno ponasanje
materijala pojavom trajne deformacije. lako je isprva bila
namijenjena za modeliranje duktilnih materijala, danas se
intenzivno primjenjuje i za druge materijale kao Sto je tlo,
beton te zidana konstrukcija [1, 65-68]. Bududi da je teorija
plasti¢nosti prikladna samo za monotono opterecenje, vetina
prethodno spomenutih modela nije sposobna uzeti u obzir
ciklicko opterecenje. Da bi uklonili taj nedostatak, neki su
znanstvenici u klasiénu teoriju plasti¢nosti implementirali
najznacajnija svojstva materijala koja karakteriziraju ciklicko
ponasanje kao Sto su histerezni gubitak energije te opadanje
krutosti [2, 691.

Glavnaje znacajka mehanike ostecenja sam koncept oStecenja
koji se moze definirati kao opadanje elasticnih svojstava
materijala uslijed pojave i razvoja mikropukotina Sto za
posljedicu ima smanjivanje povrsine koja prenosi unutrasnje
sile. Kao posljedica procesa ostecenja, dolazi do opadanja
elasticnih svojstava materijala. Zbog svoje matematicke
slozenosti, ovim pristupom uglavnom se usvaja pretpostavka
o0 izotropnom materijalu, medutim postoji takoder i mnoStvo
numerickih modela koji uzimaju u obzir ortotropno ponasanje
materijala [71-73].

Makromodeliranje se intenzivno koristilo za analizu
seizmickog odgovora kompleksnih konstrukcija kao Sto su
luéni mostovi [70, 74] (slika 12.), povijesne gradevine [75] te
katedrale [72].

Slika 12. Detalj iz 3D analize luénog kamenog mosta Svetog Marcela
u ltaliji [70]

Nedostatak vefine makromodela je u tome Sto nisu u
mogucnosti simulirati diskontinuitete koji se javljaju izmedu
blokova ili dijelova zidane konstrukcije. Takvi diskontinuiteti
koji su unaprijed odredeni kao Sto je to kod starih kamenih
konstrukcija ili se mogu kasnije javiti u obliku pukotina, mogu
dovestido raznih utinaka kao Sto je klizanje ili rotacija odredenih
dijelova konstrukcije, odvajanje blokova i sl. Sve ee ucinke nije
moguce obuhvatiti klasithom metodom konacnih elemenata
zasnovanoj na prezentaciji konstrukcije kontinuumom. Jedan
od nacina rjeSavanja ovog problema jest umetanje kontaktnih
elemenata izmedu mreze konacnih elemenata [76-79] koji
predstavljaju mjesta potencijalnih pukotina. U ovom pristupu
nuzno je da mreza konacnih elemenata bude barem takva da je
svaki blok diskretiziran sa svojom mrezom Sto vodi modeliranju
na pravoj mikrorazini ili na pojednostavljenoj mikrorazini.
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Slika 13. 3D prikaz sloma stupova samostana Svetog Vice u Lisabonu [76]
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U kontaktnim elementima koncentrirana je materijalna
nelinearnost dok je ponasanje u konacnim elementima
najcesce linearno elasticno. Nelinearno ponasanje
kontaktnih elemenata bazirano je na teoriji plasti¢nosti
[80, 81] ili mehanici oStecenja [82-84]. Ako se radi o
modeliranju na pojednostavljenoj mikrorazini, tada
kontaktni elementi opisuju nelinearno ponasanje morta te
veze bloka i morta dok se u bloku pretpostavlja linearno
elastitno ponasanje opisano konacnim elementima. U
slu¢aju modeliranja na pravoj mikrorazini, blok i mort se
modeliraju s razli¢itim konacnim elementima izmedu kojih
su implementirani kontaktni elementi kojima je opisana
materijalna nelinearnost. U tom se slu¢aju s jednim
kontaktnim elementima opisuje nelinearno ponasanje
morta, drugim bloka, a tretim se opisuje veza bloka i
morta. Ovakav se proracunski pristup zbog svojih velikih
proracunskih zahtjeva primjenjuje uglavnom za analizu
manjih konstrukcijskih detalja izlozenih heterogenom
stanju naprezanja ili za potrebe tehnika homogenizacije
gdje se na temelju mehanickih karakteristika morta i
blokova nastoji dobiti konstitutivha zakonitost ponasanja
zidane konstrukcije. Almeida [85] te Pegon i Pinto [76]
(slika 13.) samo su neki od istrazivaca koji su se koristili
metodom konacnih elemenata u kombinaciji s kontaktnim
elementima pri analizi zidanih konstrukcija.

6. Metoda diskretnih elemenata

Metoda diskretnih elemenata je grupa metoda koje su Cundall

i Hart [86] definirali kao racunalni pristup koji:

1. omogucava konacne pomake i rotacije diskretnih tijela
ukljucujuci njihovo potpuno odvajanje

2. automatski prepoznaje nove kontakte izmedu tijela kako
prorac¢un napreduje.

Zacetnik tih metoda bio je Cundall [87] koji je utemeljio
metodu poznatu pod nazivom Distinct Element Method (DEM)
Cija je prvotna namjena bila simuliranje klizanja i razdvajanja
povezanih stijenskih masa duZ unaprijed odredenih pukotina
odnosno diskontinuiteta. Metoda se temeljila na eksplicitnoj
numerickoj integraciji jednadzbi gibanja krutih blokova u
vremenu. Blokovi su mogliimati proizvoljne pomake, a metoda
je takoder ukljucivala i medusobnu interakciju blokova. Osim
dinamickih proracuna, metoda je imala mogucnost dobivanja
statickog rjeSenja koristei viskozno prigusenje kao u
metodama dinamicke relaksacije.

Tijkom vremena razvijalo se sve vise numerickih modela
koji su imali obiljezja metode diskretnih elemenata, a koji
su svoju primjenu nasli u analizi zidanih konstrukcija [88-
S0]. Glavno obiljeZzje metode diskretnih elemenata koje je
omogucilo njenu primjenu u analizi zidanih konstrukcija jest
prikaz konstrukcije kao skupa zasebnih blokova medusobno
povezanih kontaktnim elementima. Ovaj pristup omogucio
je simuliranje kolapsa konstrukcije uslijed rotacije, klizanja

medu sljubnicama te udarnog opterecenja. Do danas se
razvila Siroka paleta numerickih modela baziranih na metodi
diskretnih elemenata. Svi ti modeli medusobno se razlikuju
s obzirom na oblik diskretnih elemenata, nacin proracuna
kontaktnih sila medu diskretnim elementima, nacin
prepoznavanja kontakta, nacin proratuna jednadzbi gibanja
u vremenu, itd.

S obzirom na oblik diskretnih elemenata moguce je razlikovati
blokovske modele kod kojih su blokovi predoceni poligonalnim
elementima [87, 91] te zrnate modele diskretnih elemenata
kod kojih su blokovi predoceni kao skup kruznih diskova u 2D ili
sfera u 3D [92]. Ovi posljednji prikladni su za mikromodeliranje
tla te ostalih granularnih materijala. Zrnati modeli su
proracunski vrlo u€inkoviti jer je za prepoznavanje i interakciju
kontakta dovoljno izracunati samo udaljenost centara dvaju
diskova odnosno sfera, dok je kod blokovskih modela taj
dio proracuna mnogo sloZeniji. Medu prvima koji je zrnate
modele koristio pri analizi nepravilnih kamenih konstrukcija
bio je Lemos [93] koji je kamene blokove modelirao s vecim,
a mort s manjim Cesticama (slika 14.). Razli¢ite ¢urstoce
pridruZzene su vezama izmedu ta dva tipa Cestica sukladno
razliCitim ¢vrsto€éama materijala. Petrinic [94] je razvio model
koji dopusta interakciju zrnatih Cestica i poligonalnih blokova
pomocu kojeg je analizirao kameni most u kojem je kamene
blokove modelirao s cetverocvornim blokovskim elementima
dok je ispunu izmedu kamenih blokova modelirao sa zrnatim
elementima.

Slika 14. Cesti¢ni model dijela kamenog zida: pukotine pod vertikalnim
i posmicnim opterecenjem [93]

Sto se tice proratuna kontaktnih sila izmedu diskretnih
elemenata, Cundall i Hart [86] su kontakte klasificirali na krute
i meke. Meki kontakti [86, 92] koji su uglavnom zastupljeni
u metodama diskretnih elemenata dopustaju preklapanje
izmedu dva diskretna elementa u kontaktu. Na temelju
veli¢ine preklopa koji se regulira penalty koeficijentom rac¢una
se vrijednost kontaktne sile. Ovakva formulacija kontakta u
literaturi se jos naziva Smooth contact ili Force-Displacement
formulacija. Nasuprot tome, kod krutih kontakata [91, 95]
iskljucena je mogucnost preklapanja diskretnih elemenata.
Ovakva formulacija kontakta u literaturi je poznata joS pod
nazivom Non-smooth contact formulacija, a ostvaruje se
najéeS¢e numerickom iteracijom u svakom vremenskom
koraku [91].
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Kod mekih kontakata, s obzirom na samu prezentaciju
kontakta medu diskretnim elementima, moguce je govoriti o
koncentriranim te raspodijeljenim kontaktnim silama (slika
15.). Koncentrirane kontaktne sile koje su prisutne u velikom
broju modela, metode diskretnih elemenata ostvarene su
nizom kontaktnih tocaka. Sila u svakoj kontaktnoj tocki moze
se dobiti na temelju konstitutivne zakonitosti ponasanja
u kontaktu koji je najéesce zapisan u obliku naprezanje-
relativni pomak. Da bi naprezanje duz kontakta bilo dobro
opisano, potreban je dovoljan broj kontaktnih tocaka.
Kod linijskih odnosno povrsinskih kontakata [S4, 96, 97],
naprezanje duz kontakta opisano je kontinuiranom funkcijom
¢ime su izbjegnuti numericki problemi koji mogu dovesti do
koncentracije naprezanja Sto je vrlo vazno u slucajevima u
kojima se simulira pojava i razvoj pukotina.

koncentrirane
kentaktne sile

raspodijeljene
kontaktne sile

Slika 15. Raspodijeljene i koncentrirane kontaktne sile

Sama priroda metode diskretnih elemenata kojoj je cilj opisati
ponasanje blokova koji mogu imati proizvoljne pomake,
mogucu interakciju izmedu blokova te izrazitu nelinearnost
u kontaktnim elementima cini tehnike rjeSavanja preko
matri¢ne prezentacije manje atraktivnima i neprikladnima.
Upravo iz tog razloga vecina numerickih modela koja se
bazira na metodi diskretnih elemenata koristi eksplicitnu
numericku integraciju jednadZbi gibanja u vremenu preuzetu
iz modela molekularne dinamike. Kod apsolutno krute
prezentacije blokova, gibanje svakog bloka opisano je u 2D s
dvije translacije i jednom rotacijom, dok je u 3D opisano s tri
translacije i tri rotacije. Kod numerickih modela koji su usvaojili
mekanu prezentaciju kontakta koja se zasniva na primjeni
penalty metode, eksplicitni pristup namece potrebu za vrlo
malim vremenskim korakom kako bi se osigurala numericka
stabilnost. Osim eksplicitnog pristupa, neki su numericki
modeli koriste implicitnim pristupom te primjenjuju matri¢ne
tehnike pri rjeSavanju sustava jednadzbi[91, 95]. Ovaj pristup
omogucuje izbor veceg vremenskog koraka, medutim vrijeme
prora¢una unutar jednog vremenskog koraka je duze, a usput
se Cesto javljaju i problemi vezani za konvergenciju rjeSenja.

Metoda diskretnih elemenata prikladna je za modeliranje
zidane konstrukcije na pojednostavljenoj mikrorazini gdje su
blokovi predoceni kao diskretni elementi medusobno povezani
kontaktnim elementima koji simuliraju prisutnost morta, ili na
pravoj mikrorazini gdje su i mort i blokovi diskretizirani s nizom
manjih elemenata, samo Sto su kontaktnim elementima u
bloku dana jedna svojstva, kontaktnim elementima u mortu

druga, a kontaktnim elementima izmedu morta i bloka treca
svojstva. Njihanje bloka na krutoj podlozi [99-101], staticka
i dinamicka analiza zidanih nosivih zidova (slika 16.) [89, 98,
102], analiza kamenih mostova [103, 104], stabilnost stupova
s arhitravom [105-107], analiza kamenih lukova [88, 89, 108],
dinamicka analiza kamenih zvonika i bazilika (slika 17.) [109,
110] samo su neki primjeri upotrebe metode diskretnih
elemenata u analizi zidanih konstrukcija.

Slika 16. Mehanizam kolapsa kamene kuce s gredom na vrhu zidova
(lijevo) i bez grede (desno) dobiven programom 3DEC [98]

Slika 17. Seizmicko ponasanje i nacin kolapsa za dvije razlicite zidane
konstrukcije izloZene potresnom opterecenju [109]

Kod vetine prethodno spomenutih numerickih modela koji se
baziraju na metodi diskretnih elemenata blokovi se uglavnom
tretiraju kao kruti, Sto ih ¢ini neprikladnima za analizu
onih tipova konstrukcija kod kojih se stanje naprezanja i
deformacija unutar diskretnog elementa ne moze zanemariti.
Pretpostavka apsolutno krutih blokova prikladna je za
modeliranje onih tipova zidanih konstrukcija do cijeg sloma
dolazi uglavnom zbog gubitka stabilnosti koji je posljedica
stvaranja mehanizma unutar konstrukcije, Sto je Cesto slucaj
kod starih kamenih konstrukcija koje nemaju veliko predtlacno
naprezanje. Za ovakve probleme, elasti¢na svojstva blokova
mogu se koncentrirati u kontaktnim elementima ako se radi o
mekim kontaktima ili se mogu zanemariti. Stanje naprezanja
i deformacija unutar diskretnog elementa moze se uzeti na
nacin da se svaki diskretni element diskretizira s vlastitom
mrezom konacnih elemenata. U ovom pristupu se metoda
konacnih elemenata primjenjuje za izracun polja naprezanja
i deformacija unutar diskretnog elementa, dok se metoda
diskretnih elemenata primjenjuje za proracun kontaktnih sila.
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Slika 18. Mehanizam potpunog sloma konstrukcije Protiron pri vrSnom ubrzanju ag=0.6 g u vremenu: a) t=0.0 s; b) t=11.91 s; c) t=13.27 s;

d) t=16.33 5; €) t=17.86 5; f) t=18.54 s

U posljednje vrijeme pojavio se velik broj numerickih modela
u kojima se nastojalo iskoristiti prednosti metode konacnih
i diskretnih elemenata [91, 94, 96, 111-113]. Cundall [111]
i Hart [112] su koristili deformabilne blokove s vlastitom
mrezom konacnih elemenata: trokuta u 2D i piramida u
3D. Oba numeritka koda imaju algoritme za automatsko
prepoznavanje te interakciju kontakata. Barbosa [96] je
predstavio model diskretno-konacnih elemenata u kojem
su deformabilni blokovi predofeni s kvadrilateralnim
izoparametarskim konaénim elementima. Petrinic [94] je
razvio 2D model koristeCi poligonalne blokove diskretizirane
mrezom trokutnih konacnih elemenata te krutih diskova.
Metoda koju je razvio Mamaghani[113], pod nazivom Discrete
Finite Elements, takoder se temeljila na predstavljanju blokova
internom mrezom konacnih elemenata. Shi i Goodman [91]
razvili su metodu pod nazivom Discontinous Deformation
Analysis (DDA) gdje je pretpostavljeno da je stanje naprezanja
i deformiranja u deformabilnim blokovima homogeno.
PoboljSan model deformabilnosti unutar te metode postignut
je pomocu baznih funkcija viSeg reda kojima je moguce
uzeti u obzir nehomogeno stanje naprezanja i deformiranja
unutar bloka ili preko koncepta podblokova u kojem je svaki
pojedinacni blok podijeljen na podblokove izmedu kojih je
omoguceno raspucavanje [114].

Jedan od pristupa koji koristi prednosti metode konacnih i
diskretnih elemenata jest kombinirana metoda konacno-
diskretnih elemenata (FEM/DEM) koju je razvio Munjiza

[115, 116]. FEM/DEM metoda namijenjena je prije svega za
simuliranje procesa fragmentacije [97, 117, 118] uzimajudi u
obzir deformabilne blokove koji mogu pucati uslijed ¢ega od
jednog bloka tijekom analize moZe nastati njih viSe. Blokovi
su diskretizirani vlastitom mrezom trokutnih konacnih
elemenata izmedu kojih se mogu umetnuti kontaktni
elementi u kojima je modelirana materijalna nelinearnost i
pomocu kojih je opisana pojava i razvoj pukotina. Kontaktne
sile se racunaju prema nacelu potencijalnih kontaktnih sila
uzimajuci u obzir Coulombov model suhog trenja. Metoda
koristi eksplicitnu numericku integraciju jednadzbi gibanja
u vremenu. FEM/DEM metoda se pokazala ucinkovita pri
seizmickoj analizi starih suho zidanih kamenih konstrukcija
[119].

7. Zakljucak

Opisivanje mehanickog ponasanja zidanih konstrukcija
predstavlja pravi izazov zahvaljujuci samoj prirodi zidane
konstrukcije koja zbog prisutnosti sljubnica izmedu blokova,
koje mogu, a i ne moraju biti popunjene mortom, pokazuje
kompleksno i izrazito nelinearno ponasanje. Jedan od
bitnih faktora koji utjec¢u na numericko modeliranje zidanih
konstrukcija jest procjena mehanickih karakteristika
materijala. Kod starih kamenih konstrukcijama C¢ije su
sljubnice popunjene mortom moze se dogoditi da je mort
tijekom vremena pod utjecajem atmosferilja i raznih
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kemijskih reakcija izgubio svoja svojstva, Sto znali da je
ponasanje takvih konstrukcija vrlo blisko ponasanju suho
zidanih kamenih konstrukcija. | u samim kamenim blokovima
uslijed promjene temperature, smrzavanja i sl. dolazi
do promjene mehanickih karakteristika koje se ocituju u
stvaranju pocetnih pukotina koje je vrlo teSko u potpunosti
obuhvatiti numerickim modelom. Drugi vazan problem u
analizi zidanih konstrukcija je opisivanje geometrije. Naime,
brojne srednjovjekovne katedrale i crkve odlikuju se vrlo
kompleksnom geometrijom koja se sastoji od kombinacije
zakrivljenih 1D elemenata (lukova) s 2D elementima
(svodovi) i 3D elementima (kupole). Opisivanje takvih vrlo
sloZzenih geometrija zahtijeva 3D numericke modele s
velikim brojem konacnih elemenata Sto u kombinaciji sa
slozenim konstitutivnim ponasanjem materijala moze znatno
produljiti vrijeme prorauna. Problem opisivanja geometrije
dodatno je oteZan €injenicom da su mnoge povijesne zidane
konstrukcije tijekom vremena dozivjele deformacije uslijed
seizmickih aktivnosti ili nejednolike deformacije temeljnog
tla, Sto je jedino moguce obuhvatiti vrlo preciznim prostornim
geodetskim mjerenjima.

Upravo zbog velike slozenosti u modeliranju zidanih
konstrukcija, do danas je razvijena Siroka paleta numerickih
metoda za analizu zidanih konstrukcija koje se razlikuju
prema razini tocnosti, koli¢ini ulaznih podataka, rezultatima
koji se Zele dobiti, u¢incima koji se mogu javiti u konstrukciji
za odredenu pobudu te vremenu trajanja prora¢una. Primjena
odredene metode u velikoj mjeri ovisi i o iskustvu inzenjera.
U nekim slucajevim vrlo jednostavne metode koje se baziraju
na inzenjerskom pristupu mogu dati trazene rezultate s vrlo
malo uloZzenog truda, dok nas s druge strane primjena vrlo
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