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1. Uvod

U Celi¢nim konstrukcijama Cesto su prisutni nosacdi Ciji problem
stabilnosti pod djelovanjem promjenljivog, realnog, vanjskog
opterecenja i danas je veoma aktualan. Svakako, u literaturi
postoji velik broj podataka i radova vezanih za taj problem, ali
su oni veinom zasnovani na numerickim i eksperimentalnim
metodama, dok je klasi¢no analiticko rjeSenje najcesce
izbjegavano, uglavnom zbog nepoznavanja to¢ne raspodjele
naprezanja unutar ploce.

U nizu radova zasnovanih na ideji Mathieua [1] iz 1890.
godine ponudili su autori Pavlovi¢, Baker i Tahan [2], a kasnije
Liu [3] i Mijuskovic [4], veoma precizan postupak odredivanja
tofne raspodjele naprezanja za opci slucaj pravokutne
ploce opterecene proizvoljnim vanjskim opterecenjem.
Uklju¢ivanjem izvedenih rjeSenja stvorena je osnova za
analizu veoma slozenih problema stabilnosti plo¢a pod
djelovanjem realnih vanjskih opterecenja.

Analiticki postupak provjere stabilnosti pravokutnih ploca
razliCitih rubnih uvjeta, zasnovan na tocnoj funkciji naprezanja,
prikazan je na relativho jednostavnom slucaju ravnomjerno
raspodijeljenog (DEA) tlacnog naprezanja [3-5], gdje je potvrdio
visok stupanj tocnosti. U ovom radu. prikazan je sljedeci korak
u navedenom postupku na zahtjevnijim problemima. Time se
postupno Zeli dokazati preciznost i primjenljivost ne samo pod
djelovanjem osnovnih, jednostavnih tipova opterecenja, vec
i u slucajevima veoma realnih situacija u vezi s inzenjerskim
konstrukcijama. U tom cilju kao konkretan primjeriz svakodnevne
prakse analiziran je problem stabilnosti rebra pod djelovanjem
lokalno raspodijeljenog opterecenja (patch loading) koje djeluje
preko gornje nozice celi¢nog nosaca (slika 1.).

e

Slika 1. Model bez vertikalnih ukrucenja u polju

Slucaj patch-loadinga moZze se analizirati primjenom razlicitih
matematickih modela koji, manje ili vise realno opisuju
navedeni problem. Namjera je da se za odabrani slucaj, u
okviru nekoliko radova, razmatraju modeli razli¢itog stupnja
sloZenosti s ciljem usporedivanja dobivenih rezultata i analize
doprinosa pojedinih parametara na konacnu vrijednost
kriticnog opterecenja.

Prva dva odabrana modela koja se analiziraju u okviru ovog
rada (slika 2.) dobivaju se kombinacijom osnovnih tipova
opterecenja (DEA i DEB) [1-5] (slika 3.) i predstavljaju pocetne,
bazne modele navedenog problema.

a) Uswojene pretpostavke za model 1
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Slika 2. Pocetni modeli za problem patch-loadinga

Sljedec¢i korak podrazumijeva podizanje modela na
nesto sloZeniju razinu prihvacanjem tlaénog naprezanja
raspodijeljenim posmi¢nim silama na mjestima
vertikalnih ukrucenja, duz kracih rubova (ukljucivanje
opterecenja SEB). Posljednji korak je ukljucivanje
posmicnih naprezanja na kontaktu noZice i rebra
(opterecenje SOA), ¢ija raspodjela ovisi o stupnju krutosti
pojasnice nosaca i koji predstavlja efekt koji do sada
nikada nije analiticki razmatran. Usporedna analiza tih
Cetiriju modela koji opisuju problem patch-loadinga za
slucajeve pravokutnih ploca razlicitih rubnih uvjeta moze
upucivati na interesantne zakljucke o stupnju utjecaja
pojedinih parametara na konacnu vrijednost kriticnog
opterecenja.
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Slika 4. Postupak superpozicije osnovnih tipova opterecenja pri formiranju modela 2

2. Teorijska osnova problema 2.1. Mathieuovo rjeSenje

Analiza problema stabilnosti ploca uslijed patch-loadinga
zapoCinje prikazom tocne funkcije naprezanja za odabrane
modele. U radu [5] vec je objasnjeno da se bilo koje proizvoljno
opterecenje (normalno i/ili posmi¢no) koje djeluje na rubu
plote moze opisati odabranim funkcijama (parnim i/ili
neparnim u odnosu na koordinatne osi), tako da se ukupno
rjeSenje dobiva odgovaraju¢om kombinacijom osam osnovnih
slucajeva (slika 3.).

Problem koji se analizira u ovom radu dobiva se kombinacijom
dvaju osnovnih tipova opterecenja (DEA) i (DEB) (slika 4.).
S obzirom na to da se potvrda preciznosti funkcija koje
opisuju prvi tip (DEA) moze nadi u radovima [3, 4, 5], teZiste
je usmjereno na prezentaciju i provjeru drugog slucaja (DEB).
Uklju¢ivanjem  toc¢ne funkcije  naprezanja dobivene
suprepozicijom rjeSenja za osnovna opterecenja (DEA) i (DEB),
kao Sto je u slu¢aju modela 2 prikazano na slici 4., stvoreni su
uvjeti za preciznu analizu problema stabilnosti rebra razli¢itih
rubnih uvjeta uslijed djelovanja patch-loadinga. Ponovno se
naglasava da su do sada u literaturi, u radovima Pavlovica i
Liva[3, 6, 7] razmatrani primjeri iskljucivo slobodno oslonjenih
ploca, dok za ploce drugacijih rubnih uvjeta nisu napravljene
slicne analize. U ovom radu, na primjeru dva usvojena osnovna
modela, usporedbom s odabranim racunalnim programima na
osnovi konacnih elemenata, dokazana je izuzetna preciznost
ostvarenih rezultata.

lako je u literaturi moguce naci Mathieuovo rjeSenje [1-
5] smatralo se nuznim ponoviti prikaz osnovnih izraza
Mathieuove 2D teorije elasti¢nosti, jer se njegov pristup i
notacija djelomicno razlikuju od danasnjih konvencija.
Mathieu je poznate jednadzbe ravnoteze, bez prisutnosti
zapreminskih sila, izrazio pomocu pomaka u obliku:

0 1d
90, 9% _g Au=—-2¥ (1a)
ox oy € dx
Mathieu =
o 09 av=_1dv (1b)
ox oy edy
gdje su:
A - Laplasov operator
u,v - pomaci u x i y smjeru respektivno
V= 6_u+6_v - zapreminska dilatacija (2)
ox oy
e=—H - konstanta definirana pomocu poznatih (3)
A+

Laméovih parametara

Relativno  jednostavnim  matematickim  operacijama
jednadzbe iz sustava (1) mogu se napisati u obliku:

Av=0 (4)
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Mathieuov pristup rjeSavanju problema 2D teorije elasti¢nosti
zapocinje pazljivim odabirom funkcija za veli¢inu n (4) u obliku
dva Fourierova reda s nepoznatim koeficijentima koji trebaju
uvesti simetriju i antimetriju raspodjele naprezanja u odnosu
na osi x i y respektivno:

V=V, +v, (5)

Sljedeci korak predstavlja uvodenje funkcije F (F,+F )iz uvjeta
da mora biti zadovoljena jednadzba

] A, =y, (6a)
AF=——v = €
€ 1

AF, ==V, (6b)

Konacno, kada se jednom odrede pomaci ui v

u =%+ajv1dx (7a)
v=3—5+afv2dy (7b)
gdje je

_¢ ”“2" - konstanta izrazena Laméovim parametrima

definirana su takoder i normalna naprezanja /V, i N/, duz osi x i
v, kao i posmitno naprezanje 7,u ravnini x-y:

2
N, =2v +2yav1+2y% (8a)
dx
d*F
N, = Av +2pav, (8b)
dv. dv.
7;{ dxdy+aI ‘dx+aj 2 g } (8c)

Mathieuov postupak za osnovni slucaj (DEA) vec je obraden
u radovima [3, 4, 5], pa je posebna paZnja usmjerena na
drugi slucaj (DEB), koji je detaljno popracen uz odgovarajuca
objasnjenja i komentare.

2.2. Tocna funkcija naprezanja u slucaju djelovanja
promjenljivog tla¢nog naprezanja (DEB)

Slucéaj DEB pripada kategoriji opterecenja koje uzrokuje
translaciju ploce kao krutog tijela.
DEB - rubni uvijeti:

: N=fly) x=2 (9a)

a
N, ==f(y), x=-=
x. g () x 2

=0 y-il (9b)
a b

T,=0, x:tE, y:iz (9()

vanjsko opterecenje

f(y)=A, + > A cosny (10)

Uvodenje redova (izbor funkcija)

U ovom slucaju, s obzirom na opterecenje koje je neparno u
odnosu na os x i parno u odnosu na os y, kubna dilatacija se
usvaja kao kombinacija odgovarajucih funkcija:

=Dx+ Y B, e(nx)cosny, n:qu” g=1,23.. (11a)
Zﬁm (my) sinmx, m_p;r p=1,35,.. (11b)
Funkcije F, i F,su sada u obliku:
F=- 6[2 3 Z B, xE(nx)cosny+ZH e(nx) cosny (12a)
F2=——;E ﬂmye(my)sinmx+;GME(my)sinmx (12b)

Radi jednostavnijeg ispisivanja veoma velikih izraza, uvedene
su kratice E() = cosh( ), odnosno e( ) = sinh().

Rubni uvjeti
Iz uvjeta da je 7, = O na rubu x = a/2, dobiva se grupa
koeficijenata H_ u sljedecem obliku:

1
TR AT
2n*  4ng E ({na)

(13a)

Medutim, eliminiranje zbroja uz ¢lan cos4ma ostvareno je

adekvatnim odabirom vrijednosti parametra m = pz/a, p =1,
5,...(11b).

Na isti nacin rubni uvjet 7, =0 na rubu y = b/2, uz uvodenje

poznatih vrijednosti parametara n = 2gn/b, g = 1, 2, 3, ...

(sin1 nb = 0) definira oblik grupe koeficijenata G, ;

b EG ")} (13b)

Gn ﬂ[Zm 4ms e(3mb)

Za ostale granicne uvjete treba definirati sustav jednadZzbi po
nepoznatim koeficijentima B i g . Znati, uvodeci izraze (13),
treci granicni uvjet V, = ffy) na rubu x = a/2 svodi se na:

(2 +2p)Da - 24, _na_1 | A
20+ 1) +Z[ [e zna) 2E(2na)] (x+m}°°sny

(14a)
2[5 o i

Na slican nacin Cetvrti rubni uvjet N, =0 na rubu y = b/2
odreduje izraz oblika:

ADx na e(}na) 1
g + ;B,, {[1 - ?E(gna)) e(nx)+an(nx)} cosinb

(14b)
) mb 1 . _
+;ﬁm [E(zmbHT e(gmb)] sinmx =0

Koeficijenti B, B 1B, b,

Prva grupa koeficijenata dobiva se u eksplicitnom obliku
mnozenjem jednadzbe (14a) sa dyiintegriranjem u granicama
+b/2:

__2%A
C(A+2u)a

(15)
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Slika 5. Superpozicija opterecenja DEA i DEB pri formiranju modela 1

Druga grupa koeficijenata dobiva se mnoZenjem jednadzbe
(14a) sa cosnydy i integriranjem u granicama +b/2, odnosno
jednadzbe (14b) sa sinmxdx i integriranjem u intervalu +a/2:

A 8n” cos 1 nb mb)sm ma
- n 1
" (A+,u)a(%na) bc(‘na ;'B (m? +n?)? (162)
b, - 42Dsinima  8m’sinima 5 nE (na)cosinb (16b)

(A+p)amPr(tmb)  ar(3mb) (m?+n?)

Konacno, zamjenom koeficijenata §, u izraz za B i obratno, a
zatim i viSestrukim uvodenjem odgovarajucih suma, njihovom
kombinacijom polozaja i svodenjem na bezdimenzijski oblik
dobivaju se zavrsni izrazi (17):

~ A, 169*q2(-1)° ,
B G motame) G wirotap) 20 0 HE0)
*{A(q,9")+ (180" / 2%) Ay(q.q') + (160" | 2° As(q.q') + -}
(17a)
810°q* (1) A, W(pr | 2¢)
" mr2mro(qre) & (p/2)
*{Ao(P,q)+(160* %) A,(p,q) + (160" I 2* P A, (P.q)+ -}
5o 224,(-1)" __3219°(p/ 2F A1)
P (A p)A+2p)pl 2 at(pr 1 20)  (A+p)(A+2u)x’T (pr 29)
x§%{zo(n,p')+mew‘/n?)zz(p,p')+(16<o‘/n2)224<p,p'>+~-) (17b)
_Adp(pl2p(=1)~ "2
(A+H)M(p”/2¢) 2 a A1 x(qre)
Radi pojednostavljenja izraza, uvedene su kratice
o(x)=e(x)-x/E(x), x(x)=E(x)/o(x) (18)
dok su A i Z bezdimenzijske funkcije oblika:
1
AP =27 gy (19a)
s (P27 ¥(pr 120)
A1(q,q)—; (pl 27 +97q77 PO (19b)
A (p.q) = 9°x(q'mp)
2(P.9) ;((p/2) g7 @) (19¢)
, 12 (px | 2
Aa(q,q)=;wA;(p,q) (19d)
_ a°x(q'7p) .
A4(p,q)—;((plz)z ey Ay(q.9) (19¢)
a°x(qmp)
o (p.p) = ZW o(P,q) (20a)
2,(p.p) =Y —THIO)__x (5 q) (20b)

T (P27 +9°q°)

q°x(qmp)
w127 + iy P9

ACLDY (20c)
Naprezanja

Izrazi za tocne funkcije naprezanja za razmatrani slucaj
opterecenja (DEB) dobivaju se u obliku:

N, = % X+(A+ y); B, {{1 + % Z((%irr::))]e(nx) —nxE (nx)} cosny

(i) (21a)
mb m '
+(A+u);ﬁm{[ > e(1mb)] (my)+mye(my)]smmx
N, = a(iiA;#)“(““);B” H n2a Z((z",::))] (nx)+an(nx)]COSf7y
‘ (21b)
+(A+,u);ﬁm[[1+m7bl:g:z))]E(my)—mye(my)}sinmx
—(A+p) ZB [ na e(( ::))E(nx)Jrnxe(nx))sinny
21¢c
+(A+u Zﬁ [mb E(( Zz))e(my)—myE(my)]cosmx ( )

Da bi se predotilo rjeSenje za problem patch-loadinga u okviru
tablicnog prikaza (tablica 1) za odabrani model 1, paralelno
su prikazane i usporedene raspodjele naprezanja dobivene
analitickim postupkom i primjenom programa ANSYS.

Za izabrani slucaj (¢ = 1 i y = 0,1), radi dobivanja totne
funkcije naprezanja, provedeno je superponiranje Cetiri
karakteristi¢na tipa opterecenja (slika 5.) i odgovarajuci oblici
obradeni primjenom programa MATHEMATICA prikazani
su u tablici 1. Radi precizne kontrole, odabrane izohipse
analitickog rjeSenja direktno su zadavane prilikom iscrtavanja
dijagrama u programu ANSYS i u zadnjem stupcu prikazane
tablice, provedeno je preklapanje odgovarajucih dijagrama s
identi¢nim intenzitetima izohipsi kako bi se pokazalo izuzetno
dobro podudaranje izvedenih rjesenja.

2.3. Formulacija problema stabilnosti

Problem elasticne stabilnosti pravokutnih ploca, razlicitih
rubnih uvjeta i u ovom slucaju, razmatra se primjenom
Ritzova energetskog postupka u okviru kojeg se energija
deformacije savijene plocCe definira na klasi¢an nacin, dok se
pri odredivanju rada vanjskih sila uvodi stvarna raspodjela
naprezanja Mathieuove teorije elasti¢nosti. Primjenom tocne
raspodjele naprezanja za odabrani slucaj patch-loadinga, kao i
dvostrukih Fourierovih redova s ciljem adekvatnog opisivanja
odgovarajucih oblika izbocivanja, moguce je vrlo precizno
odrediti vrijednosti koeficijenata elasti¢nog izvijanja. Analiticki
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Tablica 1. Prikaz raspodjele naprezanja unutar ploce odredenih analitickim postupkom i primjenom programa na bazi konacnih elemenata

Plo¢a kombiniranih rubnih uvjeta odnosa dimenzija ) =a/b=1.0iy=0.1

b oS

=1}

a
y=la=01

ANSYS (MKE)

Kontrola-preklop

ANSYS (MKE)

Analiticko rjeSenje

ANSYS (MKE)

Analiticko rjeSenje

Kontrola-preklop

xy

postupak primijenjen je za dva grani¢na slucaja ploca: slucaj
nosaca relativno laganih pojasnica koji se moze tretirati kao
ploca slobodno oslonjena duz sva cetiri ruba (SSSS) i slucaj
nosaca krutih noZica gdje se, na mjestima njihove veze s
rebrom, moZe uvesti efekt ukljestenja (CSCS). Naravno da su
radi verifikacije dobivenih koeficijenata izboCivanja koristeni
odgovarajuci programi na bazi konacnih elemenata (FINEL i
ANSYS) jer u literaturi ne postoje usporedivi analiticki rezultati.

2.3.1. Usvojene funkcije izboc€ivanja

Za odabrane primjere ploa i opterecenja usvojene su
funkcije progiba u obliku dvostrukog Fourierovog reda (22-
23) koji omogucuje da ¢lan po ¢lan zadovolji rubne uvjete i za
koji je u prijasnjim analizama [4, 5] dokazano da vrlo dobro
aproksimira deformiranu konfiguraciju u vrlo Sirokom opsegu
odnosa dimenzija ploca.

GRADEVINAR 65 (2013) 1,1-10
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Slucaj 1

afl & afg
-

rub x =+ a/2 slobodno oslonjen (S)
ruby==b/2 slobodno oslonjen (S)

53 5555

S a). nx b
w7;;Wmsm—(x+ijsmT(y+E) (22)
Slucaj 2

I rubx==a/2 upetirub(C)

is Ifr ruby==b/2 slobodno oslonjen (S)

i I t
IE -t i35

: b2

st ooses) |
Slika 7. Ploca s kombiniranim rubnim uvjetima CSCS
S (m—1)7r a (m+1)7r all. nz b

w-mzﬂ;Wm[cosia (x+2)—cos " [x+2] sin— (y+2) (23)

2.3.2. Energija deformacije pri savijanju ploce

Pri odredivanju ukupne potencijalne energije sustava u okviru
Ritzova energetskog postupka, prvi ¢lan predstavlja energiju
deformacije pri savijanju ploCe, prikazanu na uobicajen,

tradicionalan nacin:
al2 bi2 2 2
! ] 2(1v)|: —( ] dedy (24)

o'w
u=-n|[ | “
gdje D oznacava krutost ploCe na savijanje.

oxoy

o’w d*w
ox? oy?
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Dio potencijalne energije sustava, koji se odnosi na rad
vanjskih sila predstavljen je izrazom (25), u okviru kojeg sada
vrijede oznake tocnih raspodjela naprezanja Mathieuove
teorije elasti¢nosti NV, Vi T, (21):

Dakle, uvodenjem tocnih funkcija naprezanja, u ¢emu se i
ogleda sustinska razlika u odnosu na sve prethodne analize
problema stabilnosti ploca koje nisu iskljucivo slobodno
oslonjene duz svih rubova, izraz za rad vanjskih sila se bitno
usloZnjava.

2.3.3. Svodenje na problem svojstvenih vrijednosti

Konacno, poslije definiranja energija deformacije savijanja
ploce U i veliCine koja odgovara radu vanjskih sila V, ukupna
potencijalna energija sustava moze se napisati kao:

Im=U+V (26)

Iz principa 0 minimumu potencijalne energije dobiva se uvjet

oIl

ow,,,

ou

= +
ow,,

ov

w,, (27)

koji se u biti svodi na sustav od m-n homogenih linearnih
jednadzbi po nepoznatim koeficijentima W _. Postojanje
neuobicajenog rjeSenja, odnosno uvjet da je determinanta
sustava jednaka nuli, vodi prema rjeSavanju klasicnog
problema svojstvenih vrijednosti, u okviru kojeg jedino
prakticno znacenje za nas ima najniza svojstvena vrijednost,
kojaipredstavljatrazenokrititnoopterecenje. Zbog opseznosti
cjelokupnog postupka koji direktno zavisi od usvojenog broja
¢lanova, kako redova u okviru naponskih funkcija, tako i u
okviru funkcija ugiba, u procesu rjeSavanja nuzno je trebalo
upotrijebiti odgovarajuci ratunalni program (MATHEMATICA).

3. Rezultati proracuna

Za analizirani problem patch-loadinga, u slu¢aju modela 1,
odabrano je detaljno, tabli¢no prikazivanje vrijednosti kriticnog
opterecenja u pogodnom obliku za dvije kategorije ploca
razlicitih grani¢nih uvjeta (SSSS i CSCS), pri variranju odnosa

a2 br2 2 2 dimenzija plo¢a ¢ = 0.3 — 1 i lokalnog tlatnog opteretenja y
v--L _[ N L] o[22 o, W oW dxdy (25) =0.1-1. U slutaju modela 2, dobiveni podaci prikazani su u
2 3| \OX “Loy *ox oy e ' ) ' P P
a) model 1 b) model 2
y ~
- . hE S oth? L\U 5
ya K= 2
o1 e
silic silic
b 0.8b b
Silic SiliC
y=I/b0O01-10
49 #=alb=03-10
0,1 5 1 5
T TV
= [ . = - -
| d | | a i

Oznake: K — koeficijenti izbocivanja; t — debljina rebra (ploce); D — krutost na savijanje ploce D = Et?/12(1-n?)

Slika 8. Analizirani primjeri
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obliku dijagrama kako bi se izravno i jednostavnije usporedilo
kriticno opterecenje dvaju usvojenih modela (slika 8,).

U okviru tablice za primjer modela 1, osim vrijednosti
koeficijenata izbocivanja dobivenih izvedenim analitickim
postupkom, neku wulogu u smislu "eksperimentalnih"
usporednih vrijednosti imaju i rezultati metode konacnih
elemenata (ANSYS), kao i razlika izraZena u postotku
navedenih numerickih podataka. oznake:

Kao Sto je poznato, kada su u pitanju analiticka rjeSenja u
obliku beskonacnih redova, provjera konvergencije je nuzna.
S obzirom na to da smo, iz posve prakti¢nih razloga, prinudeni
uvesti ogranicen broj €lanova reda, kako funkcija progiba tako
i funkcija naprezanja, ¢itavom ovom postupku odredivanja
kriticnog opterecenja morala je prethoditi detaljna analiza

konvergencije rjeSenja u zavisnosti od vrste i broja odabranih
¢lanova reda. Analiza je pokazala da za kategorije opterecenja
koje su ovdje razmatrane (DEA i DEB) sa stajalista funkcija
naprezanja, apsolutna stabilnost rjeSenja postize se sa 40 i
viSe €lanova. Kada je u pitanju funkcija progiba, buduci da se
analiziraju ploce razli¢itih rubnih uvjeta (SSSS i CSCS), uoceno
je da sa po 20 ¢lanova reda, funkcije prikazane izrazima (22-
23), veoma dobro opisuju sve oblike izbocivanja za cjelokupan
analizirani opseg dimenzija ploca ¢ i opterecenja y. Naravno,
limitiranjem broja ¢lanova dobiva se priblizno to¢no rjeSenje,
ali u ovom konkretnom slucaju, prema podacima prikazanim
u tablicama 2 i 3, povecanje broja ¢lanova ne bi znacajno
utjecalo na tocnost, a u velikoj bi mjeri usporilo postupak
dobivanja rjeSenja.

Tablica 2. Vrijednosti koeficijenata izbocivanja za model 1 u slu¢aju ploce SSSS($p=0.3-1,7y=0.1-1)

Ploca SSSS - patch loading Model 1 Primjer $ =0.5iy=0.3
K,=K¢¥ | ¢=03 $=0.5 $=0.7 $=0.9 $=1.0 Rezultati
0.6898 1.2149 1.7619 2.4898 2.9630 analit. rjesenje
y=01 | 06885 1.2131 1.7591 2.4855 2.9577 MKE (Ansys) ik okt o
(-0.188) (-0.148) (-0.159) (-0.173) (-0.179) Raz (%)
0.8809 1.3555 1.8898 2.6339 3.1226 analit. rjesenje
vy=0.3 0.8796 1.3536 1.8867 2.6293 3.1169 MKE (Ansys)
(-0.148) (-0.140) (-0.164) (-0.175) (-0.183) Raz (%)
1.0127 1.4589 1.9928 2.7526 3.2539 analit. rjesenje
[ I P R )
v=0.4 1.0114 1.4569 1.9896 2.7478 3.2480 MKE (Ansys)
(-0.128) (-0.137) (-0.161) (-0.174) (-0.181) Raz (%)
1.1588 1.5793 2.1201 2.9000 3.4159 analit. rjesenje
vY=0.5 1.1575 1.5770 2.1165 2.8949 3.4096 MKE (Ansys)
(-0.112) (-0.146) (-0.170) (-0.176) (-0.184) Raz (%) A
1.4679 1.8706 2.4486 3.2720 3.8155 analit. rjesenje
v=0.7 1.L4666 1.8676 2.4443 3.2661 3.8083 MKE (Ansys)
(-0.089) (-0.160) (-0.176) (-0.180) (-0.189) Raz (%)
1.7798 2.2447 2.8686 3.7078 4.2574 analit. rjesenje
v=0.9 1.7776 2.2409 2.8634 3.7010 4.2493 MKE (Ansys)
(-0.124) (-0.169) (-0.181) (-0.183) (-0.190) Raz (%)
1.9557 2.4614 3.0993 3.9238 4.4621 analit. rjesenje
vY=1.0 1.9530 2.4571 3.0938 3.9166 4.4536 MKE (Ansys)
(-0.128) (-0.175) (-0.177) (-0.183) (-0.190) Raz (%)
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Tablica 3. Vrijednosti koeficijenata izbo¢ivanja za model 1 u slu¢aju plo¢e CSCS ($p =0.3-1,7y=0.1-1)

Ploca CSCS - patch loading Model 1 Primjer $ =0.5iy=0.3
K,=Kd*g | $=03 $=0.5 $=0.7 $=0.9 $»=1.0 Rezultati
1.7748 3.2502 4.3354 5.2013 5.7410 analit. rjeSenje
Analiticko rjesenje K, = 37632
y=0.1 1.7732 3.2485 4.3336 5.1979 5.7464 MKE (Ansys)
(-0.090) (-0.052) (-0.042) (-0.065) (-0.080) Raz (%)
s
2.4361 3.7632 4.6484 5.4524 5.9765 analit. rjeSenje
y=0.3 2.4341 3.7623 4.6473 5.4498 5.9726 MKE (Ansys) T
i
(-0.082) (-0.024) (-0.024) (-0.048) (-0.065) Raz (%) "
2.8113 4.1350 48817 5.6488 6.1599 analit. rjeSenje i
y=04 | 28077 | 41343 | 48806 | 56460 & 6.1562 MKE (Ansys) L
(-0.128) (-0.017) (-0.023) (-0.050) (-0.060) Raz (%)
3.0464 4.5390 5.1598 5.8878 6.3802 analit. rjeSenje
v=0.5 3.0421 45384 5.1585 5.8851 6.3764 MKE (Ansys)
(-0.141) | (-0.013) = (-0.025) | (-0.046) | (-0.060) Raz (%) Ansys K, = 37623
3.5057 5.2106 5.8434 6.4732 6.8996 analit. rjeSenje
y=0.7 3.4997 5.2075 5.8413 6.4700 6.8955 MKE (Ansys)
(-0.171) (-0.059) (-0.036) (-0.049) (-0.062) Raz (%)
3.7704 5.7234 6.6654 7.1349 7.4435 analit. rjeSenje
v=0.9 3.7623 5.7164 6.6622 7.1313 7.4389 MKE (Ansys)
(-0.215) (-0.122) (-0.048) (-0.050) (-0.062) Raz (%)
3.9003 5.9571 7.0924 7.L649 7.6968 analit. rjeSenje
vy=1.0 3.8909 5.9483 7.0883 7.4612 7.6920 MKE (Ansys)
(-0.241) (-0.148) (-0.058) (-0.050) (-0.062) Raz (%)

4. Analiza rezultata proracuna

Detaljnom analizom prikazanih rezultata modela 1 (tablice 2
i 3) uocljivo je izuzetno dobro ponasanje analitickog rjeSenja
za oba tipa granicnih uvjeta u cjelokupnom razmatranom
opsegu dimenzija ploc¢a (¢ = 0,3 —1) i opterecenja (y =0,1 - 1).
Vrijednosti koeficijenata izbocivanja u slucaju patch-loadinga
opisanog modelom 1 za dva odabrana tipa ploca (SSSS, CSCS)
upucuju na odstupanje u odnosu na vrijednosti ostvarene
primjenom metode konacnih elemenata za najviSe 025 %
(plo¢a: CSCS, ¢ =03iy=1).

Bez obzira na problem stabilnosti kao posljedice ogranicenog
broja ¢lanova odabranih interpolacijskih funkcija, rjeSenja
metode konacnih elemenata priblizno su to¢na. Ovako mala
razlika ostvarenih vrijednosti upucuje na izuzetnu preciznost
analitickog postupka.

Rezultati ostvareni primjenom modela 2 prosli su identi¢ni
oblik kontrole, usporedbom s kriticnim vrijednostima
dobivenim za ekvivalentne tipove opterecenja primjenom
programa ANSYS i pokazali su isti, visok stupanj podudarnosti
(maksimalna razlika u slu¢aju slobodno oslonjene ploce je 0,3 %
za$p=0,1iy=1,0dnosno za plo¢u CSCS0,95 % za p=0,3iy="1).
Buduci da je analiza rezultata ostvarenih primjenom modela 2
upozorila na neznatna odstupanja u odnosu na osnovni model
1, odluceno je da se vrijednosti kriticnog opterecenja zamodel
2 ne prikazuju tabli¢no, nego graficki kako bi se ucinkovitije
usporedilo ponasanje dvaju analiziranih modela (slika 9.).

Usporedbom analiziranih modela uocava se da je u slucaju
slobodno oslonjene ploce (slika 9.a) razlika rjeSenja
najizrazenija za ¢ =0.3,i to u rasponu od -0.9 % (y = 0,1) do 1.5
% (y = 1). U ostalim slucajevima ploce SSSS kriti¢ne vrijednosti
opterecenja za dva analizirana modela su unutar jedan posto.
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Slika 9. Usporedba rezultata analiziranih modela: model 7(M1) i model 2 (M2)

U slucaju ploce s parom upetih rubova CSCS ocekivalo se
izvjesno razmimoilazenje rezultata, posebno za kategoriju
uskih ploca (¢ =03 i ¢ =0,5). Na slici 9.b uocava se da model 2
daje nesto nize vrijednosti kriticnog opterecenja (ido6%za ¢ =
0,3iy=1)uodnosu na model 1. Kako se odnos dimenzija ploce
priblizava jedinici, razlike se smanjuju i za primjer kvadratne
ploce te u ¢itavom opsegu opterecenja ne prelaze 0,1 %.
Analizom podataka moze se zakljuciti da se dva navedena
modela veoma sli¢no ponasaju za odabrani tip opterecenja
(patch-loading).

by 0CRS
T [ 5555

o oS BT as ]

Slika 10. Kriticno opterecenje ploca SSSS i CSCS dobiveno primjenom
model 1
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rezervu nosivosti Celi¢nog rebra pri djelovanju patch-loadinga
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2,7 puta.

5. Zakljucak
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[5]  Mijuskovi¢, O., Cori¢, B.: Analytical Procesure for Determining
Critical Load of Plates with Variable Boundary Conditions,
original scientific paper, Gradevinar, Journal of the Croatian
Association of Civil Engineers, \lol. 64 (3), pp. 185-194, Zagreb,
2012.

[6] Liu, Y.G., Pavlovic, M.N.: Elastic Stability of Flat Rectangular
Plates under Patch Compression, International Journal of
Mechanical Sciences, 49 (8), pp. 970-982, 2007.

[7]1  Liu, Y.G., Pavlovic, M.N.: A Generalized Analytical Approach to
the Buckling of Simply-supported Rectangular Plates under
Arbitrary Loads, Engineering Structures, 30 (5), pp. 1346-1359,
2008.

10

GRADEVINAR 65 (2013) 1,1-10



