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1. Uvod

Projektiranje armiranobetonskih sloZenica obuhvaca dva
aspekta, normativnii proracunski. Svi konstrukcijski normativi
diljem svijeta sada se temelje na djelomi¢no vjerojatnom
pristupu grani¢nog stanja. U mnogim slu¢ajevima ucinkovito
projektiranje armiranobetonskih sloZenica moze se temeljiti
na pretpostavci nelinearnog odgovora na opterecenja, bilo
geometrijske, bilo kombinirane geometrijsko-fizikalne naravi.
S modernim trendom koriStenja tankih plo¢a u naboranim
konstrukcijama, izradenim od kompozitnih materijala (npr.
armiranog betona), predvidanje geometrijski nelinearnog
elasti¢nog ponasanja postaje sve znacajnije.

Razvoj racunalnih tehnika i programa omogucuje analizu
slozenih matematickih modela kojima se sve vjernije
modeliraju stvarne konstrukcije. Metoda konacnih traka (MKT)
primjenjuje se za rjeSavanje brojnih problema u mehanici
kontinuuma [1-3]. Ta je metoda, razvijena prvo u kontekstu
analize savijanja tanke ploCe, polu analiticki postupak
konacnih elemenata. U linearno elasticnoj analizi, ona koristi
svojstvo ortogonalnosti harmonijskih funkcija u formuliranju
matrice krutosti, koja postaje dijagonalna blok-matrica,
¢ime se dvodimenzionalni problemi rasclanjuju u nekoliko
nezavisnih jednodimenzionalnih problema. Daljnje prednosti
metode odnose se na mogucnost modeliranja pomocu malog
broja harmonika.

MKT je jedan od mnogih postupaka koji se mogu koristiti za
analizu problema velikih otklona i post-globalno izvijajueg
ponasanja naboranih konstrukcija [4-6]. Medutim, pri
proratunu geometrijske matrice krutosti, integrali sadrze
proizvode trigonometrijskih funkcija s eksponentima viseg
reda, te stoga svojstva ortogonalnosti viSe ne vrijede. Svi
harmonici su spojeni, te su red i Sirina pojasa matrice krutosti
proporcionalni broju koristenih harmonika. Izvorno predlozena
i implementirana u kontekstu posebnog sekvencijalnog
programskog paketa [3], HSMKT formulacija je ¢esto koriStena
i potvrdena (7, 8].

2. Harmonijski spojena analiza stabilnosti
konacnim trakama

2.1. Nelinearne geometrijske veze ukljucene u
konacne trake

Nelinearne geometrijske veze u konacnim trakama mogu se
napisati kao kombinacija elasti¢nog ravnog stanja naprezanja
i Kirchhoff-Loveove teorije ploc¢a. Medutim, nisu svi nelinearni
¢lanovi istog znacenja. Ako je sklop ploc¢a dug, nelinearni
¢lanovi koji uklju¢uju komponentu v, su zanemarivi, a u
mnogim slucajevima se mogu zanemariti i ¢lanovi koji sadrze
komponentu v, U lokalnim modovima relevantni su samo
¢lanovi nelinearni po w. Nelinearne geometrijske veze se
usvajaju u sljedecem obliku:

= ,"*1.-'3[%]' o|,-f:r[%] --%
- 2 ~
o o W] o W) W (ﬂ
g, a.-”-'z[ry]"lz[,\r z;“!,r‘
Ny Ny Ny WMy W
Yooy Vo oy o oy o owiy

gdje su v, vi w pomaci proizvoljne tocke u x, v i z pravcu, dok su
u, v, i w, pomaci tocke srednje ravni, za z=0. Dodani nelinearni
doprinosi u jednadzbi (1) mogu biti znacajni u vrsti problema kakav
se razmatra u ovom istrazivanju, pri ¢emu pomaci v i w traka
mogu imati isti red veli¢ine zbog velikih pomaka ¢vornih linija.

U MKT, koji kombinira elemente klasi¢ne Ritzove i metode
konacnih elemenata, opci oblik funkcije pomaka se moze
napisati kao proizvod polinoma i trigonometrijskih funkcija

1=Ca= 3 Va3 M X, (2)

gdjesu Y (v} osnovne funkcije u y-pravcu a V{x) interpolacijske
funkcije u x-pravcu. Lokalne stupnjeve slobode (SS) definiramo
kao pomake i rotaciju ¢vorne linije (55=4), kao sto je prikazano
naslici 1. Stupnjevi slobode takoder se nazivaju generalizirane
koordinate. Sljedece aproksimativne funkcije se koriste za
slobodno oslonjenu traku ravne ljuske:

w - A - v, - Svef-X X,
vﬁ-mm-;r:ﬁf;.mq;-;r:ﬁf;b 2 :]q;.

weAq, gmﬂ_n,. :}I;Y...[N- N, N, Na
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Slika 1. Konacna traka ravne ljuske

Za drugaCtije uvjete oslanjanja izvedene su osnovne funkcije
Ny iz rjeSenja diferencijalne jednadzbe vibracija grede:

412

GRADEVINAR 65 (2013) 5, 411-422



Analiza stabilnosti armiranobetonskih sloZenica

d*y,ly) .
z Y, =0
Framtl (4)
koje je upotrijebio Milasinovic [6] u problemu bifurkacijske
stabilnosti ploca.

2.2. Formulacija harmonijski spojene konacne trake

Bitna znacajka geometrijske nelinearnosti jest tadajednadzbe
ravnoteZze moraju biti napisane s obzirom na deformiranu
geometriju - koja se ne zna unaprijed. Prvi korak u traZenju
ravnoteznog stanja je odredivanje ukupne potencijalne
energije konstrukcije u funkciji globalnih stupnjeva slobode.
Korake u HSMKT je detaljno prikazao MilaSinovic [3]. Ukupna
potencijalna energija trake je oznaena sa Il i izraZzena u
odnosu na lokalne generalizirane koordinate.

Ma=UsW sl + U+ W |’1"2j1.:5,'ﬂ_.ﬂ,“'1'?Iﬂ:u“.ﬂ.“l‘|‘
-[1-njw:=w'a:.ns..m.,q.u +¥4 QLB W'BL AB quan+ V4 [BLAB_ WB, g 04|+

!I'BJ o BB A U A H-_l_' o B A B A - 1‘-‘1«:'3:511'52-’-'31'.‘!:&"- * | (5)
oo 1 e BB B A, + 14 o BB AR A
I 18 QLB WBL AR LB g+ 18 [ o BUUBTAB, WB, g, dA |

-[a'c'pen

Rezultati mnoZenja membranskog djelovanja i savijanja
u prvoj zagradi jednadzbe (5) jednoznacno su odredeni i
razdvojeni, dok su oni u drugoj [relevantni su samo ¢lanovi
nelinearni po w] i trecoj zagradi {nelinearni ¢lanovi poput
kvadratnih derivacija od u, nisu zanemareni} funkcije
pomaka. Prema tome, membransko djelovanje i savijanje su
harmonijski spregnuti na mnogo nacina.

Blokovi osnovne i geometrijske matrice krutosti su, redom:

K. = [BLAB g, K_ lﬂlpﬂ.,ﬂ-ﬁ.

A

K. =[BLWGWE_ da, K_ - [BLWG.dA, K_ - [GIWB_dA,

& A

. ) . . L. (6)
K2 = (B0 G B aa, K = [GUBLan, K27 = [BU'GIaA K2 = [GUBg4.

B2 - [Biurelon, R, - [BLW'G,UBLAA | R - [EIVGIWE,_da.

Zatim se uvode deformacijske matrice:

B.=LA,.B,-LA B.-LA  B,-LA B;-LA, (7)
B, =LA, BL=LA], B =LA],
gdje su:
[#ex O — Ll Ao o
L=l 0 oyl b=l k=] -2y | =] O | Ly=|ay),
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Geometrijska matrica krutosti konstrukcije formira se
zbrajanjem preklopljenih  ¢lanova matrica sastavnih
traka, na isti nacin na koji se osnovna matrica krutosti
konstrukcije formira zbrajanjem ¢lanova osnovnih matrica

traka, koristenjem matrice transformacije izmedu lokalnog i
globalnog pomaka. Ravne trake uvijek zadrzavaju svoja Cetiri
stupnja slobode po ¢vornojliniji i potrebna je samo standardna
transformacija koja se koristi u analizi ravnih okvira.

2.3. Jednadzbe stabilnosti

Jednadzbe stabilnosti se izvode iz principa virtualnog rada i
metoda deformacijske energije. U cilju dobivanja jednadzbi
stabilnosti iz varijacijskih veza, pozvat éemo se na nacelo
0 stacionarnosti potencijalne energije. Prema nacelu o
stacionarnosti potencijalne energije, nuzan uvjet ravnoteze u
bilo kojem stanju jest taj da je varijacija ukupne potencijalne
energije promatrane konstrukcije jednaka nuli, te imamo
sljedecu relaciju:

ol1=0 )

Iz jednadzbe (9) mozemo zakljuciti da je, ako se konstrukciji
zadaju mali virtualni pomaci, ravnoteza i dalje prisutna ako
je prirast ukupne potencijalne energije konstrukcije &IT
jednak nuli. Jednadzba (9) je osnova za dobivanje varijacijske
jednadZbe ravnoteze konstrukcije, koja vrijedi i za prijekriticna
i poslijekriticna stanja deformacije. Jednadzba (9) je
zadovoljena za proizvoljne vrijednosti varijacija parametara
8q" . Prema tome imamo sljedece uvjete koji moraju biti
zadovoljeni za bilo koji harmonik m:

A
aqL
Zatim izraCunavamo derivacije ukupne potencijalne energije

trake i kona¢no dobivamo nehomogeni i nelinearni sustav
algebarskih jednadzbi, koje su trazene jednadZbe stabilnosti:

(10)

W, +Ra ) vaf_a « veRog, + V4R a. |+ _ (11)
+ o« 3R+ 4R g - aRng - veRog - 1R - vaRig @ -0
MoZemo vizualizirati formiranje matrice krutosti trake, koja se
sastoji od dvanaest blok-matrica. Postavljanje blok-matrica
u osnovnu/geometrijsku matricu krutosti svake trake obavlja
se prema shemi prikazanoj na slici 2.
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Slika 2. Konstruiranje matrice krutosti trake
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2.4, RjeSenje nelinearnih jednadzbi stabilnosti

Za ravnotezu, nacelo o stacionarnosti potencijalne energije
konstrukcije zahtijeva

R=/oq" - K+K|a-Q-Kg-Q-0, (12)

gdje je IT funkcija pomaka q. R predstavlja vektor rezidualnih
sila, koji je opcenito razli¢it od nule za neki priblizan vektor
pomaka q, (indeks 0oznacava staru vrijednost). Pretpostavlja
se da je bolja aproksimacija dana s:

q,=9 +5, (13)

gdje indeks n oznacava novu vrijednost. Taylorov izraz za
jednadzbu (12) daje

R, =Rlq,+58,)=Rlg, )+ K5, +.. =R, + K8, +..., (14)

gdje je K, =iR/7g matrica druge derivacije od II, izratunata
za q, (odnosno tangentna matrica krutosti konstrukcije
(TMKK) ili hesian funkcionalna matrica). Postavljanjem
jednadzbe (14) na nulu i uzimanjem u obzir samo linearnih
¢lanova u &, dobiva se standardni izraz za Newton-
Raphsonovu iteraciju:

8, =-K'R, (15)
Prema ovom pristupu, u daljnjim iteracijama dobivamo

5, ~KR, (16)
gdje je K, =iR/7q za q . Iz Newton-Raphsonove metode je otito

da TMKK mora biti invertirana i azurirana u svakom koraku
iteracije. Postupak se ponavlja do zadovoljenja kriterija
.

konvergencije, tj.

“i{ur}’ﬁlz:nf]-1msa (17)
gdje je N ukupan broj ¢vornih linija razloZzene konstrukcije,
a rt odreduje broj iteracije. Ovaj kriterij oznacava da se
konvergencija dogada kada norma rezidualnih sila postane
manja od neke unaprijed definirane vrijednosti e.

Osim toga, blokovi osnovne i geometrijske TMKK su:

K-|Ra O (18)
_I} K“__

k.| o veR. | [a/eRI.a/m s YaRE)[ 0 YL (19)
[vek,, 32k, | | Y2R: 0| VL o

Usporedujuci ove izraze s jednadzbom (11), oito je da osnovna
matrica krutosti ostaje nepromijenjena, dok geometrijska
matrica krutosti postaje simetri¢na.

2.5. Formiranje blokova matrice krutosti

Kao Sto je navedeno u odjeljku 2.2, razvijeni HSMKT pristup
se primjenjuje za dobivanje jednadzbi stabilnosti. Pristup
uklju€uje niz simbolickih proracuna. Posebice simbolicka
integracija energetskih izraza svake trake moze zahtijevati
dugotrajan prora¢un na rac¢unalu i memorijske resurse kada
se koristi veliki broj ¢lanova reda. Za ucinkovitiju primjenu
HSMKT formulacije, vrijednosti integrala koji se koriste za
prorac¢un blokova geometrijske matrice krutosti svake trake
mogu se izracunati jednom, neovisno o duljini odredene trake,
te pohraniti u memoriji za kasnije koristenje [3]. Elementi
matrica svojstava A i D za ortotropne ploce su:

E K E, K = wE _ 1E

g, " Tepg,” N Tepm, T-pu, 7
Ay =Kt Ay =Kt Ay =Kt, Ay = t, (20)
¢ £ £ £
D,, _K’ﬁ' DE_K’E' D, _K'ﬁ' D _K'mﬁ

2.6. Staticko izvijanje

Gubitak stabilnosti staticke ravnoteze konstrukcija izlozenih
konzervativnim optereCenjima opcenito je poznat kao
staticko izvijanje konstrukcije. Kad je rije¢ o konzervativnim
sustavima, princip o minimumu ukupne potencijalne energije
moze se primijeniti za ispitivanje stabilnosti konstrukcije
(staticke ravnoteze su ekstremi ukupne potencijalne
energije). Hesian funkcionalna matrica u odnosu na lokalne
stupnjeve slobode oznacena je kao tangentna matrica
krutosti svake trake, tj.

E:[Efﬁ] (21)

Stabilnost ravnoteznih stanja konzervativnih sustava
primjenom HSMKT moze se utvrditi gledajuci vlastite
vrijednosti TMKK sa n ¢vornih linija, koje su sve realne, buduci
da je tangentna matrica krutosti trake simetri¢na matrica.
Neka X, oznacava i-tu svojstvenu vrijednost od

R — (22)

Na temelju Lagrange-Dirichletova i Ljapunovljeva teorema
[9, 10] moze se zakljuditi da je ravnotezno stanje stabilno
ako su sve A >0, dok je ravnotezno stanje nestabilno ako su
jednailivise A <0. Ako je u nekom ravnoteZznom stanju tijekom
nanosenja optereenja jedan ili viSe 1 =0, to ravnotezno stanje
se oznacava kao kriticno stanje. Staticko izvijanje odnosi se
opcenito na slucaj kad se, pocevsi od nekog stabilnog stanja,
kriticno stanje postize dodavanjem opterecenja.

Nadalje, bez gubitka opcenitosti, takoder se moze pretpostaviti
da ono ovisi 0 jednom skalaru P, koji odreduje velic¢inu (ili
raspodjelu) vanjskih konzervativnih opterecenja Q koja djeluju
na konstrukciju.
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Tada se kriti¢no stanje i odgovarajuce opterecenje obiljeZavaju
S (23)

redom. U kriti¢nom stanju slijedi:
E|:l:||:lFsrn_l-l}ﬁlﬂ. rd|L< F;Z =0 (ZLI)

gdje stupac z oznacava mod izvijanja. U principu, jednadzba
(24) predstavlja nelinearni problem vlastitih vrijednosti,
buduéi da K(opéenito) ovisi na nelinearan nacin o globalnim
stupnjevima slobode q, koji pak mogu ovisiti na nelinearan
nacin o opterecenju P, kao Sto je definirano u jednadzbama
ravnoteZze, jednadzbe (11).

U principy, jednadzba (24) se rjeSava rjeSavanjem jednadzbi
(11) za razlicita opterecenja P, primjerice nekom vrstom
numericke iterativne sheme pracenja putanje opterecenja
(vidjeti [3]), dok se istovremeno prate vlastite vrijednosti
TMKK matrice, opisane jednadzbom (22). lzvijanje se javlja
kada matrica postaje singularna.

2.7. Membranske sile i momenti savijanja
harmonijski spojene konacne trake

Tri komponente sila (N=to, N=tc, N, =to, ) i tri komponente
momenata (M, M, M,) povezane su s deformacijama kroz

materijalna svojstva trake. U ovoj formulaciji se pretpostavlja
opcenitiji slu¢aj ortotropnih svojstava:

LEDINURIET) LU IRRT) 3 AUIYED 3 W (25)

gdje su:
A..=AB,, . A_.=AB . WB.,. f. =AB, UE,. . A. =08, (26)

Jednadzbe (25) se mogu napisati kako slijedi:
N= YR, 12 N, 123 R, M-3R, (27)
Mnozenje daje:

Y, 1, J 1 p.E,Iﬁi1 s |
Ll 1:: *-;J'-E-J."t" ot Je + M d:;' E,J..'i'l—n.n,h;. .

ave LY A
| N d;"G‘I:'.. - YLGq |
':;' Y_.E.J."ii1 S L d;::“' "'E‘.-'ﬂh - o
ﬁ." _h’l"'lz {::; Y__p_Er.J-i1 - JH, ]q._., -N, U;:'_?_ E=|.'I{1 -, ]q_ﬁ (28)
dN_ dY_
—23- T -Gg,,

N av, o | dy_

v E, - o e Yaan o o 1, - JaN T
M dM_ d

= \’...LI.E,_,":[1 -u, Ja. %Y.-ﬂ.- +N, d:;" E.Ja"""ﬂ-!*rhr-“«- &y O

- [ 3
dy_ dN_ N, L
.-—d,, G‘q_a' _%‘E"Y-G’I...H-—q‘"l._

oY, - o G 4 T, - e TR
=t 1:" Ve E, 1=, b :f Yoo oM d:;:' E|1 o LN d:_:,."ﬂ:- (28)
W O O av,
o e

Linearni vektori N, i M, su jednoznagno definirani. Nelinearni
vektor N, je u potpunosti u skladu s pristupom von Karmana,
koji zanemaruje nelinearne ¢lanove u odnosima deformacija i
pomaka za napone uslijed savijanja, ali ne i za membranska
naprezanja. U Green-Lagrangeovom pristupu se dobiva i
nelinearni vektor N .

3. Utjecaj geometrijske nelinearnosti na duze i
krace ljuske

SloZenice tipicnog presjeka, prikazanog na slici 3, analizirane
su za razliCite raspone: 70, 74, 78, 82, 86, 90 i 100 m te je
uocena potpuna podudarnost s rezultatima linearne analize
koje su dobili Cheung i Tam [1]. Kako bi se naglasio utjecaj
geometrijske nelinearnosti na duze i krace ljuske, slozenice
istog presjeka ovdje su ponovno analizirane za raspodijeljeno
opterecenje koje je tisu€u puta vece nego u [1].

Uwjeti simeatrije:
u, =g =0

Slika 3. Dimenzije presjeka sloZenice i idealizacija trakama

Raspodijeljena opterecenja u Z-pravcu su podijeljena u ukupno
deset koraka. Buduci da je deformacija simetri¢na u odnosu
na uzduznu os, analizira se samo polovica konstrukcije. U
svim primjerima su uzeti Youngov modul elasti¢nosti za beton
£=35.820.000 kN/m? i Poissonov koeficijent nula. Usporedna
analiza je provedena za linearna, von Karmanova i Green-
Lagrangeova predvidanja.

Uzajamna veza izmedu putanje opterecenja i vlastitih
vrijednosti TMKK prikazana je na slici 4. Za ilustraciju
staticke ravnoteze u kontekstu stabilnosti, dijelovi krivulje
koji odgovaraju stanju stabilne ravnoteZze iscrtani su
punom linijom, dok su dijelovi koji odgovaraju nestabilnim
ravnoteznim stanjima prikazani isprekidanom linijom. Analiza
utjecaja opterecenja na vlastite vrijednosti TMKK predocena
je za sve raspone i razli¢it broj clanova reda usvojenih u
prorac¢unu. Za kracu ljusku (70 m) je stabilna ravnoteza, prema
predvidanjima i von Karmana i Green-Lagrangea, zabiljezena
za sve razine opterecenja. Pokazano je da opterecenje i
duljina raspona imaju znacajan utjecaj na stanje ravnoteze.
U Green-Lagrangeovim predvidanjima, pri povecanju duljine
konstrukcije dolazi do pada vlastitih vrijednosti TMKK.
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Primijeceno je da se za male vrijednosti opterecenja na duzoj
ljusci (90 m) pojavljuje podrugje nestabilnosti, bilo da se koristi
samo jedan ¢lan ili viSe ¢lanova reda. Medutim, s porastom
opterecenja primjetan je porast vlastitih vrijednosti TMKK, te

Dragan Milasinovi¢, Danica Goles

podrugja nestabilnosti nestaju.

Na osnovigeometrijskih odnosa nelinearne teorije prizmati¢ne
ljuske u sklopu HSMKT odredili smo velike pomake (w, u i
), unutarnje sile i momente za von Karmanov i za Green-
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Lagrangeov pristup, uzimajuci u obzir razlic¢ite duljine ljuske
i razine opterecenja.

Poctetne i prijelazne konfiguracije ljuske nacrtane na slici
5, gdje su prikazani svi pomaci, pokazuju vaznost duljine i
promjene opterecenja u oba predvidanja.

Na slici 5., razdiobe membranske sile N, (Xm=1..21) duz
poprecnog presjeka u sredini raspona prikazane su za razine
opterecenja 8 kN/m? (IINCS=1) i 80 kN/m? (IINCS=10) redom,
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——— e
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1,5|I|:

1000

Opteretenje

2,000
| #90mLAG @30 mLUN ¥90m VK
NTERM = 21
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Slika 4. Varijacija vlastitih vrijednosti TMKK s intenzitetom opterecenja za ulaze s razli¢itim brojem ¢lanova reda
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Slika 5. Pocetne i zavrSne konfiguracije i unutarnje sile duz poprecnog presjeka u sredini raspona za: a) von Karmanov; b) Green-Lagrangeov pristup

za oba pristupa. Utjecaj nelinearnog ponasanja veoma
je izrazen u razlici izmedu rezultata na posljednjoj razini
opterecenja za ljusku raspona 90 m. Postignuta Green-
Lagrangeova sila (75479.8 kN) u tocki ukrute (NPOIN=20) bila
je 27,4 % niza od predvidene von Karmanove sile (104.000
kN), Sto odrazava utjecaj nelinearnih ¢lanova od pomaka u
kroz membransko djelovanje u gredama za ukrucenje (b/

h=0.5/3 m). Utjecaj nelinearnog ponasanja je manje izrazen
u tjemenu ljuske (NPOIN=1), jer je ovdje manja razlika (5.7 %)
izmedu sila.

Raspodjele momenata M, (Xm=1..21) duz popretnog
presjeka u sredini raspona takoder su prikazane na slici 5, te
se uocava slicna razlika izmedu rezultata von Karmanovog i
Green-Lagrangeovog pristupa.
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Slika 6. Krivulje opterecenje-pomak (w, u i ¢) i opterecenje-membranska sila Ny sa podrucjima nestabilnosti
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Slika 7. HSMKT konvergencija srediSnjeg pomaka w, srediSnjeg momenta Mx i membranske sile Ny u tocki ukrute (razina opterecenja 80 kN/m?)

Kao Sto je prikazano na slici 6., vrijednosti pomaka i unutarnjih
sila dobivenih na prvoj razini opterecenja (8 kN/m? ljuske
raspona 70 m prakticki su iste za linearno, von Karmanovo i
Green-Lagrangeovo predvidanje, jer na toj razini opterecenja
ljuska ne pokazuje znacajno geometrijski nelinearno
ponasanje. Analizirali smo ravnotezne putanje i nasli sva

podru¢ja stabilnosti za ljusku ove duljine, iako vrijednosti
srediSnjeg pomaka w mijenjaju predznak. Medutim, to nije
slucaj za ljuske veceg raspona.

Za ljusku raspona 90 m u Green-Lagrangevom proracunu
uocene su Cetiri regije nestabilnosti pri koriStenju samo
jednog clana reda i dvije koriStenjem 21 harmonika. U
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podruc¢jima nestabilnosti pomak v i rotacija j dosezu
ekstremne vrijednosti u tockama ukrute, zatim mijenjaju
predznak i ljuska naglo skace u stabilno stanje ravnoteZe pod
velim razinama opterecenja. Naravno, ta podrucja su u vezi
s izvijanjem. Medutim, ovaj problem je drugadiji od izvijanja
plo¢a pod aksijalnim opterecenjem jer ukljucuje vrlo vazno
membransko ponasanje u prije izvijaju¢im konfiguracijama i
vaznu spregu membranskog ponasanja i savijanja (i torzije) u
poslije izvijaju¢em podrudju. Ljuska se izvija nakon dostizanja
ekstremnih vrijednosti pomaka u tockama ukruta.

Slika 7. ilustrira iznimno brze monotone konvergencije
srediSnjeg pomaka w za ljuske duljine 70 m i 90 m. O¢ito
je da je samo nekoliko ¢lanova reda potrebno da bi pomaci
konvergirali k totnom odgovoru. Brzina konvergencije
srediSnjih momenata M, i membranskih sila N/, u tocki ukrute
takoder je analizirana u posljednjoj razini opterecenja (80 kN/
m?). OCito je da je 21 ¢lan reda (zbrajanjem 21 harmonika,
tj. samo 11 neparnih ¢lanova) potreban za konvergenciju
momenata k to¢nom odgovoru i 9 ¢lanova reda za sile.
Konvergencija je nemonotona za obje unutarnje sile.

4. Primjena na stvarne armiranobetonske
sloZenice

lzvedive armiranobetonske slozenice razlicitih duljina i
presjeka detaljno je analizirano u radu [11]. Na temelju tih
rezultata, ovdje €e se ocijeniti vaznost utjecaja geometrijske
nelinearnosti na stvarne ljuske s realnim opterecenjem i
procijeniti veliina greSke koja proizlazi iz pretpostavke malih
pomaka ovih konstrukcija.

Analiziraju se armiranobetonske slobodno oslonjene sloZenice
ukupne Sirine B=11.6m (slika 8.). Opterecenje je vertikalno,
ravnomjerno rasporedeno: vlastita tezina konstrukcije g,
teZzina obloge nagnutih plota Dg=0.5 kN/m? i opterecenje
snijegom s=1.0kN/m?. Konstrukcije su izradene od betona
klase C35/45 s armaturom B400.

% 5= 1,00 kN/m?
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Slika 8. Presjek, opterecenje i mreza konacnih traka analiziranih
sloZzenica

U prvom koraku, analiza slozenica razli¢itih raspona,
od [=5m do [=100m, provedena je primjenom linearne
metode konacnih traka (MKT) koriStenjem sto ¢lanova reda.
Primijenjena je simetrija geometrije, opterecenja i uvjeta
oslanjanja, pa je numericka analiza provedena samo za

polovicu konstrukcije. Mreza konacnih traka (ukupno 10),
njihove oznake i oznake cvornih linija, kao i orijentacija
globalnog koordinatnog sustava, prikazani su na slici 8.
U ovoj analizi su koriSteni modul elasti¢nosti £=34 GPa i
Poissonov koeficijent n=0.

Promatrajuci raspodjelu pomaka i napona (slike 9.-11.)
uslijed ukupnog uporabnog opterecenja za razliCite duljine
analiziranih sloZenica, mogu se primijetiti dva razlicita
ponasanja: jedno odgovara "kratkim" konstrukcijama, duljine
do L=10 m, s odgovarajucim omjerom duzina/sirina pojedinih
ploca 1,/1,=3.19, a drugo konstrukcijama duljim od L=20m (Iy/
| =6.37).

Donji rub rubnih greda (¢vorna linija 11), za raspone [=5m i
L=10 m, pomice se prema van (slika 9.), a za sve druge raspone
prema unutra (prema osi simetrije presjeka). Zakljuéno s L=20
m raspodjela horizontalnih pomaka izmedu cvornih linija5i9
je paraboli¢na, dok je za vece raspone gotovo linearna.

Kod raspona L=10 mi L=20 m, tocke blizu osi simetrije presjeka
se pomicu prema gore (negativni pomaci). Kod svih drugih
duljing, sve tocke presjeka imaju pozitivan progib w(slika 10.).
Za raspone do [=20 m maksimalna vrijednost uzduZnog
naprezanja u tlatnoj zoni nije postignuta u najviSoj tocki
presjeka (¢vorna linija 1), ve¢ malo ispod nje (slika 11.).
Povecanjem duljine konstrukcije smanjuje se visina tlacne
zone u presjeku. Za vrlo velike raspone (L=100 m) raspodjela
uzduznih naprezanja postaje linearna.

U drugom koraku, primjenjujuci HSMKT von Karmanova
i Green-Lagrangeova rjeSenja, izvedena je analiza
stabilnosti armiranobetonskih sloZenica, prikazanih na
slici 8., za raspone 10, 15, 20, 25 i 30m [12]. U prora¢unima
je usvojen 31 ¢lan reda. Ukupno opterecenje je podijeljeno
u osam inkremenata (0.6, 0.04, 0.04, 0.04, 0.04, 0.04,
0.1 i 0.1). Faktor opterecenja 0.8 odgovara uporabnom
opterecenju. Konvergencija se dogada kada je norma
rezidualnih sila manja ili jednaka 0.1 (to¢nost 1/1000).
Slika 12. pokazuje da utjecaj nelinearnog ponasanja nije
znacdajno izrazen u 20 metara dugoj konstrukciji, posebice
za razinu opterecenja koja odgovara uporabnom stanju
(razlika izmedu rezultata linearne i nelinearne analize je
manja od 10 %). U ovom primjeru odgovor uvijek ukljucuje
ojaCavajuce ponasanje konstrukcije. Tijekom istrazivanja
usporedili smo HSMKT rezultate s onima dobivenim
u ABAQUS-u s 58000 "shell" elemenata [12]. Koristili
smo STR13 element koji je jedini element u ABAQUS-
ovoj knjiznici namijenjen uporabi za tanke plofe po
Kirchhoffovoj teoriji. Taj element modelira proizvoljno
velike rotacije, ali samo male deformacije.

Analiza utjecaja intenziteta opterecenja na vlastite vrijednosti
TMKK predoena je za analizirane raspone i 31 €lan reda
usvojen u proracunu (slika 13.). MoZe se zakljuiti da je
pretpostavka o malim pomacima u potpunosti opravdana
za raspone do 15 m (| /I =4.8). Kod duzih konstrukcija,
geometrijski nelinearni efekti su izrazeniji ¢ak i za uporabna
opterecenja, pa ih ne treba zanemariti.
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Slika 11. Uzduzno naprezanje o, u sredini raspona, po visini presjeka
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Slika 12. Varijacija srediSnjeg progiba w u ¢vornoj liniji 1 i uzduzne sile Ny u ¢vornoj liniji 11 s
promjenom intenziteta opterecenja, koriStenjem HSMKT

Slika 13. Varijacija vlastitih vrijednosti TMKK s
intenzitetom opterecenja
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5. Zakljucak

U ovom radu su prezentirane dvije HSMKT formulacije za
analizu naboranih konstrukcija s velikim geometrijskim
nelinearnostima, primjenom von Karmanovih i Green-
Lagrangeovih geometrijskih veza. Nestabilnost panela,
stupova, kutijastih nosata mostova ili bilo koje vrste
prizmati¢ne ljuske s velikim omjerom raspona i Sirine, moze
biti uzrokovana bilo kojom vrstom optereenja: uzduznim
tlakom ili ¢ak zatezanjem, savijanjem i torzijskim momentom.
Ovdje je predloZen jedinstveni kriterij nestabilnosti bilo koje
vrste ljuskastih konstrukcija koje se mogu modelirati u okviru
HSMKT. Pokazano je da se stabilnost ravnoteznih stanja
slozenica moze procijeniti traZzenjem vlastitih vrijednosti /
od TMKK, koje su sve realne buduéi da je tangentna matrica
krutosti trake simetricna matrica. Ravnotezno stanje je
stabilno ako su sve />0, a nestabilno ako je jedna ili vise /<O0.
Ako je tijekom nanosenja opterecenja u nekom ravnoteznom
stanju jedna ili viSe /=0, to ravnotezno stanje se oznacava kao
kriticno stanje.

Prema prikazanim rezultatima provedene analize izvedive
armiranobetonske sloZenice, neki zaklju¢ci o opravdanosti
pretpostavke o malim pomacima mogu se izvesti ¢ak i na
osnovilinearne analize. Primijeena su dva razlic¢ita ponasanja
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konstrukcije: ponasanje "kratkih" konstrukcija i onih "dugih".
Granica izmedu ta dva ponasanja upucuje na granicu izmedu
konstrukcija kod kojih linearna analiza daje rezultate s
dovoljnom to¢nos¢cu i konstrukcija €ije nelinearno ponasanje
ne moze biti zanemareno. Ovo je potvrdeno primjenom
geometrijski nelinearne analize. Takoder se pokazalo da su kod
realnih naboranih konstrukcija pod uporabnim opterecenjem,
geometrijski nelinearni efekti izraZzeni samo za velike raspone.
HSMKT formulacija se pokazala prikladna za analizu
stabilnosti prizmati¢nih ljuskastih konstrukcija, zahvaljujui
brzim i memorijski ne zahtjevnim prora¢unima (niskoj cijeni),
to€nosti i pouzdanosti von Karmanovih i Green-Lagrangeovih
predvidanja.

Zahvala

Rezultati objavljeni u ovom radu su dio istrazivackih
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